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BEN  VRAAGSTUK  VAN  BE80HÜVENDE  MEETKUNDE 


DOOE 

Dr.  P.  H.  SCHOUTE. 


In  de  uitstekende  Terzameling  ^Questions  de  geometrie  des» 
eriptivé*^  Tan  E.  JURISCH  komt  het  volgende  yraagstuk  voor: 

„Gevraagd  de  doorsnee  van  een  bol  en  een  omwentelingskegel, 
^als  de  eerste  (fig.  1)  op  het  horizontale  vlak  rust,  de  as  van 
ydea  tweeden  met  het  middelpunt  van  den  bol  in  een  vlak 
yOvenwijdig  aan  het  vertikale  vlak  ligt  en  de  beschrijvende 
„lijnen  van  den  kegel  in  dit  vlak  uit  een  raaklgn  a  in  het 
„hoogste  punt  A  van  den  bol  en  een  door  het  uiteinde  B  eener 
„horizontale  middellijn  gaande  rechte  bestaan." 

We  onderzoeken  in  de  volgende  bladzijden,    welke  vormver- 
andering de  horizontale   projectie   der   doorsnee  ondergaat,  als 
de  door  B  gaande  beschrijvende  van  den  kegel  om  B  draait 


Tot  goed  begrip  hiervan  moge  het  volgende  voorafgaan: 
Men  beschouwt  den  bol  als  omwentelingslichaam  om  de  ver* 
tikale  middellijn  O  A  en  beschrijft  ter  bepaling  van  een  wille- 
keurig punt  der  doorsnee  een  hulpbol  uit  het  snijpunt  M  der 
omwentelingsassen  als  middelpunt.  De  vertikale  projectie  van 
het  punt  wordt  dan  gevonden  als  het  snijpunt  der  lijnen  volgens 
welke  de  parallelcirkels  zich  projecteeren ,  terwijl  de  horizontale 
projectie  daarna  uit  den  parallelcirkel  des  bols  wordt  afgeleid. 
De  raaklijn  wordt  op  eenvoudige  wijs  met  behulp  van  de 
methode  der  normalen  verkregen. 

Een  andere  methode  bestaat  hierin ,  dat  men  gebruik  maakt 
van  hulpbollen,  die  den  kegel  volgens  een  paralielcirkel  aan- 
raken. De  vertikale  projectie  van  den  paralielcirkel  des  bols 
doet  dan  de  vertikale  projectie  der  raaklijn  kennen;  daar  tegen- 
over staat  y  dat  de  bepaling  der  horizontale  projectie  hierbij 
minder  eenvoudig  wordt. 
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De  aan  beide  stelsels  van  hulpbolleo  gemeenschappelijke  bol, 
die  M  tot  middelpunt  en  MA  tot  straal  heeft ,  levert  ia  hori- 
zontale projectie  in  de  uit  T  aan  den  schijnbaren  omtrek  ge- 
trokken raaklijnen  TR\  TR'^  de  grens  van  projectie  des  kegels  op. 

De  vertikale  projectie  der  doorsnee  is  een  parabool ,  waarvan 
de  as  loodrecht  staat  op  de  omwentelingsas  des  kegels.  Zij  is 
bepaald  door  de  richting  van  de  as ,  de  punten  A,  B,  C  op  de 
in  het  vertikale  symmetrie  vlak  gelegen  beschrij  venden  en  de 
raaklijn  a  in  A. 

De  horizontale  projectie  der  doorsnee  is,  wgl  de  gegeven 
kwadratische  oppervlakken  elkaar  in  A  aanraken,  een  rationale 
kromme  van  den  vierden  graad  met  een  symmetrieas  XX' 
evenwijdig  aan  de  as  van  projectie.  We  wijzen  met  een  enkel 
woord  aan,  hoe  men  de  dubbelpunten  D',  D'^,  de  dubbelraaklijn 
E'Ë'",  de  raakpunten  F',F''  met  den  schijnbaren  omtrek  van 
den  bol  en  de  paren  raakpunten  Q',  H'  en  Q'^,  H"  met  den 
schgnbaren  omtrek  van  den  kegel  bepaalt. 

De  gegeven  oppervlakken  bepalen  op  elk  der  beide  loodlgnen 
in  D'  en  D"  op  het  horizontale  vlak  opgericht  een  gemeen- 
schappelijke koorde.  Stelieo  D'm,  D'^m  de  middens  dier  koorden 
voor,  dan  is  de  vertikale  projectie  van  D^mD^m  het  punt  D, 
waar  de  doorgang  OB  van  het  horizontale  middelvlak  des  bols 
den  doorgang  TR  ontmoet  van  het  bij  vertikale  koorden  be- 
hoorende  middelvlak  des  kegels,  welke  lijn  TR  tevens  de  ver- 
tikale projectie  is  van  den  schijnbaren  omtrek  des  kegels  in 
horizontale  projectie.  Door  nu  de  punten  der  doorsnee  te  be- 
palen ,  die  gelegen  zijn  in  het  vlak  door  D  loodrecht  op  de  as 
van  projectie,  laat  ons  zeggen  in  het  „frontvlak"  van  D,  wor- 
den D'  en  D"  gevonden  en  wel  met  behulp  van  den  bol ,  die 
N  tot  middelpunt  heeft  en  door  den  in  het  aangewezen  front- 
vlak  gelegen  kleinen  cirkel  des  gegeven  bols  gaat. 

De  punten  E^  E''  worden  verkregen  met  behulp  van  den 
bol,  die  N  tot  middelpunt  en  den  straal  van  den  gegeven  bol 
tot  straal  heeft.  Zij  liggen  in  het  front  vlak,  dat  ON  loodrecht 
middendoordeelt,  en  hebben  het  punt  E,  waar  de  vertikale 
projectie  van  den  raakcirkel  des  in  den  kegel  beschreven  hulp- 
bols, den  vertikalen  doorgang  van  dit  frontvlak  snijdt,  hun 
vertikale  projectie,  enz. 

De  punten  F',  F"  worden  door  middel  van  den  hulpbol  met 
het   middelpunt    M    en    dea    straal   MB  bepaald.     Evenzoo  de 


puntenparen  Q',  H'  en  Q",  H""  door  middel  van  een  hnlpbol, 
die  I  tot  middelpunt  heeft  en  door  den  zich  volgens  TR  op  het 
▼ertikale  vlak  projecteerenden  kleinen  cirkel  van  den  gegeven 
bol  gaat. 

Ten  slotte  merken  we  nog  op,  dat  AM  de  kromtestraal  is 
van  de  doorsnee  des  kegels  met  het  frontvlak  van  A  in  dit 
punt  en  in  verband  met  den  regel  van  Euler  hieruit  de  betrek- 
king r8in*<p  =  r,  volgt,  waarin  r  de  straal  van  den  gegeven 
bol  y  r,  de  kromtestraal  AM  en  97  de  hoek  is  tusschen  XX'  en 
elk  der  beide  dubbeipuntsraaklijnen  in  A. 


We  vergelijken  nu  eerst  de  drie  gevallen,  waarin  de  rechte 
BC  de  drie  standen  BC,,  BC^,  BC3  (fig.  2)  heeft,  met  elkaar. 
Voor  den  stand  BC,  is  de  vorm  der  horizontale  projectie  reeds 
in  fig  1  aangegeven;  zooals  daar  blgkt,  bestaat  deze  kromme 
uit  drie  lissen,  die  een  gedeelte  AD'CD'^A  gemeen  hebben. 
Gaat  nu  door  draaiing  van  BC  om  B  de  stand  BC,  in  den 
stand  BC2  over,  dan  bewegen  de  punten  C  en  D  op  XX'  zich 
naar  links ,  tot  ze  in  A  samenvallen ;  daarbij  verkleint  zich  bet 
aan  de  drie  lissen  gemeenschappelijke  gedeelte  hoe  langer  zoo 
meer  tot  het  in  den  eindstand  (fig.  3)  geheel  verdwenen  is. 
De  kromme  heeft  dan  in  plaats  van  drie  dubbelpunten  een  drie- 

voudig   punt.     Wijl    hier   de    betrekking  r,  =  2r  Tg -■  geldt , 

o 

vindt  men  9?  =  24°  28'  49", 

Zet  men  de  draaiende  beweging  van  BC  om  B  een  weinig 
voort,  dan  neemt  de  horizontale  projectie  deu  vorm  fig.  4  aan. 
En  is  BC  evenwijdig  aan  a  en  de  kegel  dus  een  cylinder  ge- 
worden, dan  heeft  men  met  het  bekende  geval  van  het  koepel- 
dak van  ViviA.Ni  (vergelijk  Briot  et  Bouquet,  Lemons  degéofnétrie 
analytique,  18^  druk,  blz.  550,  vraagstuk  12)  te  doen  en  ge- 
lijkt de  horizoatale  projectie  (fig.  5)  op  de  lemniscaat  van 
Bbrkgulli.  De  vraag  is  nu  —  en  de  beantwoording  hiervan 
vormt  meer  in  het  bgzonder  het  doel  van  dit  opstel  —  hoe 
de  vorm  van  fig.  4  geleidelijk  in  die  van  fig.  5  overgaat  en 
welke  merkwaardige  tusschenstanden  zich  daarbij  voordoen. 

Beweegt  het  punt  C  van  fig.  4  zich  naar  links,  dan  worden 
de    beide   kleine   symmetrisch   ten    opzichte  van  XX'  gelegen 


lissen  kleiner  tot  ze  zich  (fig.  6)  in  twee  keerpunten  samen- 
trekken. In  dezen  stand  yallen  de  loodrecht  op  XX'  staande 
Ignen  D'D",  E'E",  FP",  G'G"  samen,  m.  a.  w.  de  keerpunten 
liggen  zoowel  op  de  grens  van  projectie  van  den  bol  als  op  die 
van  den  kegel  en  in  vertikale  projectie  staat  OB  in  het  van  B 
verschillende  tweede  snijpunt  met  de  parabool  loodrecht  op  deze. 
Wyi  het  midden  van  ON  (fig.  7)  dan  tevens  het  door  den  hulp- 
bol met  het  middelpunt  N  en  den  straal  NJ  geleverde  punt  E 
der  parabool  is,  moet  JE  loodrecht  staan  op  de  as  des  kegels. 
Wordt  OE  door  x  aangewezen,  dan  vindt  men  ODmiddellgk 

cc  TQC 

TgATN  =  -,TgATB  = 


r  r^ — rx  —  2x^ 

en  dus,  wgl  de  tweede  hoek  het  dubbel  is  van  den  eersten, 

3ix^  +  2rx  —  r^  =  0 
of 

1 

3      '  ' 

waarvan  de  eerste  waarde  de  gevraagde  uitkomst  behelst.  We 
bevestigen  deze  uitkomst  door  de  vergelgking  der  parabool  met 
betrekking  tot  AT  en  AK  als  x-  en  y-as  op  te  maken.  De 
vergelijking  eener  willekeurige  kegelsnee  door  A  en  B ,  die  in 
A  de  a?-a8  aanraakt,  is  dan 

waarin  \  en  /x  willekeurige  parameters  zijn.  Tusschen  deze 
bestaan  de  betrekkingen 

waarvan  de  eerste  uitdrukt,  dat  de  kegelsnee  een  parabool  is, 
en  de  tweede,  dat  deze  parabool  in  het  tweede  snijpunt  met 
BO  door  deze  lijn  loodrecht  gesneden  wordt.  Hieruit  volgt 
X=  —  l,  fxz=  —  |en  dus  voor  de  x  van  het  tweede  snijpunt 
met  BO  werkelijk  —  ^  r. 

Wordt  de  draaiende  beweging  van  BC  nog  verder  voortgezet, 
dan  ontstaat  er  eerst  een  kromme  met  twee  lissen  (fig.  8), 
waarvan  de  linksche  vier  bestaanbare  buigpunten  vertoont,  fig 
den  overgang  tot  de  lemniscaatvormige  kromme  van  fig.  5  zak- 
ken   de   aau    de   zijde    van  A  gelegen  buigpunten  naar  A  af, 


terwijl  de  aan  de  zijde  van  C  gelegen  buigpunten  ziek  naar  C 
bewegen  en  reeds  voor  het  bereiken  van  den  stand  van  fig.  5 
verdwenen  zijn.  Dit  samenvallen  dier  buigpunten  in  C  (fig.  9) 
vindt  plaats  als  het  raakpunt  van  de  vertikale  raaklijn  der  pa- 
rabool op  den  schijnbaren  omtrek  des  bols  ligt.  Zooals  gemak- 
kelijk blijkt,  gebeurt  dit ,  zoodra  N  het  diametraal  tegenover  B 
gelegen  punt  diens  cirkels  wordt.  De  tophoek  des  kegels  is  dan  80°. 


Als  de  beschrijvende  lijn  BC  om  B  draait,  omhult  de  as  TM 
des  kegels  de  parabool,  die  a  tot  richtlijn  en  B  tot  brandpunt 
heeft.  Wil  men  achtereenvolgens  al  deze  raaklijnen  doorloopeu, 
dan  moet  BC  een  volle  omwenteling  maken,  want  de  hoek- 
beweging  van  de  as  is  de  helft  van  die  der  beschrijvende  BC; 
trouwens  met  de  twee  samenvallende  lijnen  BC,  die  180°  in 
draaiingshoek  verschillen,  komen  twee  loodrecht  op  elkaar  staande 
omwentelingsassen  overeen.  Denken  we  nu,  dat  de  draaiing 
van  BC  (fig.  2)  begonnen  is  bij  den  stand ,  waarin  ze  in  B  den 
schgnbaren  omtrek  des  bols  op  het  vertikale  vlak  aanraakt ,  — 
in  welk  geval  de  kegel  den  bol  volgens  een  ciricel  aanraakt  en 
de  horizontale  projectie  (fig.  10)  dus  een  dubbel  te  tellen  ellips 
is  — ,  dan  is  in  het  voorgaande  dus  nog  slechts  een  vierde 
gedeelte  der  gestelde  taak  afgemaakt.  Daar  het  zeer  leerzaam 
is  de  figuur  bij  de  beweging  van  BC  over  een  hoek  van  360° 
geheel  te  volgen ,  doch  ruimte  en  tijd  verbiedt  het  overige  zoo 
uitvoerig  te  behandelen  als  het  voorgaande,  besluiten  we  met 
een  tabellarisch  overzicht  van  alle  merkwaardige  standen,  die 
dan  door  den  van  den  aangewezen  beginstand  af  getelden  hoek 
van  draaiing  \p  van  BC  worden  gekenmerkt. 

Dubbel  te  tellen  ellips  (kleine  asAB  =  a,  groote 
as  =  aV'2). 


^        3 


Kromme  met  drieroudig  punt  in  A. 

Kromme  met  twee  keerpunten. 

Kromme    met    twee    samengerallen    buigpunten 
(buigtop  in  C). 


^        2 
Sir 


4>  =  w 


5n- 


**        2 
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Kromme  met  een  boigknoop. 

Kromme   in  den  vorm  van  een  „racket*'  met  een 

keerpunt  in  A  (de  kromme  van  doorsnee  heeft  zelf 
een  keerpunt  in  A). 

Twee  afgezonderde  punten  (A  en  B)  zonder  eigen- 
lijke kromme. 

Kromme   met  drievoudig  punt  in  A;  van  de  drie 
takken  ia  er  echter  slechts  een  bestaanbaar. 

Een  puntcirkel  A  en  de  schijnbare  omtrek  des  bols 
op  het  horizontale  vlak. 

Kromme  in  den  vorm  van  een  .cardioïde"  met  een 


keerpunt  in  A  (de  kromme  van  doorsnee  heeft  zelf 
een  keerpunt  in  A). 

We    merken   hierbij    alleen    nog  op,    dat  beide  uit  de  aan- 
raking der  oppervlakken  in  A  voortspruitende  takken  bestaan- 

baar  zgn  als  \(f  tusschen en  —  mhgt  en  onbestaanbaar 

4  4 

3ir  7ïr    .     . 

als  xf/  tusschen  —  en  —  inligt.    Bovendien  wijzen  we  op  den 
4  4 

Sir 
eigenaardigen  by  \p=  -^    voorkomenden    omwentelingskegel, 

die  uit  twee  evenwijdige  vlakken  bestaat. 


R8eS 


ON  THE  DYNAMICAL  STABILITY  OP  A  SYSTEM  OP  POUR  PAETICLE8. 
SOLUTION  OP  PRIZE-QUESTION  N^  6  POR  THE  YEAR  1897. 


BT 

A.  G.  WYTHOFF. 


§  1.  Mr.  C.  Errdikt  baa  discuseed  the  configuration  and  the 
motion  of  a  system  of  four  particles ,  mutually  attracting  each 
other  in  proportion  to  their  masses  and  to  the  w*^  power  of 
their  distances  and  so  projected  that  these  distances  remain  the 
same  throughout  the  motion.  {Nieuw  Archief  XIX ,  1 ,  p  66 — 79). 
It  is  shown  in  his  essay  that  these  particles  cannot  be  in 
equilibrium  unless  placed  in  one  straight  line,  at  the  corners 
of  a  deltoid ,  the  masses  of  the  particles  not  lying  in  the  axis 
of  symmetry  being  equal ,  or  so  that  three  of  the  particles  with 
equal  masses  are  at  the  corners  of  an  equilateral  triangle  and 
the  fourth  at  the  centre. 

I  have  in  my  article  on  the  dynamical  stability  of  a  system 
of  particles  (Nieuw  Archief y  2"*  series,  III,  2,  p.  95 — 110) 
written  down  the  general  equations  for  the  disturbed  motion 
of  a  system  of  q  particles  and  proved  that  an  arbitrary  number 
of  particles,  lying  in  one  straight  line,  cannot  be  in  stable 
equilibrium  if  the  forces  acting  between  them  be  inversely  pro- 
portional to  some  power  of  the  distance.  We  shall  now  proceed 
to  deduce  the  conditions  for  the  stability  of  the  motion  of  four 
particles  forming  a  deltoïd  or  placed  at  the  corners  and  at  the 
centre  of  an  equilateral  triangle.  The  co-ordinates  and  the 
notation  used  wil  be  the  same  as  in  the  article  last  mentioned 
and  the  equations  therein  deduced  will  be  designated  by  num- 
bers in  square  brackets. 

§  2.  Four  particles  are  placed  each  at  one  comer  of  a  del- 
toïd. The  line  joining  the  first  and  the  third  particle  is  the 
axis  of  symmetry,  the  second  and  the  fourth  particle  have 
equal  masses:  m^^m^. 
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We  have: 

^-♦,  =  180^ 

and  ^a  — ♦!=  — (#4  — ♦!)• 
In   the  following  we  shall  write  ^a  for  ^  —  ^i ,  ^a  haTing 
a  constant  Talne. 
For  the  undisturbed  motion  we  have  by  substition  in  [7]: 

mip,c2  =  /ii»h  J2maO>i  — />aC0S^)rj7^  +  »W3''w|» (1) 

+  ma  (pa  +  Pa  cos  ^  r^^| , (2) 

»W3P3C*  =  /um3Jm,ri*j  +  2ma(p3  +  PaCOS^)r;-^(, (3) 

while  V  =  4  gives  again  equation  (2). 

Substitution    of  v  =  l    and    v=.3  in   [8]    gives  an  identity, 
while  both  v  =  2  and  v  =  4  lead  to 

m,pj  sin  0a»'ïr^  +  ^^aPa  sin  2^jt\^^  —  m^  sin  ^a*»"^  =  0. 
This  equation  may  be  split  up  into: 

sin  ^  =  0 
and 

^iPi^'ïr^  +  2mapa  cos  ^a^'ïT^  —  ^aPs^'sT^  =  0 (4) 

As  sin  ^  =s  0  makes  the  second  and  fourth  particles  coincide , 
equation  (4)  is  a  necessary  condition  for  the  proper  deltoid. 
Prom  (1) ....  (4)  we  deduce: 

2nia  (P3  +  Pa  cos  *a)  (rj"'  -  ^^w ')      j 

.  .  .  (5) 


r^^{r\T^-r\T^) 


^  2ma  (p,  -  Pa  cos  »a)M>  ^  ~  ^IT^) 

''13  Ms      ^18    ) 

and 

^  =  MKrtr'-^2mar"^-'  +  m3r;7^| (6) 

If  the  form  of  the  deltoïd  be  given ,  the  ratio  of  the  masses 
is  determined  by  set  (5) ,  p,  —  pa  cos  ^a  and  pa  +  pa  cos  0a  being 
the  parts  into  which  the  line  r^a  is  divided  by  the  line  r^. 
This  ratio  known,  equation  (6)  gives  us  c^  as  a  fonction 
of   one    of   the    masses,    the    form    and    the    dimensions    of 
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the  deltoïd.  As  the  masses  are  positive  quantities  we  cannot 
take  a  deltoid  of  arbitrary  form ,  the  angles  have  to  be  greater 
than  eO"". 


§  3.  The  equations  for  the  disturbed  motion,  when  p^  is 
is  changed  to  p^  +  Pp^  ^p  to  0^  +  i/'v  and  z  is  no  longer  equal 
to  zero,  are  obtained  by  substituting  in  [9],  [10]  and  [6]. 

Substitution  in  [6]  gives  us  the  equations  which  determine 
the  stability  of  the  motion  for  disturbances  perpendicular  to 
the  plane  of  the  undisturbed  motion.  As  Prof.  Korteweo  has 
shown  in  his  criticism  of  this  article,  it  is  not  necessary  to 
write  down  the  determinantal  equation  from  which  the  conditions 
for  the  stability  are  deduced ,  the  motion  of  a  system  of  an 
arbitrary  number  of  particles  being  always  stable  for  distur- 
bances perpendicular  to  the  plane  of  the  motion.  The  equations 
[6]  namely  are  the  same  as  would  give  us  the  oscillations  of 
the  system  in  the  same  configuration  but  without  any  rotation , 
every  particle  having  but  one  possible  motion:  along  the  per- 
pendicular on  the  plane.  It  is  evident  that  the  potential  energy 
is  then  a  minimum  for  the  state  of  equilibrium  and,  as  this 
equilibrium  is  statical,  it  is  stable. 

By  substituting  in  [9]  and  [10]  we  get  the  eight  differential 
equations  which  determine  p,  ..  .p^  and  i^  . . .  i/'4.  From  these 
equations  may  de  derived  the  determinantal  equation  in  itt^,  the 
roots  of  which'  have  to  be  negative  and  real  in  order  that  the 
motion  be  stable  for  disturbances  in  the  plane  of  motion. 

It  is  not  necessary  however  to  make  use  of  all  of  these 
equations ;  we  may  take  four  of  them ,  namely  those  relating 
to  the  first  and  those  relating  to  the  third  particle,  and,  in 
stead  of  the  remaining  equations  the  integrals  [13],  [14],  [15] 
and  [16],  written  out  for  a  simple  case  of  disturbed  motion. 

By  this  our  determinal  equation  in  m^  is  reduced  to  one  of 
the  fourth  degree ,  while  it  would  have  been  of  the  eighth ,  if 
we  had  made  use  of  the  eight  differential  equations,  and  at 
the  same  time  this  proceeding  does  not  make  our  results  less 
general. 

The  four  integrals  used  are: 

4 

2vm,.py;)y  =  0, 
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and 


Svm^^Vv  =  Oi 


S^w^fp^  COB  t^^rPy  +  p^  Bin  t^J^O 


S^v  1  —  Pv  «n  ^y\P^  +Py  OOB  ^^{  =  0. 

The  differential  equations  are: 

W3P3  -  2m3Cp3i/,3  —  mjC^a  +  Svp^  ^-r—  +  Svi^^  ^-3—  =  0, 

m,p, V,  +  2ifi,cp,pi  +  Svp^  ^-^  +  Svi//^  ^-3—  =  0 , 
1        ^p^o^^       1        0^1 00^ 

and 

m3P,^^  +  2m3Cp3P3+Svp.^-j^^ 

Putting  |>y  =  My6"»*  and  i/»y  =  M4^y«»*,  w*  Ib  determined  by 
a  detenninantal  equation ,  tbe  first  member  of  which  is  a  deter- 
minant of  eight  rowB  and  eight  coIumuB  and  of  the  fourth 
degree  in  in\  We  shall  not  write  down  the  determinant  in 
that  form ;  it  may  be  transformed  to  the  following : 
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I  have  not  succeeded  in  8o  traDsfonniDg  the  equation  in  m^ 
for  arbitrary  masses  m, ,  m^  and  m,  that  the  nature  of  the  roots 
might  be  easily  ascertained 

§  4.    Let  us  write  the  determinantal  equation  in  this  way: 


A 

B 

—  2cm 

0 

C 

D 

0 

—  2cm 

2cm 

0 

E 

F 

0 

2cm 

G 

H 

=  0. 


=  0. 


It  may  be  transformed  to: 

I    4c«ma+AE4-CP        BE+DF 
I    AQ  +  CH  4c»m2  +  BG  +  DH 

For  the  particular  case  that  the  deltoïd  is  a  rhomb  we  have : 

W3  =r  m, ,    D  =  A ,    0  =  B,     H  =  E  and  G  =  F. 
Substitution  of  these  values  in  the  above  equation  gives: 
I     éc^m^  +  AE  +  BF        BE  +  AF 

AF  +  BE  4c»m2  +  BF  +  AE 


0, 


or 


{4c^m^  +  AE  +  BVy  —  (AF  +  BE)»  =  0 , 
which  may  be  split  up  into: 

4c»mM(A+B)(E  +  F)  =  0  .  .  .  . 


and 


(7) 
(8) 


4(^m»  +  (A  — B)(E  — F)  =  0 

For  this  case  we  have: 

c»  =  2^  (m,rlT^  +  m^r^7')  =  2ai  (m,rïr'  +  m^rH^^ 

Equation  (7)  gives  when  worked  out: 

m*  +  («  +  3)c%»  + 

+  4/u»(w-  IjVïrVtPi'  +  W2^^)J  w.rjr^  +  (Wa-  ni,)p,^f^^l  =  0 . .  (9). 

The  absolute  term  is  positive ,  which  may  be  shown  os  follows : 
The  equation 
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may  be  written 

or 

M2  Ml 

giving 

being  a  positive  quantity. 

If  we  had  called  the  greatest  mass  m^ ,  the  above  would  not 
have  needed  any  demonstration. 

Putting  2iti,pi^  +  2tn^  =  T ,  equation  (9)  becomes 

m^  +  {n  +  3)c^m»  -f  mH»  —  l)Vir*T(c»  -  Tr^')  =  0, 
having  real  roots  for 

or 

(»-h  3)*^  -  4(n  —  l)«rJr*Tc»  +  4(n  —  l)»rJr^T»  >  0 , 
or 

-^^^  [l(n+3)»c^-2(n-l)^Tr;r'p+32(n+l)(n~l)^VS-]  >0. 

For  n  +  1  >  0  this  equation  is  certainly  satisfied.  The  roots 
of  equation  (9)  are  real  and  negative  for  this  case. 

If  the  difference  between  the  diameters  be  as  great  as  pos- 
sible r^  differs  but  slightly  from  r,,  and  m,  is  a  small  quantity. 

We  have  approximately: 

/>i'=in2^ 

and 

For  these  values  equation  (9)  becomes: 

m*4-2;i(n+3)mar"r^w^+V(«  -l)^rïr*  •  ^2  •  1^2^  •  ^2  •  l^u^  =  0 , 
the  condition  for  the  reality  of  the  roots  being : 
4(n  +  3)^  >3(n-  ly 


14 

or 

n'^  +  30n  +  33  >  0 
or 

(w  4- 15  +  8  V3)  (w  +  16  -  8  VS)  >  0. 
n  +  15  -  8  V'3  >  0  gives  n  >  —  1 .  144 . .  • 

Let  UB  now  make  m,  =  in, ;  our  rhomb  is  then  a  square. 
Equation  (9)  becomes  for  this  case 

m*  +  2/uifh  (n  +  3)  {r^r'  +  rJr')  +  V^,^  {n-iy  rlT^r'  =  0 , 

of  which  equation  the  roots  are  real  for 

(n  +  3)Mrir  +  O^  >4(n-  l)^rJrMs-'. 

This  inequality  is  not  satisfied  by  n  =  *~  1.144,  thus  the 
square  represents  as  to  this  condition  a  less  stable  motion  than 
does  the  rhomb  that  differs  as  much  as  possible  from  a  square. 

Equation  (8)  worked  out  gives: 

m*+2  {c«  +  M(»+l)K+m^riTMm2-hc*-2/uc^n+l)(m,+m^rïr'  -h 


4- 4^^(in,  +  m^Hnp,^  +  ^»)0>,»  +  np^^)r\V^  =0  .  (10), 
having  its  roots  real  for: 

fA{m,  +  n^)in  -  lyip^^-p^frlr'  >  -  4(n  +  l)c^. 

This  condition  is  satisfied  if  n  +  1  >  0  and ,  if  the  rhomb 
becomes  a  square,  the  roots  are  not  real  unless  n  > —  1  as 
for  that  case  pi  =  p^- 

This  shows  that  the  condition  for  the  stability  of  the  motion 
of  four  particles  with  equal  masses  forming  a  square  is  the 
same  as  that  for  the  stability  of  the  motion  of  three  particles 
with  equal  masses  placed  at  the  corners  of  an  equilateral 
triangle,  this  last  condition  being  (Route,  Advanced  Rigid 
Dynamics^  §  109) 

(n  +  3)2  (Sm,)a  >  3 (n  —  ly  ^m^m^ , 

which  by  putting  m^^m^^m^  may  be  transformed  to 

8(«  +  l)>0. 

If  we  make  ffi|  very  small,  the  condition  for  the  reality  ot 
the  roots  of  (10)  is  the  same  as  for  equation  (9)  namely : 

na  +  30n  +  33>0. 
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We  coDolude  from  this  that  in  general  the  stabiliy  of  the 
motion  is  greater  for  the  rhomb  that  difiPers  as  mach  as  pos- 
sible from  a  square  than  it  is  for  a  sqaare. 

§  5.  Nothing  is  changed  in  the  foregoing  if  n  +  l^^O; 
the  foreefunction  changes  form  but  not  the  differential  coeffi- 
cients and  only  these  enter  into  our  equations.  The  determin- 
antal  equation  is  for  the  deltoid  in  its  most  general  form 

16c*m*  +  (AE  -f  CP+BQ-I-DH)  4c^»  +  (AD— BC)  (EH— PG)  ==  0. 

Putting  n  -f- 1  =  0 ,  we  have : 

P=-B,  G  =  -C,  E  =  — 2(m»  — c^)  — A  andH  =  2(ma-ca)--.D. 

Substituting  these  values  in  the  above  equation,  we  see  that 
it  may  be  split  up  into  the  following  equations: 

4(?*  +  2ca(A  -h  D)  -f  AD  —  BC  =  0 
and 

4m*  —  2w>  (A  +  D)  +  AD  -  BC  =  0 , 
or,  putting: 

A  =  m*  — c*  +  a, 
D  =  m»  — c»  +  d, 
into  the  following: 

fii*  +  (2(^  +  a  +d)m*-h(c»  +  a)(c*  +  d)  — BC«0, 
and 

l,|4  +  (2c2  _  «  .  ^^f^^  4.  (C2  _  a)(c2  -  Ö)  -  BC  =  0. 

Both  these  equations  have  their  roots  real  for 
(a  -  d)»  +  4BC>  0 
further  conditions  for  the  stability  being: 
2ca  +  a  +  è>0, 
2c»-a  — d>0, 
(c»  +  a)(c^  +  d)-BC>0, 
and  (c»  — a)(c»  -d)-BC  >0, 

while  we  have: 

c*  =  /ti  {m,ri[;*  +  2warü*  -f  m,rM*J , 
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2w,  (p,  +  Pa  COB  ♦,)  (rü'  —  rü*) 

a  =  M{«h»"ï»'  +  2«»a»-w'  —  4mj  O»,  —  Pa  cos  fj)«rn*  -  m,rüM . 
è  =  p{«,r5»  +  2m,rS*  —  4«a(P3  +  pa  cob  ♦j)»r5*  —  m,ru*j , 
B  =  pi«,  I  — rïi'  —  rS*  +  2r„  (p,  -  p»  cos  ^  r^\  = 

and 

C  =  M»»s  I  -  »T»'  -  »•»  +  2r„  (p,  +  P,  COB  ♦,)  rS*}  = 
-  M»»»  I  -  ♦•S"  +  '•ij*»'»  -  n»*^»  {• 

We  may  prove  that  the  motion  is  Btable  of  r^  and  r,,  form 
a  right  angle. 

For  thiB  case  we  have: 

na'  =  »•„»  +  r^« ,  p,  -  Pi.  COB  ^,  =  r„«rn' ,  p,  +  pa  cob  ^  =  r„Vü\ 
SubBtituting  this  and  putting  n-l: 


c»  = 


and 


2r^,H3'-a3' -  na')^ 

OT.  =  —  - . — ~ ~  '"a» 

'  ns'^ai* 

2m,r„»(3r,a'-r,,») 

»^i3^ia 

.      2«iaV(3'-as*  — !V) 

0  = . — 5  » 

♦•i3*''ia 

_  »Wi>-m'  _  2»»aV  (3r,a'  —  fa»^ 

„      2mar,a»(3'-as*-»"ia*) 
C  = 4_  a  • 
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B   and   C   are   positives,   as   ^2,    1,    3>30^,   therefore 
(a  —  è)*  -|-  4BC  is  positiye  and  both  equations  have  real  roots. 
We  have  further: 

2mo 

MS  ^24t 

2m 
M3   ^24 


^„„  =  £!?^(7r.,.  +  3r^.), 


**t3  ''a* 


and 

giving: 
and 


'"13^24" 


,a,ö=4^(7V+3r,,>), 


2ca  +  aH-d>0 


2ca  — a-d>0. 

As  c^  +  d  and  c*  —  d  are  both  greater  than  B 
and    c*  +  a  and  c^  —  a  both  greater  than  C , 
we  have : 

(c^  +  a)((^  +  d)>BC 
and 

(c^-a))c^  — d)>BC. 

The  roots  of  both  equations  are  real  and  negative  and  the 
motion  is  stable. 

I  have  not  succeeded  in  proving  that  the  motion  is  always 
stable  for  n  +  1  =  0,  even  if  r^^  and  r^  are  not  at  right  angles , 
but  the  cases  I  worked  out,  taking  numbers  for  the  lenghts  of 
the  sides  were  all  cases  of  stable  motion. 

Neither  have  I  been  able  to  demonstrate  that  the  determi- 
nantal  equation  in  m^  of  page  1 1  always  has  imaginary  roots 
(or  ft  =  —  2,  it  has  four  imaginary  roots  for  r,2  =  3,  r,3  =  5 
and  Tjg  =  4. 

§  6.  Three  particles  with  equal  moèses  are  placed  at  the 
comers  of  an  equilateral  triangle ,  a  fourth  particle  with  mass 
m^  is  placed  at  the  centre.     In  deducing  the  equation  in  m^  of 

2 
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page  1 1  Dothiog  has  been  specified  about  the  form  of  the  deltoid. 
By  making  p,  =  0,  f^  =  120°,  p,  =P2,  m^—ntt  and  calling 
m^  what  has  been  called  m,  we  reduce  this  case  to  that  af  a 
delto'id.    Sabsti  tution  of  the  particular  values  gives : 

A  =  m»  +  i/u  («  —  1)  tn^r—^  +  /a  (n  —  1)  m*/»"-», 

B  =  pm,  { np-ï  -  è  («  +  l)r»-ij , 

D  =  m»  -  c»  +  H»  +  1)  M»»,p»-i  4-  /«m^"-» , 
E  =  fw»  +  f /uOT,  (n  —  1)  r»-i, 

P  =  „»i,  {p->-i(fi  +  l)r-M, 

G  =  -i(n-l)Min^-S 
and 

H  =  m^  —  c2  4-  §  (n  +  1)  /tfm,p«- ^  +  fim^tip'^^, 
while    c^  =  /u  {  3mir"-i  +  »»4P*"*^ 
Putting : 

/um^/t)"-^  =  b , 

and 

(n  -  1)  {  (n  -  l)a2  -+-  f  (n  4-  l)öp  4-  i  (n  -  l)aJ  -f- J6p  J  =  ^ 

the  determinantal  equation  may  be  transformed  to 

0  (m»)  =  [m*  +  {(n  +  3)c2+.  J(n-hl)i)  |m»+q^-|-9  (n-|-l)V/>^m»  = 

=  (m*  -f  qm"  +  ty  -f  sw»  =  0. 

Neither  the  discriminant  of  ^(m^)  nor  the  other  functions  the 
sign  of  which  indicates  the  nature  of  the  roots  of  ^(m^)  =  0 
have   a   simple   form.      By   constructing    tbe    line   y  +  ^(m^) 

however ,  we  may  easily  for  every  value  of  n  and  of  — -  ascer- 

tain  the  nature  of  the  roots. 

The  motion  is  stable  for  ?t  =  1  as  for  that  case  three  of  the 
particles  attract  the  fourth  as  if  their  masses  were  united  at 
the  centre  of  gravity. 
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We  haye,  for  n  =  l,  |i  =  0  and  ^  =  0,  and  the  equation 
becomes : 

{m*  +  (n  +  3)c»maj»  =  0. 

That  the  equal  roots  do  not  indicate  instability  follows  from 
the  foregoing. 

The  motion  of  three  particles  with  equal  masses ,  at  the 
corners  of  an  equilateral  triangle  is  rendered  more  stable  by 
placing  a  fourth  particle  with  equal  or  smaller  mass  at  the  centre. 

The  condition  for  the  stability  of  the  three  particles  was 
n  +  1  >0,  but,  if  a  fourht  particle  be  placed  at  the  centre, 
the  motion  is  not  unstable  if  n  -h  1  has  a  small  negatiye  value , 
which  may  be  demonstrated  as  follows. 

For  n  +  1  =  0  equation  y  =  ^(m')  becomes: 

representing   a   curve   that   touches   the   m^axis   in  two  real 
points,  for  which  m^  is  negative  if  m^  <  m,. 

If  we  give  a  small  negative  value  to  n  -|-  1 ,  the  roots  of 
m^  +  qrn^  +  ^  =  0  change  slightly  and  so  do  the  points  in  which 
the  line  y  =  (m*  +  qin^  +  0  *  touches  the  m^-axis.  As  8  has  a 
snaall  positive  value,  8m^  is  negative  for  those  two  points  and 
the  line  y  =  (m*  +  qm^  -|-  ty  +  sm^  cuts  the  m^-axis  in  four 
points  on  the  negative  side  of  the  m^-axis.  The  roots  of 
^(m^)  =  0  are  thus  real  and  negative  for  n  somewhat  smaller 
than  —  1. 

For  ft  =  —  2  however  the  motion  is  unstable ;  we  can  show 
namely  that  for  no  value  of  — -  the  conditions  that  the  roots 
of  0  (m^)  =  0  are  real  and  negative  are  satisfied  simultaneously. 

§  7.  If  one  of  the  four  particles ,  say  the  first ,  has  but  a 
small  mass,  we  have  approximately  mi  =0.  In  the  determi- 
nantal  equation  of  page  11  B,  F  and  consequently  DE  +  DF 
are  equal  to  zero,  and  the  equation  may  be  split  up  into 

4c^m^  +  AE  =  0 (11) 

and 

4A/i2  +  DH  =  0 (12). 

2* 
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The  three  other  particles  have  to  be  in  equilibrium  among 
themselves,  heuce  they  are  placed  at  the  corners  of  an  equi- 
lateral triangle  or  in  a  straight  line. 

If  they  are  placed  at  the  comers  of  an  equilateral  triangle 
equation  (12)  becomes: 

m*  +  (n  +  3)  c^2  +  («  -  1)^  IfWaM^  (in^  +  nh)  r»— *  =  0 , 

being   the   equation  from  which  are  derived  the  conditions  for 
the  stability  of  the  motion  of  three  particles  with  finite  mass. 
We  have: 

A=m^-c^+/«{2mar,j-~i+2mj(n--l)(p,--/o2Oos02)^,.,'^+m3nr,3«-^{, 

E  =  m^-(?+/«{  2m^nr^./-^  -  2/Wa(n  -1)  (p,  -/OaCos^Vj2*-»+m3r,3— M, 

A  +  E  =  2in*  -  2c»  +  (n  +  1)  (2m,ri/-i  +  fn,r,,--^) , 

A  -  E  =  (n-l){4m,(/.,-/)2C09#,)2rj/-»+m3r,3--^2//i2r,/-i|=(n-)P, 

4c2mHAE=:4c»mH{w2~c»+i(n+l)(2mir,a»-^+W3r,3*-i)JM(w-l)^f'*- 
Equation  (11)  becomes: 

m*  +  \2c^  +  {n+  1)  (2m,r,/-i  +  m,r,^--^)l  m"  + 
+  c*  -  (n  +  lM2m,n -1  +  m3rj3--^)  + 
+  l(n  +  l)^(2m,r,,-i  +•  mjr,,^^Y  -  {{n  -  If^  =  0, 
having  its  roots  real  for 

8c» (n  +  l)(2m,r,,«-i  +  m^r,^--^)  -f  (n  -  1)»P»  >  0. 

If  the  three  particles  at  the  corners  of  the  equilateral  triangle 
have  equal  mass  and  the  fourth  particle  be  placed  at  the  centre , 
P  =  0  and  n  +  1  >  0  is  then  a  necessary  condition  for  the 
stability. 

If  the  three  particles  with  finite  mass  be  placed  in  a  straight 
line : 

D  =  m»  +  2m2  (r^g— ^  -  r^^"^) , 

H  =  w»  +  (n  -  1)  yn^r^"*-^  -f  2fna(nra3*-^  -  ♦'24""^). 

Equation  (12)  is  for  this  case  identical  with  that  given  in  §  8 
of  my  former  article  for  three  particles  placed  in  one  straight 
line. 
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We  have 

A  =  m»  +  (n  -  1)  {fW3r,3-i  +  2mjr,^^,^--*\ , 

E  =r  mM-  (»  -  1)  {2»i2r,,— 1  — Zwar^V,,— »| , 

giying  for  equation  (11): 

ni*  +  (n  +  8)c^ma  + 

+  (n  -  l)^(fW3r,3-*  +  2iii2r,3V,a-«)2iw,(r,/-i  -  ^3^,,-»)  =  0, 

from  which  no  new  conditions  for  the  stability  can  be  derived, 
but  the  motion  of  the  three  particles  with  finite  mass  is  not 
stable  for  n  <  0. 

§  8.  If  two  of  the  particles  have  small  mass  the  figure  must 
be  rhomb;  this  case  has  been  discussed  in  §  4. 

If  we  have  approximately  tn,  =  0  and  m^  =  0 ,  that  is  to  say 
if  three  particles  have  small  mass  we  find  that  these  particles 
are  all  placed  at  tho  same  distance  (r)  from  the  particle  with 
finite  mass.    Both  equation  (11)  and  (12)  become 

4(r*ma4-  m^  {m*  +  (n  —  \)pLm^r^^  =0, 
giving: 

m2  =  0  and  m*  +  («  +  ^)iim^r^^  =  0. 

From  these  equations  no  new  conditions  for  the  stability  are 
to  be  derived*  As  however  the  distance  between  the  particles 
with  small  mass  have  to  remain  the  same ,  n  =  1  is  a  neces- 
sary condition  for  the  stability,  for  if  n  be  different  from  1 
small  disturbances  change  the  time  of  revolution  for  the  par- 
ticles with  small  mass  and  therefore  their  mutual  distances. 
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GRAPHISCHE  OPLOiSSINa  VAN  EEN  STELSEL  LINEAIRE 
VERGELIJKINGEN 


J.   V.    D.   GRIEND   Jr. 


De  navolgende  beschouwingen  zijn  het  geyolg  yan  het  zoe* 
ken  naar  een  graphieche  oplossing  van  lineaire  vergelgkingen 
ten  behoeve  van  enkele  problemen  der  Graphostatica.  Onder 
het  zoeken  naar  deze  oplossing  bleken  mij  daartoe  allengs 
zooveel  voorbeschouwingen  noodig ,  dat  het  probleem  zelf  daar- 
door langzamerhand  in  mijn  oogen  tot  nevenzaak  is  afgedaald. 
Ook  bleek  mij  spoedig,  dat  de  ingewikkeldheid  der  gevorderde 
constructies  de  oplossing  een  meer  theoretisch  dan  practisch 
belang  zou  geven,  en  ik  heb  dan  ook  onder  het  zoeken  zelf 
allengs  de  oorspronkelgke  graphostatische  toepassing  uit  het  oog 
laten  gaan  om  mij  tot  het  zuiver  wiskundige  probleem  te  wenden. 

Deze  onderzoekingen  hebben  plaats  gehad  onafhankelijk  van 
de  oplossingen  van  Yan  den  Berg  ,  van  welker  bestaan  ik  toen 
onkundig  was.  Toen  mij  na  gevonden  oplossing  door  den  hoog- 
leeraar dr.  C.  A.  ScHELTEMA  op  dezen  bestaanden  arbeid  ge- 
wezen  was,  meende  ik  toch,  dat  het  zijn  nut  kon  hebben  mgn 
oplossing  te  publiceeren ,  omdat  de  uitvoering  eenigszins ,  maar 
vooral  de  grondslagen  tamelijk  veel  van  die  van  Yan  den  Bero 
verschilden ,  en  er  van  deze  grondslagen  ook  in  andere  richting 
nog  gebruik  te  maken  zou  kunnen  zijn,  —  zooals  mg  reeds 
voor  enkele  gevallen  bleek.  Het  is  ook  daarom,  dat  ik  het 
noodig  meende,  de  beginselen,  waarop  de  methode  berust, 
zoo  scherp  als  het  mij  mogelijk  was  te  formuleeren,  alvorens 
tot  de  behandeling  van  het  eigenlijke  probleem  over  te  gaan, 
die  daardoor  tamelijk  eenvoudig  kon  verloopen. 


1.     Wij    verstaan    door  geometrische  additie  in  een  ruimte, 
waarin    een    willekeurige    oneindigheid  van  punten  voorkomt, 
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hettelfde  als  doordoor  verstaan  wordt  in  de  vlakke  en  mimte- 
meetkunde.  Een  begrensde  rechte  CD  wordt  geometrisch  ge- 
Bommeerd  bij  een  andere  begrensde  rechte  AB,  door  een  vlak 
ie  leggen  door  CD  en  B ,  in  dit  vlak  van  B  uit  BD'  gelgk  en 
eTonwgdig  aan  CD  te  trekken  en  A  met  D'  te  verbinden; 
AD'  is  de  meetkundige  som: 

[AD']  =  [AB]  +  [CD]. 

De  operatiên ,  waardoor  een  begrensde  rechte  bij  een  andere 
gesommeerd  wordt ,  geschieden  voor  iedere  twee  rechten  in  het 
bijzonder  in  het  platte  vlak  en  kunnen  dus  toegepast  worden 
in   een   ruimte  van  een  willekeurige  oneindigheid  van  punten. 

2.  Wij  noemen  een  ruimte  „van  m  afmetingen'^  wanneer 
er  door  een  punt  O  dezer  ruimte  m  en  niet  meer  rechten  ge- 
trokken kunnen  worden,  waarvan  de  richting  van  geen  door 
geometrische  additie  van  stukken  op  de  andere  kan  worden 
afgeleid.  Door  de  punten  van  een  ruimte  van  m  afmetingen 
verstaan  wg  alle  punten ,  te  verkrijgen  door  geometrische  additie 
van  willekeurige  stukken  op  de  m  door  O  getrokken  rechten. 
Deze  m  rechten  OX, ,  OX^, . . .  0X«  worden  dan  „de  assen  van 
de  ruimte  van  m  afmetingen" ;  de  stukken ,  wier  geometrische  som 
het  punt  gelevert,  „de  coördinaten  van  dit  punt"  (a?2}  ^a*  ^3  •  •  •  ^»); 
het  punt  O  „de  oorsprong". 

a)  De  volgorde  der  coördinaten  is  zonder  invloed  op  het 
resulteerende  punt.  Dit  is  af  te  leiden  uit  de  verwisselbaarheid 
van  2  opeenvolgende  termen  in  de  geometrische  som. 

b)  Twee  punten  P  en  P',  waarvan  1  of  meer  coördinaten 
verschillen ,  kunnen  niet  samenvallen.  Want  onderstelde  men , 
dat  zij  samenvielen,  dan  moest  men  hebben,  als  o:,,  x^...jPm 
de  coördinaten  van  P,  a/, ,  a^'j  . . .  x'^  die  van  P'  zgn; 

[OP]^[OP']  =  [x,]  +  [x^]  +  ...  +  [x^i]  +  [x^-\^[x\Mx'^]  +  ... 

Voegt  men  bij  ieder  der  gelgke  begrensde  rechten  [OP]  en 
[OP']  de  rechten  [-  x'^l  [ -  x^i],  [-  x^^i] , . . .  [  ~  ^2].  [—  ^1], 
dan  blijven  de  resulteerende  eindpunten  steeds  in  elkander  vallen, 
en  de  bovenstaande  gelijkheid  van  sommen  neemt  onder  toe- 
passing van  a)  den  volgenden  vorm  aan: 

[x,  -  ar'.]  =  [a/,  -  x,]  +  [a;',  -  arj  +  . . .  +  [x'^i  -  x^{\ 
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Alzoo  zou,  tegen  de  onderstelling,  de  as  0X«  door  geome- 
trische additie  yan  de  stukken  x\  —  x^^x\  —  arj, . . .  x'^^\  -  Xm^\ 
op  de  oyerige  assen  yan  deze  af  te  leiden,  dus  niet  onafhan- 
kelgk  zijn. 

Daar  alzoo  yerschillende  coördinaten  yerschillende  punten 
opleyeren ,  is  de  oneindigheid  yan  punten  in  een  ruimte  yan  m 
afmetingen  een  m-youdige. 

c).  Omgekeerd,  als  twee  punten  samen y allen,  moeten  zij  op 
een  onafhankelijk  assen  systeem  dezelfde  coördinaten  hebben, 
m.  a.  w.  uit 

yolgt 

Want  als  een  der  coördinaten  yerschilde»  konden  de  beide 
punten  niet  samenyallen  (6). 

8.     Door  combinatie  yan  de  m  assen  yan  een  ruimte  yan  m 

afmetingen  p  aan  p  ontstaan  in  die  ruimte  I     1  ruimten  Tanp 

afmetingen.    Wij  noemen  ze  de  „j9-coördinaatruimten.''   De  uno- 
coördinaatruimten  ten  getale  yan  m  zgn  de  coördinaatassen ;  de 

bicoördinaatruimten  ten  getale  yan  (     i  zijn  de  coördinaatylak- 

ken;  de  tricoördinaatruimten  ten  getale  yan  (     )  zijn  de  coör- 
dinaatruimten met  3  afmetingen  9  enz. 

4.     Transformatie  van  coördinaten. 

a).  Bg  de  eyenwydige  yerplaatsing  yan  alle  m  assen  naar 
een  ander  punt  O'  yan  de  ruimte  yan  m  afmetingen  worden  de 
coördinaten  yan  alle  punten  met  de  overeenkomstige  coördinaten 
(a, ,  tf^ .  • .  a»)  yan  den  nieuwen  oorsprong  ten  opzichte  yan  het 
oorspronkelgke  systeem  yerminderd.    Want  de  geometrische  som 

W  +  M  +  ...  +[a,n]  +  [x\]  +  [x\]  +  ...  +[a^J 

is  gelijk  aan 

[^ij  +  [a:J  +  . . .  +  M 
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omdat  zg  beide  yan  O  uit  hetzelfde  punt  P  opleyeren.    Nu  kan 
men  de  eerste  som  ook  sohrgyen  (2a) 

alzoo  (2c) 

a?|  =  a?',  +  Oi ,  aja  =  a?'2  +  «2 » •  •  •  a:»  =  a? »  +  a,» 
of 

a:/  =  a?,  —  o, ,  a^'a  =  a?2  —  ^2 1  •  •  •  aj'»  =  x»  —  a» 

2^).  Bij  OYergang  Tan  de  assen  OX, ,  OX2 . . .  OX»  door  O 
op  andere  assen  door  hetzelfde  punt  O  (OX'i ,  OX'^  •  •  •  OX'»)  in 
dezelfde  ruimte  yan  m  afmetiogen,  waarbij  alle  nieuwe  assen 
door  geometrische  additie  yan  stukken  op  de  oude  moeten  zijn 
af  te  leiden  (2)  (bjjy.  de  as  OX'i  door  de  stukken  pij ,  pi^t , . . .  />i,» 
op  de  assen  OXi,  OX2 , . . .  OX»,  met  de  geometrische  som  Pi, 
de  as  OX'a  door  de  stukken  p3,i ,  p%^ , . . .  />i,»  met  de  som  P, 
enz.),  heeft  men  yoor  een  punt  x\  yan  de  as  OX']  met  de 
oorspronkelijke  coördinaten  ar, ,  a^^ . .  •  x»  : 

maar  ook,  door  gelijkyormige  figuren: 
af. 


alzoo  (2c) 


^',  =  -^j[Pi.i]  +  Ü>i,»]  +  ...  +  [l>i.jj 


ar,  =  —  a?!,  ar2=p-a:,,...a;»  —  — a?, 


enz.     Door  geometrische  additie  yan  stukken  x\ ,  a^s  >  •  •  •  ^^m 
op    alle   ffi    nieuwe   assen  yin  den  wij  hieruit,   als  wij  nog  ter 

bekorting  ^^-  =  Ai^i,  -^^  =  Ai,»  enz.  stellen,  de  oorspronke- 

Pi  'Pi 

lijke   coördinaten   Xi,   X2 ,  .  • .  ar»   yan   een  punt ,    waaryan  de 
nieuwe  x\ ,  ar'a»  •  •  •  ^m  zijn: 

ar,  =  Ai,iar',  +  A8,ia/2  +  .  .  .  +  A«,iar',« 

(6) 

ar»  =  Ai,«a;',  +  A8,«,a?'2  +  •  •  •  +  A«,,war'«i 
Evenals  in  de  vlakke-  en  ruimtemeetkunde  blijyen  dus  alle 
transformatieformules  lineair.    Op  deze  wgze  worden  alle  punten 
van   de  nieuwe  coördinaatruimte  door  de  oude  coördinaten  be- 
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paald.  Zal  echter  het  assensysteeni  OX', ,  OX'ai  .  •  .  0X'« 
het  systeem  OX, ,  OX^, .  .  .  OX.»  geheel  kunnen  yer vangen, 
dan  moet  ook  het  omgekeerde  mogelijk  zijn,  nl.  dan  moet 
ieder  punt  in  de  oorspronkelijke  coördinaatruimte  door  zijn 
coördinaten  in  OX', ,  OX'a, . . .  0X'«,  te  bepalen  zijn.  Daartoe  is 
noodig,  dat  de  vergelgkingen  (6)  oplossing  naar;i;', ,  (xf^,..x'n 
toelaten,  of  dat  de  determinante 

Ai,i A«,i 


Al^»i Aai^M 

van  O  yerechilt.  Als  echter  de  determinante  O  was,  zou  dit 
de  beteekenis  hebben ,  dat  er  van  O  verschillende  waarden  van 
x\^  x\.  .  .  x'n  waren,  die  yoldoen  zouden  aan  de  vergelijkin- 
gen (6),  waarin  o;, ,  0^2, .  •  •  ^«i  =  O  gesteld  zijn: 

Ai.ia?',  +  k^^x\  +   •  •  .  +  A,»,ia?'«  =  O 


Ai,«a?',  4-  A2,»^'2  +    . .  .  +  A«,,«a;'«  =  0. 

Kiest  men  deze  waarden  van  x\^  x\^.  .  .  x'j^  tot  nieuwe 
coördinaten  van  een  punt,  dan  zou  dit  punt  blijken  de  oor- 
sprong te  zgn,  omdat  al  zijn  oorspronkelgke  coördinaten  O  zijn. 
D«i.,  een  der  nieuwe  assen  zou  door  geometrische  additie  van 
stukken  op  de  andore  zijn  af  te  leiden ,  de  nieuwe  assen  zouden 
tot  een  ruimte  van  m  —  1  afmetingen  behooren. 

De  Yoorwaarde  dus,  dat  beide  systemen  volkomen  eequivalent 
zijn,  is,  dat  geen  der  assen  in  ieder  systeem  afhankelijk  zij 
van  de  overige,  en  dat  iedere  as  van  het  eene  systeem  afhan- 
kelijk zij  van  de  m  assen  van  het  andere. 

5.  Wij  noemen  een  figuur  „van  n  afmetingen'',  wanneer  tot 
de  bepaling  yan  haar  punten  een  ruimte  van  n  afmetingen 
noodig  en  voldoende  is.  Een  figuur  van  n  afmetingen  kan 
yoorkomen  in  een  ruimte ,  waarvan  het  aantal  afmetingen  gelijk 
aan  of  grooter  is  dan  n. 

Een  figuur  van  n  afmetingen  kan  een  j^-voudige  oneindigheid 
yan  punten  hebben.  Daarbij  zijn  de  getallen  p  en  n  onafhan- 
kelijk van  elkaar,  alleen  is  p'^n. 

Een  figuur  van  een  ^-voudige  oneindigheid  is  in  de  ruimte 
yan  m  afinetingen  bepaald  door  m  --  p  vergelijkingen  tusschen 
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de  coördinaten  van  haar  punten.  Want  door  deze  Tergelijkingen 
wordt  het  aantal  onaf  hankelgke  coördinaten  yan  m  tot  m  —  (m — p) 
==p  gereduceerd. 

B{jv«  een  vlakke  kromme  is  een  figuur  yan  2  afmetingen  en 
enkelvoudige  oneindigheid  van  punten;  een  gebogen  vlak  is 
een  figuur  van  3  afmetingen  en  2youdige  oneindigheid  van 
punten,  enz.  Noemt  men  ^een  bol  van  m  afinetingen"  de 
meetkundige  plaats  van  de  punten  in  een  ruimte  van  m  afine 
tingen,  die  een  gelijken  gegeven  afstand  hebben  van  een  ge- 
geven  punt  in  dezelfde  ruimte,  dan  heeft  de  bol  van  m  afmetingen 
altijd  een  m  —  1  voudige  oneindigheid  van  punten.  Een  bol 
van  l  afmeting  is  een  tweetal  punten ;  een  bol  van  2  afmetin- 
gen is  een  cirkel;  een  bol  van  3  afinetingen  de  gewone  bol, 
enz.  Op  dezelfde  wijze  zou  men  kunnen  spreken  van  kegels 
en  ciUnders  van  m  afmetingen,  maar  altijd  met  2voudige 
oneindigheid  van  punten,  enz. 

6.  Een  figuur  van  een  tt-voudige  oneindigheid  van  punten, 
waarvan  alle  m  —  n  vergelgkingen  (5)  vnn  den  eersten  graad 
zijn ,  is  een  figuur  van  n  afmetingen.  Zij  is  identisch  met  een 
ruimte  van  n  afmetingen. 

Bbwijs.  Zgn  de  m  —  n  vergelijkingen  van  de  beschouwde 
figuur  in  haar  algemeensten  vorm 


C2,iar,  +  C2,aar2  + +  (h^mPOm  =  Sa 

Cm-«,lir,  +  Cm- 11,20:2  +  .  .  .      +  Gm^-n^mP^m  =  8, 


(I) 


dan  is  het  in  de  eerste  plaats  mogelijk,  door  verplaatsing  van 
den  oorsprong  (4o)  de  geheel  bekende  termen  S  te  doen  ver- 
dwijnen .  wanneer  men  in  de  door  substitutie  van  x^  =  x\  +  ^i 
enz.  uit  (I)  volgende  vergelgkingen 

Cl,lir',  +  .  .  .       +  G\,mX'„^  =  -  Cl,lflf,  "...         —  Ci,mam  +  S, 
Cm— n,ia?',  +  . . .    +  Cm-ii,ma?  m  =  — Cm— «ja,  —  ...    —  Cm— «.möTm+Sm— * 

alle  tweede  leden  =  O  stelt  (hetgeen  uitdrukt,  dat  de  gekozen 
nieuwe  oorsprong  (öTi  , . . .  am)  een  punt  is  van  de  beschouwde 
figuur) : 


Ci,io,-|-...      +Ci,«a«  =  S, 
(1) 

Cm— fijl^i  -}-•••     +  Gm''n,m<hn  =  Sm— «. 

Daarna  kan  men  de  komende  vergelgkingen  door  voorloopig 
onbepaalde  transformatie  der  assen  met  behoud  van  den  oor- 
sprong (4b)  brengen  in  den  Yorm 

(Ci,iAi,i  +  . . .  +  Ci,mAi,m)ir"i  +  • . . 

+  (Cl.iAm,!  +  .  . .  +  Cl,mAm,m)  a?' m  =  O 

(Cm-ii,lAi,i  +  .  . .         4-  Cm-n.mAi,m)  O?/'  +  •  •  • 

"r  (Cm— «i,lAm,l  -h  •  •  •     +  Cm— ii,mAj»,m)  a?  m  =  0. 

Maakt  men  nu  yan  de  onbepaaldheid  der  coëfficiënten  A 
gebruik  om  alle  coëfficiënten  van  rr'^m-«i+i  tot  en  met  x^m  =  O 
te  stellen: 

Cl,lAm— 11+1,1  4-  •  •  •  +  Cl,mAm-«+l,m  =  O  .  .  . 

Ol,iAm,l  +  .  .  .  4-  Ci,mAm,m  =  O 

(2)*) 

^m— n,lAm— «+l,l  +  •  •  •     -f"  Cm— «,mAm-Hi+l,m  =  O  .  .  . 

^-'m— «,lAm,l  "!"•••  +  vy»— ••,mAm,m  =  O 

dan  blijft  het  volgende  quadratische  systeem  als  vergelijkingen 
van  de  beschouwde  figuur  over: 

(Cl,  1 A  1,1  +  . . .  -h  Ci,mAi,m)  a?'',  4- . . . 
4-  (Cl,lAm-n,l  4-  .  .  .  +  Ci,mAm-«,fn)  a:"m-«  =■  O 

(Il) 

(Cm-fi,lAl,i  4-  ...  4-  Cm-fi,mAl,m)ar/'  4"  •  •  • 
4"  (^m— 11,1  Am— 11,1  4"  •  •  •  4"  ^M — «,mAm— ff,m)  a?  m— »  =  O 


*)  Dese  (fpi  ~  »]  X  M-Torgelijkingen  met  m  X  *•  onbekenden  A  drukken ,  als 
men  de  verticale  rijen  beschouwt,  uit,  dat  de  punten  met  de  coördinaten 
(A«__,+i,l,  . . .  Ajn-^n-^-i^m) ....  {A,„.i ,  . . .  A»,„)  punten  «ijn  van  de  beschouwde 

figuur.     Maar   daar    (4*)    A«_^+i,i  =  — ,   . . .  A,»-„+i,i„  =  — 

Fwi— «+1  ^m—n-^-l 

enz.,  xijn  de  punten  met  deae  coördinaten  respectievelijk  punten  van  de  nieuwe 
assen  OX'm^a+i  ,  . . .  OX'*».  Alzoo  drukken  de  vergelijkingen  (2)  uit ,  dat  deze 
H  nieuwe  assen  geheel  in  de  beschouwde  figuur  moeten  vallen.  Dat  bij  het  verder 
onderzoek  blijkt ,  dat  de  overifce  A's  geheel  willekeurig  zijn ,  heeft  de  beteekenis , 
dat  de  overige  assen  (die  dan  natuurlijk  alle  buiten  de  beschouwde  figuur  moeten 
vallen),  geheel  willekeurig  gekozen  kunnen  worden. 
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Ter   bekorting  stellen  wij  de  coëfficiënten  van  de  coördina- 
ten x" 

Cl,lAl,l  +  .  .  .  +  Cl,mAl,m  =  «1,1  .  .  • 

^m-n,lAl,l  +  .  •  •  -f-  Cm— fi,mAl,m  =  «m— ii,l  •  •  • 

Cm— 11,1  Af» —11,1  +  •  .  .         "i"  Cm— ii,f»iAm — M^m  ==^  «m— M^m — «• 

Dan  kan  de  determinante  Tan  dit  systeem 
«1,1  ....  «I,* 


«m— »,1 


«m— ii,m— « 


bg  onafhankelgkheid  der  nieuwe  assen  en  onafhankelijkheid 
der  oorspronkelijke  vergelijkingen  (I)  niet  O  zijn.  Want  vormt 
men  het  product  der  twee  determinanten 

Ai,i  .  .  .       Al,m 


^m,l 


waarin  de  elementen  f  geheel  willekeurig  zijn ,  dan  vindt  men , 
met  het  oog  op  (2) ,  voor  dit  produkt  (als  men  voor  de  elemen- 
ten, die  uit  de  vermenigvuldiging  van  de  elementen  f  met  de 
elementen  A  ontstaan,  en  die  ons  onverschillig  zgn,  schrjjft 
gy\  enz.) 


«1,1... 

«l,m— n 

0  .  . . 
0  . . . 

.  0 
.  0 

«m-M,l  • . 

9\,\  •  •  • 

9\,m^ 

■9n,m 

9n,\  •  •  • 

9n^m'^n 

=  D, 


«1,1 . . .    «1, 


«m— «,1  •  •  •  «m— »,m— f» 
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waann 


D,= 


fl'l,»!— fl+1 


9l,t 


Alzoo  is  identisch  naar  alle  elementen  f 


/f»,l  .  •  .        fn,m 

Wanneer  dus 


Al,l  •  ••  Alyin 


«1,1 


^m,l  •  •  •  Arn^m 


ai, 


=  D, 


«1,1  .  .  .       «l,m-ii 


«m^-fi,l  •  •  •  CCm^^ntfH'^H 


«m— »,1  •  •  •      «m— #i,w-H» 

zoa  zijn,  dan  moest  óf 

Ai,i  .  •  .      Ai,m 


Am,  1   •   .   •      Am,m 

öf  identisch  naar  alle  elementen  f 
Ci,i .  . .         Ci,m 


=  0 


Cm— #1,1 

fi,i  .  .  . 


Cm— fi,m 


fnA 


fn,n 


zijn.  De  eerste  voorwaarde  spreekt  de  afhankelgkheid  der 
nieuwe  assen  uit  (46);  de  tweede  zou  wegens  de  identiteit  naar 
alle  elementen  f  eischen,  dat  alle  subdetermioanten  van  den 
graad  m  —  n  uit  de  eerste  m  —  n  rijen  te  vormen  O  waren ; 
maar  daaruit  zou  volgen ,  dat  de  oorspronkelijke  vergelijkingen 
van  de  beschouwde  figuar  niet  onafhankelijk  van  elkaar  waren. 
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Want  verstaat  men  onder  ji^i,  72,19  -  •  •  Ym— M,t  d®  toegevoegden 
van  de  elementen  C  van  een  willekeurige  colonne  in  een  wille- 
kettrige  deser  subdeterminanten,  dan  heeft  men  in  de  eerste 
plaats  door  de  ontwikkeling  dezer  subdeterminante  naar  die 
elementen  C 

Cl,.ri,.-  +  C2,,-72,i  +  .  .  •  +  C^,t7m,i  =  0. 

Voorts  voor  de  elementen  Ci,k,  ...  Cm, ;t  eener  andere  colonne 
van  dezelfde  subdeterminante: 

Ci,Ari,i  +  C2,*r2,«  +  •  •  •      +  Cm,kym,i  =  o, 

omdat  het  eerste  lid  dezer  vergelgking  de  ontwikkeling  vormt 
van  een  determinante  met  2  gelgke  colonnes, 

en  eindelijk  vour  de  elementen  Ci,rt  •..Cm,r  eener  colonne 
niet  in  dezelfde  subdeterminante  voorkomend: 

Ci,rr  I,.-  +  C2,rrv  +  •  •  •  +  Cm,r7m,i  =  O , 

omdat  het  eerste  lid  de  ontwikkeling  üi  eener  andere  subdeter» 
minante,  die  ook  O  zou  moeten  zijn. 

Alzoo  voor  alle  colonnes  der  elementen  C: 

Ci,,ri,.-  +■  C2,,'y2,i  +  •  • .       +  C^.rm,i  =  o, 

d.  i.  de  voorwaarde ,  dat  1  der  vergelgkingen  (I)  van  de  andere 
afhangt. 

Heeft  men  dus  met  geen  dezer  beide  bijzonderheden  te  doen , 
die  van  te  voren  zijn  uit  te  sluiten ,  dan  kan  ook  de  determinante 

«1,1 ..  •         ai,»»— « 


niet  O  zgn.    Maar  dan  is  aan  het  systeem  (II)  niet  anders  te 
voldoen  dan  door 

X/'  =  O,    V  =  0,     ...  Xfn^''  =  0.  (III). 

Dit  zjjn  de  vergelijkingen  van  een  ruimte  van  n  afmetingen 
in  het  nieuwe  coördinatensysteem  (2). 

Wij  noemen  in  het  volgende  een  zoodanige  figuur  van  den 
eersten  graad,  identisch  met  een  ruimte  van  n  afmetingen, 
een  n-dimensor. 

7.     Wij   kunnen  een  vlakke  voorstelling  van  een  ruimte  van 
m  afmetingen  verkrijgen  door  de  assen  zoo  te  bewegen ,  dat  zij 
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alle  in  een  enkel  vlak  komen  te  liggen ,  en  daarbg  ieder  punt 
steeds  door  dezelfde  coördinaten  op  de  veranderde  assen  te 
blijven  bepalen.  Voor  de  voorstelling  van  wat  bg  den  oor- 
spronkelijken  stand  der  assen  in  ieder  afzonderlgk  coördinaatvlak 
(combinatie  der  assen  twee  aan  twee)  geschiedde  ten  opzichte 
van  snijdingen  van  Ignen  enz. ,  kan  het  in  de  vlakke  teekening 
ontstaande  overeenkomstige  coördinaatvlak  dienen;  want  dit 
kan  slechts  van  het  oorspronkelijke  verschillen  door  de  grootte 
van  den  hoek  der  assen;  en  deze  grootte  is  van  geen  invloed, 
zoolang  wij  niet  grootten  van  hoeken ,  of  lengten  van  Ijjnen 
niet  evenwgdig  met  een  der  twee  betrokken  assen  beschouwen. 

Dit  is  dus  de  wijze,  waarop  men  in  het  platte  vlak  een 
voorstelling  geeft  van  de  puntbepaling  in  een  ruimte  van  m  af- 
metingen :  Wij  trekken  m  willekeurige  assen  0X| ,  .  • .  OXm 
door  eenzelfde  punt  O  en  bepalen  het  punt  (x^^  x^^  ...  Xm), 
gelijk  opgemerkt,  door  de  geometrische  som  van  de  coördinaten 
a;, ,  x^j  .  .  .Xm,  ieder  gemeten  langs  hun  as  met  willekeurigen 
maatstaf.  Aldus  is  in  de  ruimte  van  4  afmetingen  het  punt  P 
bepaald  door  zgn  coördinaten  Xy  y^  z^  u  (fig.  1).  —  Daar  het 
vlak  van  teekening  slechts  2  afmetingen  bezit,  is  ieder  punt 
van  dit  vlak  de  afteekening  van  een  (m  —  2)-voudige  oneindig- 
heid van  punten  der  beschouwde  ruimte.  Intusschen  is  ieder 
punt  dezer  ruimte  door  zijn  afteekening  in  het  vlak  volkomen 
bepaald,  zoodra  de  geometrische  som  bekend  is,  die  het  opge- 
leverd heeft. 

Voor  m  =  3  valt  de  voorstelling  met  de  gewone  axonometrie 
samen. 

8.  Een  (m  —  l)-dimensor  (6)  in  een  ruimte  van  m  afmetin- 
gen sngdt  iedere  coördinaatas  in  éen  punt.  Want  uit  de  gelgk- 
tgdige  vergelijkingen  van  den  (m  —  l)-dimeD8or 

CiiC,  +  C^X^  -f  . .  .  -f  Cm-l  Xm-^l  +  CmXm  =  S 

en  de  m  —  1  vergelgkingen  van  de  as  OXj  : 

X2'='X^  =  .  .  .  =  Xm^l  =  iCf»  =  O 

volgt  voor  de  coördinaat  van  het  dngpunt  x\ : 

een  enkele  bepaalde  waarde.  Noemen  wij  de  sngpunten  van  den 
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(m — l)-dimeii8or    met   de   aseen  x\,   x\^.,x'fn^   dan  gaat  de 
TergelgkiDg  van  den  (m  —  l)-diiden8or  over  in 

X*  Xn  XfH 

De  (fff  —  l>dimen8or  is  dus  door  deze  m  sngpunten  yolko- 
men  bepaald. 

9.  Een  (m  —  l)-dimen8or  in  een  ruimte  van  m  afinetingen 
anijdt  de  bicoördinaatruimten  volgens  rechte  Ijjnen.  Uit  de  oom* 
binatie  der  vergelijkingen 

C^x^  +  0^0:2  +  ...         +  CmXm  =  8 
en 

^3  =  *4  =  •  •  •  =■'  *•§— l  =  a?f»    =0. 

Deze  rechte  Ignen  gaan  door  de  sngpunten  van  den  (m  —  1)- 
dimensor  met  de  assen  (8). 

10.  Wij  stellen  den  (m —  l)-dimensor  voor  door  deze  snij- 
Ignen,  waardoor  hg  geheel  bepaald  is;  zoo  bijv.  (fig.  2)  een  tri- 
dimensor  in  een  ruimte  van  4  afmetingen  door  ABCD: 

X  n  z  u 

en  stellen  ons  dan  de 

Opgave.  In  een  ruimte  van  m  afmetingen  een  punt  in  den 
(m  —  l)-dimensor  aan  te  nemen. 

CoKSTRUCTiB  (voor  4  afmetingen).  Neem  3  coördinaten  x^ 
y ,  z  aan  en  bepaal  respectievelijk  de  geometrische  som  van  1 , 
2,  3  hunner:  OP^cPyP^;  trek  OP^  tot  waar  zij  AB  snijdt  (in 
Qy) ,  0P«  tot  waar  zij  %C  snijdt  (in  Q-) ;  voorts  u  door  P^  //  OU 
en  DQ2  tot  waar  zij  deze  u  snijdt  (in  P);  dan  is  P  met  de 
coördinaten  x^  y^  Zy  u  het  in  den  tridimensor  gelegen  punt. 

Bbwus. 

_?  .       _y_     =     2^  NPy     ^     OPy 

a    ^    h         OQy  ^  OQy        OQ/ 
eveneens 

OPyj^_OPz      OP,         «    _  QP  _  . 
OQy         c   ~  ÖQj '    OQs  "*"    d    ~  OP  ~    • 

11.  Een  {m  —  2)-dimensor  in  een  ruimte  van  m  afmetingen 
is  bepaald  door  de  gemeenschappelijke  punten  van  twee  (m  —  1)- 
dimensors : 
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■4-  +—  =1 

a? ,        af  j  Xfn 

^  j_  ^  4.  -Lf!L=  1 

Hg  snydt  de  coördinaatasseD  in  het  algemeen  niet.  Met  iedere 
bicoördinaatruimte  heeft  hg  1  punt  gemeen ;  met  iedere  tricoör- 
dinaatruimte  een  rechte;  met  iedere  p-coördinaatruimte  een 
(p  —  2)-dimen8or. 

Een  it-dimensor  in  een  ruimte  van  m  afmetingen  is  bepaald 
door  de  gemeenschappelijke  punten  van  m  —  n  (m  —  l)-dimenBor8: 


*ï      -L   ^  _L  J-    ^      —  1 

"17"    '    V  "•  •  •  •      "*"  .^'     — 
a?,  X^  Xm 


+  ^=^^^     +.-.  +-T^    =1- 


(IV) 


Hij  snijdt  geen  coördinaatruimten  met  minder  dan  m  ^  n 
afmetingen.  Met  iedere  p-coördinaatruimte  i  p  ^  m  —  n ,  heeft 
hij  een  (p  —  (m  —  n))-dimen8or  gemeen :  met  een  (m  —  n)-ruimte 
een  punt,  met  een  (m  —n+  l)-ruimte  een  rechte,  met  een 
(m  ^  n  +  2)-ruimte  een  vlak ,  enz. 

Als  bijzonder  geval  is  een  punt  (n  =  0)  in  een  ruimte  van  m 
afmetingen  bepaald  als  gemeenschappelijk  punt  van  m  {m  '-  1)- 
dimensors. 

12.  Een  n-dimensor  snijdt  een  it'-dimensor  in  een  ruimte 
yan  m  afmetingen  in  een  (ni-  n'  —  m)-dimensor.  Geen  sng- 
ding  heeft  plaats,  wanneer  n  +  n'  <.  m. 

13.  Projectiën.  Door  de  projectie  van  een  punt  (a:', ,  a;'j, 
.  .  .  x'm)  in  een  ruimte  van  m  afmetingen  op  een  p-coördinaat- 
ruimte (OX, ,  X^.  . .  X^)  verstaan  wg  het  snijpunt  (12)  van  den 
(m  —  p)-dimensor 

a?j  ^  x^  t  ^  X2  ^^  "^  2  >    •  •  •  Xp  ^s  X  p 

met  de  beschouwde  coördinaatruimte ,  waarvan  de  vergelijkingen 
zijn 

Xp^l  =  Xp^2  =  .  .  .  =  Xm  =  O 

Haar  coördinaten  worden  dus  gevonden  door  in  de  coördinaten 
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▼an  het  gegeven  punt  de  coördinaten ,  die  in  de  projectieruimte 
niet  voorkomen ,  ss  O  te  stellen.  De  eenvoudigste  projeotiën  van 
een  punt  zgn  die  op  de  m  assen  (p  =  1) :  zijn  coördinaten. 

Door  de  projectie  van  een  n-dimensor  in  een  ruimte  van  m 
afmetingen  op  een  j>-coördinaatruimte  verstaat  men  het  complex 
▼an  projeotiën  zijner  punten  op  die  j^coördinaatruimte.  Wanneer 
de  n-dimensor  gegeven  is  door  de  vergelijkingen  van  m  —  n 
(ifi  —  l)-dimen8orB  (II),  kan  de  projectie  blijkbaar  geschieden 
door  in  de  coördinaten  van  de  aan  deze  m  —  n  (m  —  1)- 
dimensors  gemeene  punten  Xp+i  =  Xp+2  == . . .  =  a;m  =  O  te  stellen. 

Wanneer  daarbg  n  <  p,  kan  men  dit  verkrggen  door  uit 
de  m  —  n  vergelijldngen  (IV)  a^^+i,  a>+2 , . . .  a?»  te  elimineeren, 
want  dan  houdt  men  m  ^  n  ^  (tn  ^p)=:p  —  n  vergelgkingen 
o^er,  waaraan  de  coördinaten  der  gemeenschappelijke  punten 
(lY)  (punten  ▼an  den  n-dimensor)  voldoen  onverschillig  wat  a;^+i , 
a?p+2?  .  . .  a?m  zgn ,  m.a.  w.  ook  voor  Xp+i  =a?p+2—  . . .  =  «m  =  0. 
Aangezien  men  p  —  n  vergelgkingen  krggt  in  een  ruimte  van 
p  afmetingen,  zijn  dit  de  vergelgkingen  van  een  n-dimensor^ 
en  in  dit  geval  is  dus  de  projectie  van  een  n-dimensor  weder 
een   n-dimensor.    Van    deze  projection  op  p-coördinaatruimten 

sgn   er  f      j  mogelijk,  die  niet  alle  onaf  hankelgk  van  elkaar  zgn. 

De  eenvoudigste  dezer  projeotiën  zgn  die  op  de  [        . )  (^  +  1)- 

coördinaatruimten ,  omdat  zij  als  n-dimensors  graphisch  door  hun 
doorgangen  voorgesteld  kunnen  worden  (11).  Een  voldoend 
aantal  dezer  projection  (m  —  n,  mits  daarin  alle  coördinaten 
▼oorkomen)  van  deze  of  de  meer  algemeene  soort  kunnen  de 
oorspronkelgke  vergelgkingen  van  den  n-dimensor  geheel  ver- 
hangen. 

Wanneer  n  ^  2? ,  is  de  eliminatie  van  de  m  —  p  veranderlij- 
ken Xp^i , . . .  Xm  niet  mogelgk  (m  —  n^m  — p).  Er  kunnen 
slechts  m  —  n — 1  veranderlijken  geëlimineerd  worden;  daarna 
houdt  men  1  vergelijking  met ,  behalve  de  coördinaten  x^^,*.Xp^ 
die  men  wenschte  te  behouden ,  nog  n  +  1  —  p  coördinaten 
Xp-^\y  . .  ,  Xn-^-ï  over.  In  deze  vergelgking  kunnen  natuurlijk 
▼oor  X, ,  , .  ,Xp  alle  mogelgke  stelsels  van  waarden  aangenomen 
worden.  Stelt  men  daarna  in  de  aan  deze  stelsels  beantwoor- 
dende punten  de  coördinaten  Xp+i  =  Xp-{.2  =  .  .  .  =  x^fi  =  O 
(▼oor  de  projectie),   dan  krijgt  men  alle  mogelgke  punten  der 

3* 
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j>-ooördiiiaatruimte  als  resultaat  der  projectie.  Een  resultaat 
dus ,  dat  niets  bepaalt ,  dan  alleen  dit ,  dat  de  n-dimensor  p  of 
meer  afmetingen  bezit.  Een  complex  van  projectiën  van  deze 
soort  is  dus  niet  in  staat  het  oorspronkelijk  systeem  te  vervan- 
gen: Van  een  it-dimensor  bestaan  geen  bepalende  projectiën 
met  evenveel  of  minder  afmetingen  dan  hij  zelf  bezit. 

Een  (in  —  2)-dimensor  in  een  ruimte  van  m  afmetingen  heeft 
enkel  m  eenvoudigste  bepalende  projectiën  op  (m  —  i)*coördi- 
naatruimten ,  waarvan  er  slechts  2  onafhankelijk  van  elkaar  zgn. 

14.  Als  een  gevolg  van  de  definitie  van  projectiën  hebben 
wij  nog  de  volgende  stellingen  (alle  voor  een  ruimte  van  m 
afmetingen)  : 

De  snijding  ((m—  3)-dimensor  (12))  van  een  (m  —  2)-dimen- 
sor  met  een  {m  —  l)-coördinaatruimte  valt  in  haar  geheel  in 
de  projectie  van  dien  (m  —  2)-dimensor  op  die  (w  —  l)-coördi- 
naatruimte.  Eveneens  valt  de  snijding  {{q  —  2)-dimensor)  met 
een  f- coördinaatruimte  in  de  projectie  op  een  (m  —  l)-coördi- 
naatruimte,  waarin  al  deze  q  coördinaten  voorkomen. 

Algemeener  voor  een  n-dimensor :  de  snijding  ((n  —  l)-dimen- 
sor)  van  een  n-dimensor  met  een  (m  —  l)-coördinaatruimte  valt 
in  haar  geheel  in  de  projectie  van  dien  n-dimensor  op  die 
(m  —  l)-coördinaatruimte.  Eveneens  valt  de  sngding  ((n  +  J  —  w)- 
dimensor)  van  den  n-dimensor  met  een  9*  coördinaatruimte  ge- 
heel in  de  projectie  van  den  n-dimensor  op  een  ^-coördinaat- 
ruimte,  p^q^  waarin  al  die  p  coördinaten  voorkomen.  In  het 
bijzonder  (p  =  n  +  1)  vallen  alle  snijdingen  van  den  n-dimensor 
met  j-coördinaatruimten ,  m  —  ^^J^w  +  l  (verg.  12  en  hier- 
boven), tot  de  snijpunten  met  de  (m  —  n)-coördinaatruimten 
toe ,  in  de  door  haar  doorgangen  gegeven  eenvoudigste  projec- 
tiën   (13)    van    den  n:dimensor.    Is  dus  m  —  n>n  +  l    of 

n  <  — - — ,    dan  bevatten   deze  eenvoudigste  projectiën  geen 

der  sngdingen. 

15.  Als  bijzondere  gevallen  van  het  voorgaande  heeft  men 
bijv.  in  de  ruimte  van  4  afmetingen: 

Een  vlak  sngdt  de  4  coördinaatassen  niet.  Met  ieder  coordi- 
naatvlak  heeft  het  een  punt,  met  iedere  tricoördinaatruimte  een 
rechte   gemeen.     Het    heeft  4  projectiën  (eenvoudigste  projec- 
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tiêo,  ieder  voorgesteld  door  8  doorgangen)  op  de  yzu,  zux^ 
uxy  en  ^2r-niiinten.  De  4  sngrechten  met  de  tricoördinaat- 
ruimten  en  de  6  snijpunten  met  de  coördinaatvlakken  Tallen 
respectievelijk  in  de  4  overeenkomstige  projectiën. 

Een  rechte  sngdt  de  coördinaatassen  of  -vlakken  niet.  Met 
iedere  tricoördinaatruimte  heeft  zij  een  punt  gemeen.  Zg  heeft 
4  projectiën  (rechten)  op  de  yzu^  zux^  uxy  en  xyz  ruimten; 
6  projectiën  (eenvoudigste  projectiën,  ook  rechten)  op  de  6 
coördinaatvlakken.     De   4  sngpunten  met  de  tricoördinaatruim- 

ten  vallen  in  de  overeenkomstige  projectiën.  Daar  n  <  — - — 

is,  bevatten  de  eenvoudigste  projectiën  deze  sngpunten  niet. 

Twee  ruimten  (tridimensors)  sngden  elkaar  in  een  vlak.  Een 
ruimte  snijdt  een  vlak  in  een  rechte.  Twee  vlakken,  of  een 
ruimte  en  een  rechte,  sngden  elkaar  in  een  punt.  Een  vlak 
en  een  rechte ,  of  twee  rechten,  sngden  elkaar  in  het  algemeen 
niet. 

16.  Opgayb.  Als  een  (m  —  2)-dimen8or  gegeven  is  door 
twee  (m  —  l)-dimensors,  nl.  door  de  doorgangen  daarvan  (11), 
de  doorgangen  van  een  aangewezen  projectie  van  den  (m  —  2)- 
dimensor  te  construeeren. 

Zijn  (fig.  3,  voor  m  =  4)  ABCD  en  A'B'C'D'  de  beide  gege- 
ven (m  —  I)-dimen8or8,  en  laat  gevraagd  zgn  de  projectie  van 
den  (m  —  2)-dimensor  op  de  (m  —  l)-coördinaatruimte  Xm 
(d.  i.  u)  =  0. 

De  snijding  van  den  (m  —  2)-dimensor  met  de  coördinaat* 
ruimte  Xm^^O  moet  in  haar  geheel  in  de  gezochte  projectie 
liggen  (14).  Maar  van  deze  snijding  zijn  de  snijpunten  der 
aTiOrj,  x^^,  .  .  .  Xm--^m^\  doorgangen  der  (m  —  l)-dimen8ors 
onderling,  nl.  Si,2,  82,3,  . . .  8m-2,  m-i  (in  de  fig.  82,3),  punten; 
en  wel  81,2  in  het  coördioaatvlak  ar,a-2,  82,3  in  x^^  enz.  Al- 
zoo  moeten  de  x^x^^  ar^a?,,  .,.Xm^2Xm^\  doorgangen  der  ge- 
zochte projectie  ook  resp.  door  81,2 ,  82,3»  • . .  8m-2,  m-i  gaan. 
De  beide  overige  sngpunten  der  doorgangen  ^m^i^m  en  8m,  1 
(in  de  fig.  83,4  en  84,1)  zgn  geen  punten  van  de  verlangde 
projectie ,  omdat  zij  beide  de  coördinaat  Xm  bevatten ;  maar  het 
zgn  wel  punten  van  den  (m  —  2)-dimensor,  en  wel  punten 
respectievelijk  in  de  coördinaatvlakken  Xm^iXm  en  XmX^.  Hun 
projectie  geschiedt  dus  in  die  genoemde  coördinaatvlakken  en 
levert   de   punten    C*'  en  A"^  op  de  assen  a?«n— 1  en  x^    Daar- 
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door   is   na  de  projectie  Tolkomen  bepaald.    Haar  doorgangen 
zijn  A'^B-'C". 

17.  Opgave.  De  eenvoudigste  projectiën  (13)  op  aangewe- 
zen codrdinaatruimten  te  vinden  van  een  tt-dimenaor  in  een 
ruimte  van  m  afmetingen,  gegeven  door  m  —  n  (m  —  l)-dimen6or8. 

Zij  gevraagd  de  projectie  te  vinden  op  de  (n  +  l)-coördinaat- 
ruimte  Xn-\-2  =  Xn+z  =  .  .  .  =  iPm  =  0.  Combineer  de  m  —  n 
(m  —  l)-dimen8or8  tot  m  —  n  —  1  groepen  van  2,  waarin  zg 
alle  voorkomen ,  en  bepaal  van  den  (m  —  2)-dimen8or ,  door 
iedere  groep  voorgesteld ,  de  projectie  op  de  (m  —  l)-coördinaat* 
ruimte  Xm  =  O  (16).  Voor  het  gemak  kan  men  voor  deze 
m  —  n  —  1  (m  —  2)-dimen8or8  nemen  de  sngding  van  éen  stand- 
vastigen  der  oorspronkelijke  (m  —  l)-dimen8or8  met  alle  overige. 
Alsdan  beeft  men  een  ruimte  met  éen  der  te  elimineeren  af- 
metingen minder  en  een  dimensor  minder  gekregen.  Met  dit 
complex  gaat  men  op  dezelfde  wijze  met  reductie  voort,  achter- 
eenvolgens de  coördinaten  Xm—i^  ^m— 2»  •  •  •  ^n+2  elimineerende, 
totdat  men  een  enkelen  n-dimensor  in  de  (n  +  l)-coördinaat- 
ruimte  Xm  =  a?»— i  =  . .  .  =  Xh+2  =  O  verkregen  heeft.  Het  is 
de  gevraagde  projectie  van  den  gegeven  n-dimensor.  Zg  kan 
als  n-dimensor  in  een  (n  +  l)-coördinaatruimte  graphisch  door 
haar  doorgangen  voorgesteld  worden. 

18.  Opgave.  Een  punt  aan  te  nemen  op  een  n-dimensor 
in  een  ruimte  van  m  afmetingen ,  bepaald  door  m  —  n  (m  —  1)- 
dimensors. 

Men  bepaalt  een  der  eenvoudigste  projectiën  van  den  »• 
dimensor  (17).  In  deze  projectie  neemt  men  n  coördinaten 
willekeurig  aan  en  bepaalt  daardoor  de  (n  -f  l)ste  (10).  De 
beschouwde  projectie  is  verkregen  door  projectie  van  de  ge- 
meenschappelijke punten  van  twee  (n  +  l)-dimenaoi*8.  Wg 
kiezen  een  dezer  twee  en  bepalen  door  de  nu  gevonden  it  +  1 
coördinaten  de  (n  +  2)de  (10).  De  beschouwde  (n  4-  l)-dimen- 
sor  is  verkregen  door  projectie  van  de  gemeenschappelgke  pun- 
ten van  twee  (n  -f  !)•  dimensors.  Enz.  Totdat  men  de  laatste 
coördinaat  uit  een  der  oorspronkelijke  (m  —  l)-dimensors  ge- 
vonden heeft. 

Wanneer  n  =  0,  d.  i.  wanneer  men  te  doen  heeft  met  een 
punt,  bepaald  door  m  (m —  l)-dimensors  in  een  ruimte  van  m 
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afmetingen,  is  bet  eenvoudig  de  Traag,  de  m  coördinaten  van 
het  pont  te  vindeD. 

De  gaDg  is  dezelfde  als  boyen.  De  eerste  coördinaat  x,  is 
bepaald  door  de  laatste  projectie  van  het  snijpunt  van  2  rechten 
in  een  coordinaatvlak  x^x^  op  de  xi-as.  Wg  kiezen  een  dezer 
rechten  en  bepalen  uit  haar  de  coördinaat  ar,.  Deze  rechte  is 
opgeleverd  door  de  projectie  van  de  sngding  van  twee  vlakken 
in  éen  tricoördinaatruimte  x^x^^  op  het  coordinaatvlak  o^iXa* 
Wg  kiezen  een  dezer  vlakken  en  bepalen  er  de  derde  coör- 
dinaat x^  door.    Enz. 

19.  Oraphische  oplossing  van  een  stelsel  vergelijkingen  van 
den  eersten  graad  met  m  onbekenden.  Graphische  eliminatie 
van  n  —  1  onbekenden  tusschen  n  vergelijkingen  van  den  eer- 
sten graad  met  m  onbekenden. 

Breng  de  vergelgkingen  in  den  vorm 


^  +  "*  +... 

ai,i         «1,2 

+  *"  =1 

ai,m 

<<i>,m 

Neem  op  m  willekeurige  asseA ,  die  elkaar  in  1  punt  snijden, 
op  willekeurige  schalen  voor  alle  assen  (mits  de  bijbehoorende 
coördinaten  altijd  met  de  passende  schaal  gemeten  worden),  de 
punten  ai,i,  «2,1,  .•.an,i  op  OX,;  ai,2,  02,2,  -..o»,»  op  OX^ 
enz.  en  construeer  de  doorgangen  van  de  n  (m  —  l)-dimen80rs 
voor  deze  assen. 

Bepaal,  als  ft  <  m,  de  projectie  van  den  door  deze  (m  —  1)- 
dimensors  voorgestelden  (m  —  n)-dimensor  op  de  coördinaat- 
ruimte  Xmr^-^%  =  aJm— fj+8  =  . . .  =  a?m  =  o  (do  te  elimineeren 
onbekenden)  (17).  Als  de  resul teeren  de  (m  —  n)-dimensor  de 
X, ,  X2J  ...  Xm^^+i  assen  in  de  punten  aj ,  öfj,  ...  am— n+i 
snijdt,  is 

"T"        ~  "r  •  •  •  1  —  A 

a,         a^  öf«-H»4-i 

de  eliminatie  vergelijking. 

Bepaal ,  als  n  =  m ,  de  coördinaten  van  het  door  deze  verge- 
lijkingen voorgestelde  punt  (18);  deze  coördinaten  zijn  de  ge- 
zochte onbekenden. 


40 

De  oonstruotiie  is  aitgevoerd  voor  n  s=  m  ==  4  in  fig.  4  voor 
de  vergelgkingen 

2a?  +  8y  -  30  +    «  =  8 
—  4x  +  2y+    2+2u  =  n 
3a?  +    y  +  2z  —  2u  =  B 
a?  —  4y  +  2a+    «  =  3 
waarTan  te  Yoren  bekend  was,  dat  daaraan  voldeden  de  waarden 
x  =  l ,  y  =  2,  «  =  3,  t<  =  4. 

Volgens  het  opgemerkte  in  N^  19  zijn  de  yergelgkingen  ge- 
bracht in  den  vorm 

f  +  i  +  f -f  ='•   •••<"■>• 

Met  de  stukken  f,  1,  —  1  en  3  op  de  assen  OX,  OT,  OZ, 
OU  naar  yersohillenden  maatstaf  zijn  de  doorgangen  van  den 
tridimensor  (I):  IxlyhU  geconstrueerd.  Eveneens  voor  (II), 
(III),  (IV).  Daarna  zgn  volgens  16  de  snijpunten  gezocht  van 
de  overeenkomstige  doorgangen  van  (II)  met  die  van  de  drie 
overige  tridimensors ,  bijv,  van  (II)  met  (I):  Ia;yII,  lyzH,  WI 
en  Iiij;II;  eveneens  met  (III)  en  (IV);  en  de  beide  sngpunten 
ly-II  en  Izull  ter  eliminatie  van  z  parallel  aan  OZ  op  OY  en 
OU  geprojecteerd  in  I'y  en  IV.  Daardoor  en  door  de  beide 
andere  sngpunten  I^yll  en  Im^pII  zijn  de  doorgangen  F^l^ylV  van 
de  projectie  van  het  vlak  (I),  (II)  op  de  tricoördinaatruimte 
xyu  bepaald.  Eveneens  met  (III)  en  (IV),  die  de  vlakken 
Iir^Iiryni'w  en  IVarlVylVw  leveren.  Daarmee  is  de  eliminatie 
van  z  volbracht.  Van  de  3  verkregen  vlakken  zoekt  men  de  snij- 
ding van  de  doorgangen  van  (111^  ™et  de  beide  andere  evenals 
boven  en  elimineert  y;  daardoor  krijgt  men  de  beide  rechten 
I"xl"i*  en  1V%1V%,  die  ten  slotte  in  hun  snijding  P«  de  pro- 
jectie van  het  gezochte  punt  op  het  vlak  OXU  leveren,  met 
de   coördinaten   a;   en   u  (gevonden  als  0,99  en  3,98,  d.  i.  met 
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1  %  en  i  %  iou^)*  Om  door  terugwerken  de  coördinaat  y  te 
vinden  y  kieet  men  het  vlak  (lil')  en  bepaalt  Tolgens  10  de  8e 
ooördinaat  y  van  een  puni  in  dat  vlak  met  de  bekende  coördi- 
naten X  en  u:  tnk  OPn  tot  haar  snijding  met  Iir2;Iir«  en  yer- 
bind  dit  snijpunt  met  lir^;  dese  Terbindingslijn  snijdt  de 
gezochte  coördinaat  y  af.  Eindelijk  bepaalt  men  z  uit  (II)  toI- 
gena  hetzelfde  K^ :  de  rechte  OPm  snijdt  II«II«i  in  een  punt  Qn 
buiten  de  teekening;  dit  punt  is  met  Ily  verbonden  en  de 
snijding  Qy  van  dese  verbindingslijn  met  OPy  met  IT^  vereenigd; 
de  laatste  rechte  snijdt  de  gezochte  coördinaat  e  af.  Voor  y 
is  gevonden  langs  dezen  weg  1,98  (1%  fout)  en  voor  z  3J0 
(3%). 
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6RAPHISCHE  OPLOSSING  VAN  n  LINEAIRE  YEROELUKINGEN 
MET  n  ONBEKENDEN 

DOOR 

F.  J.  VA  ES. 


De  volgende  graphische  oplossing  is  uiterst  eenyoadig,  en  blgft 
Toor  alle  waarden  yan  n  dezelfde. 

Zij  geyraagd  de  oplossing  yan  het  stelsel: 

dan  neme  men  (fig.  1)  AB  =  a, ,  BE  =  1 ,  trekke  door  E  en  A 
loodlgnen  op  AB,  passé  op  de  Ign  door  A  van  af  A  stukken 
af  =  &! ,  c, ,  (/, ,  daarbg  lettend  op  het  teeken  van  die  getallen , 
yerbinde  de  eindpunten  met  B,  zoodat  op  de  Ign  door  E  stuk- 
ken — ,  — ,  —  worden  bepaald,  en  handele  eyenzoo  voor 
«1     «1     «1 

dj  en  Og,  zoodat  men  ook  stukken  -^*  ,  enz.,  — ,  enz.  verkrijgt 

(Ij  öTg 

op  de  in  fig.  1  aangegeven ,  of  op  eenige  andere  manier. 
Uit  de  vergelijkingen  volgt: 

d*  ftf  Cl 

—  =src yH z.  enz., 

dus: 
en 

waarin  x  niet  meer  voorkomt. 

Schrgft  men  deze :  r^  ^P\y  +  2>^>  "^  ^2  =  P2y  —  ïa^f,  dan  kan 
men  ri,  /?, ,  enz.  onmiddel! jjk  opmeten  uit  fig.  1. 

Maakt  men  (fig.  2)  A'B'=;?,,  A'?i(j.A'B')  =  ?, ,  A'r,=r,, 
B'D'  =  1 ,    dan    verkrggt    men    op    de    loodlija   in  D'  op  B'D' 

stukken  —^  en  -ii-  • 

Pi  i»! 
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Door  B'(y=:p^^  C^'a»!  te  nemen  kan  men  stukken  — ^en 

P2 

—  yerkrggen. 
A 

Daar  A^^y  +  iL^,  en  _  A  =.  y  _  iL^,iB  A  +  _!j_  = 
Pi  P\  Pa  P^  P%        P\ 

=  l-^  +  — )x2r,   soodat  z  op  te  loBsen  is  op  de  in  fig.  3 
^P^        P\' 

aangegeven  wijee  (A^'B'^  =  iL  +  iL,  B^C'  =  1). 

Pa        P\ 
]b  z   gevonden,  dan  kan  men  die  waarde  in  fig.  2  afmeten, 
bijv.  op  B'A',  en  door  het  eindpunt  een  loodlijn  op  B'A'  trek- 

ken.     Rechts  Tan  B' A'  Tindt  men  dan  een  stuk  z  x  -^,  dat  men 

Pi 
f, 
dadelijk  Tan  het  stuk  —  kan  aftrekken,  waarmede  dan  y  be- 

Pi 
kend  is. 
Ter  controle  kan  men  y  ook  Tinden  in  het  onderste  gedeelte 

Tan  fig.  2,  waar  y  =  —(—  —  zx  — )  • 

VPa  PJ 

Meet  men  y  en  2r  af  in  fig.  1 ,  biJT.  langs  BA  dan  heeft  men 
op   de   loodlgn   door   het  uiteinde  Tan  z  een  stuk  naar  rechts 

c 
e  X  -^  »  en  op  de  loodlgn  door  het  uiteinde  Tan  y  een  stuk  naar 

links  y  X  — ,  terwijl  men  naar  rechts  een  stuk  —  kan  nemen, 

zoodat  men  x hyx  —  — «x—  kan  construeeren.    Ter 

<h  (h  <h 

coDtróle  kan  men  x  ook  teekenen  in  een  of  in  de  beide  andere 
gedeelten  Tan  fig.  1. 

Blgkbaar  Tolgt  men  bg  het  Toorgaande  de  gewone  eliminatie- 
methode door  optellen  en  aftrekken.  De  figuren  en  de  deelen 
er  Tan  zijn  onder  elkaar  geplaatst  juist  zooals  men  met  de  Ter- 
gehjkingen  doet.  Er  is  echter  geen  bezwaar  de  deelen  der 
figuren  in  elkander  te  schuiTen,  wanneer  de  duidelijkheid  niet 
daaronder  Ijjdt. 

In  fig.   1  werden  de  Torhoudingen  — ^  enz.  Paar  een  enkele 
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hjn  TerschoTen,  evenzoo  —  enz.    Door  de  Ign  A'C'  te  plaatsen 

als   op   de   teekening  aangegeven ,    kan  men  dadelijk  r,  en  r, 

bepalen.    Evenzoo   is  in  fig.  3  door  juiste  plaatsing  van  A^B^ 

To         r 
dadelnk  de  waarde h  -^  aan  te  ireven. 

Bg  n  vergelijkingen  heeft  men  n  figuren.  Elk  der  onbeken- 
den vindt  men  steeds  in  de  figuur,  die  gediend  heeft  om  haar 
te  elimineeren.  Het  spreekt  van  zelf,  dat  men  BE  =  CH  = 
enz.  niet  juist  gelijk  1  behoeft  te  nemeu,  doch  een  willekea- 
rige  lengte  l  er  voor  kan  kiezen.  Alleen  in  de  laatste  figuur, 
waaruit  men  dus  het  eerst  een  onbekende  oplost,  is  men  ge- 
noodzaakt de  lengte  1  te  gebruiken. 

De  graphische  oplossing  kan  belangrijke  diensten  bewijzen  bij 
technische  vraagstukken,  welke  enkele  malen  tot  stelsels  ver- 
gelijkingen leiden,  waarvan  de  coëfficiënten  als  lijnen  aan  een 
constructiefiguur  ontleend  worden. 


LITERATUUROPGAAF. 

F.  J.  v.  D.  Berg.  Over  do  grafische  oplossing  van  een  stelsel 
lineaire  vergelijkingen. 

Versl.  en  Med.  v.  d.  Kon.  Akad.  v.  Wet.  3e  reeks  IV,  1888 
met  1  plaat 

F.  J.  V.  D.  Bero.  De  constmctiefignur  voor  de  oplossing 
van  een  stelsel  lineaire  vergelijkingen  beschouwd  als  configuratie. 

Versl.  en  Med.  v.  d.  Eon.  Akad.  v.  Wet.  3e  reeks  V,  1889. 
In  de  eerste  verhandeling  verwijst  Prof.  v.  d.  Berg  naar: 

A.  Favaro.  Lemons  de  statique  graphique,  traduites  par 
P.  Ferrier,  2e  partie:  Calcul  graphique,  1885;  en  wel  naar: 
Appendice  du  Traduoteur  au  Chapitre  YI,  —  B.  Resolution 
graphique  des  equations,  blz.  224 — 250; 

en  ook  naar: 

J.  C.  DiJXHOORN.  Het  bepalen  der  indicateurdiagrammen 
van  een  compoundmachine. 

Tjjdschrift  v.  h.  Kon.  Instituut  v.  Ingenieurs  1885—86,  2e 
Aflev.  2e  ged.  plaat  11. 

In  deze  verhandeling  is  n  =  4. 
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Prof.  Y.  D.  Berg  toont  aan ,  dat  de  methode  ook  toe  te  passen 
is  voor  een  willekeurige  waarde  van  n. 

—  Een  andere  methode,  waarbij  men  de  coê£Boiënten  be- 
schouwt als  krachten,  die  volgens  evenwijdige  Ignen  in  het  platte 
vlak  werken ,  is  yan : 

A.  Klikgatsch.  Uber  die  geometrische  Lösung  eines  Systems 
linearer  Gleichungen. 

Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik,  1892.  IlIJahrgang. 

Een  toepassing  hiervan  vindt  men  in: 

J.  Herzog.  Die  Stromverteilung  in  Leitungsnetze.  Electro- 
technische  Zeitschr. ,  6  Jan.  1893.     Heft  1. 

Een  opstel  van: 

Y.  Laska  oyer  Graphische  oplossing  van  yergelijkingen  met  2 
en  3  onbekenden  komt  voor  in  het  Oostenrijksch  tijdschrift  yoor 
wis-  en  natuurkunde:  Casopis  enz.  deel  XXIV,  1895. 

—  Een  bgzondere  methode  van  oplossen  —  niet  gi  aphisch  — 
van : 

LcjDWiG  Seidel.  Uber  ein  Verfahren ,  die  Gleichungen,  auf 
welche  die  Methode  der  kleinsten  Quadraten  führt ,  sowie  lineare 
Gleichungen  überhaupt,  durch  successive  Annaherung  aufzu- 
lösen.  Abhdlg.  d.  math.-phys.  Klasse  der  Bayer.  Akad.  II 
Bd.  1874. 

Een  toepassing  hiervan  komt  voor  in: 

J.  Teichhüller.  Ut>er  die  Stromverteilung  in  el^ktrischen 
Leitungsnetzen. 

Elektrotechnische  Zeitschr.  15  Sept.  1893  Heft  37. 

De  methode  is  uitgebreid  in  brieven  yan  R.  Mehmke,  en 
P.  A.  Nekrassof  in  het  Recueil  mathématique  de  Moscou ,  deel 
XVI,  1892,  waarin  ook  de  methode  van  Prof.  v.  D.  Berg  be- 
sproken wordt 
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SUR  UN  THÉORÈHE  REMARQUABLE,  QUI  8E  RAPPOBTE  A  LA  THEORIE 

DES  EQUATIONS  ALGÉBRIQUES  A  PARAMÈTRES  REELS,  DONT 

TOUTES  LES  RACINES  RESTENT  OONSTAHMËNT  RÉBLLES. 

PAU 

D.   J.    KORTEWEG. 


1.      THÉORÈMB  I  >)•      Soit: 

(1) ♦(«,  6,  c...x)^0, 

une  equation  algébrique  quiy  pour  des  valeurs  réelles  qudconques 

des  paramètres  a ,  b ,  o . . . ,  possède  des  racines  exelushement 
réelles.  Soient  a  =  ai ,  b  s  b, , . . .  elc.  des  valeurs  de  ces  pa^ 
ramètres  pour   lesquelles   m   racines   de   F  equation    deviennent 

égaUs.    Il  faut  alors  que  toutes  les  dérivées  de  ^,  telles  que 

dé    dé    dé     d^é      d^é 

i^  ^'  dft'  d^'  -ö^'"-  ^•"^"   *  "^^  der.rdre(m-ir^ 

incluses ,  s'annulent  pour  les  valeurs : 

(2) a?  =  a:, ,  a  =  a, ,  ö  =  *,,.. . 

oil  Xi  représente  la  viUeur  des  racines  égales, 

2.  Avant  de  procéder  k  la  démonstration  de  oe  théorèiney 
nous  Youlons  en  montrer  Tutilité  et  Ia  portee  en  Tappliquant  k 
réquation  séculaire  bien  connue: 

a,  —  a;      jffj  •  •  •  .  (Oa 


=  0. 


ifi\ nflhi  —  fl 

OÜ f^q    =s    ^p. 

On  rencontre  cette  equation,  par  exemple,  dans  la  theorie 
des  substitutions  linéaires  orthogonales.  On  sait  qu'elle  ne  pos- 
sède  que  des  racines  réelles. 

(1)  C'est  aveo  toute  réserve  qne  je  donne  pour  nouveau  ce  théorème  qui  eer- 
tainement  ne  manque  ni  d'éléganoe  ni  d*utUitë.  Mee  propree  recherchee  ne  me 
Tont  pas  fait  renoontrer  et  une  question  dans  Plntermédiaire  de  Novembre  IS97  « 
la  Question  No.  ii6ó,  n*a  pas  amenó  une  léponse. 
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D'après  Ie  théorème  énonoé  Tégalité  de  m  raoines  exige 
done  entre  autres ,  que  toutes  les  dérivées  de  l'ordre  (m  —  1)**"" 
du  determinant,  qui  constitue  Ie  premier  membre  de  cette 
equation,  prises  par  rapport  aux  paramètres  ,a, ,  icr,, . . .  aoient 
égales  k  zéro  pour  x  =  Xi. 

Mais  en  ayant  égard  k  la  symétrie  de  oe  determinant,  il 
est  aisé  de  Toir  que  oette  condition  est  identique  ayec  celle-ci: 
que  tous  les  mineurs  de  la  (m  —  1)^^*  classe  soient  égaux  è. 
séro;  o'est  k  dire»  qu'entre  les  premiers  membres  des  equations 
linéaires : 

(,(i,  —  x^)  a,  -f-  ifl^öfa  + +  ,a,a„  =  O 


il  7  att  m  relations  linéaires. 

Yoilè  nn  résultat  important,  bien  connu,  qui  se  présente  ici 
comme  une  consequence  immediate  de  notre  théorème. 

3.  Demonstration  du  théorème  pour  Ie  cas  m  =  2.  Nous 
substituons  dans  l'équation  (1)  les  valeurs: 

Alors  j  k  cause  de  Tégalité  des  deux  racines  x  =  x^,  on  aura : 

♦  («1 ,  ^1 1  •  •  .  ^i)  =  ^,   ^ =  O, 

ox^ 

et  réquation  prendra  la  forme: 

Supposons,  ce  qui  est  permis,  que  les  quantités  a,  /3 .  • . 
soient  toutes  des  infiniment  petits  du  même  ordre,  disons  du 
premier. 

En  supprimant  alors  les  termos  d'ordre  supérieur  au  second , 
on  obtient  Téquation  approchée: 

oü  Ie  coefficient  ^— ^  ne  peut  pas  s'annuler  parce  qu'alors  on 
aurait  Ie  cas  m  =  3. 
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Maintenant    ai,    par    impoesible,    les   dériyéea  ^,  ^,... 

n'étaient  paa  loaftea  séro ,  on  poonrait ,  comme  première 
approximation,  négliger  Ie  seoond  et  Ie  troiaiëme  terme 
Tia  &  yis  da  premier.  Mais  alors  il  eat  evident  qa'oa  poorrait 
choisir  les  Talenra  des  accroiasementa  a,  0, ...  de  telle  maniere 
que  lea  racinea  T  et  ('  de  Téquation  doTiendraient  imaginairea 
Lea  racinea  x^-tP  ^t  Xi  -^V  f  qui  remplaeent  dana  Teqaation 
fix^a^  +a,6,  +0y.  ..)  =  0  lea  racinea  égalea  x^  de  TéquatioD 
^  (x,  o,,  6,  • .  •)  =  O,  aeraient  done  imaginairea  ellea  auaei ,  ee  qui 
eat  en  contradiction  avec  la  auppoaition  initiale  formnlée  daos 
Ie  théorème. 

Bemarquona  encore  qne  lea  approximationa  aucceaaiyeay  dont  on 
aarait  beaoin  pour  Ie  calcnl  exact  dea  accroiaaementa  T  et  S^i 
correapondant  k  dea  valeurs  donnéea,  maia  trèa  petites,  dea 
accroiaaementa  a,  /3 . . . ,  ne  aauraient  rien  changer  k  leur 
propriété  d'etre  imaginairea.  ElIea  n'ajouteraient  que  dea  quan* 
titéa  relativement  inaignifiantea  aux  yaleura  de  ^  et  K"  j 
obtenuea  k  la  première  approximation. 

4.  Demonstration  du  caa  généraL  Noua  auppoaona  que  Ie 
théorème  aoit  prouvé  pour  Ie  caa  de  m  --  1  racinea  égalea. 
Alora  pour  m  racinea  égalea,  lea  variationa  que  cea  m  racinea 
x^  aubiaaent  par  Ie  changement  dea  a, ,  ^, , . . .  en  a,  +  ^  i 
^i  +  /3  • . .  ae  calculeront  encore  au  moyen  de  Téquation  (3). 
On  développera  Ie  premier  membre  de  cette  equation  juaqu'au 
terme 


mais  on  profitera  de  la  circoastance  que  l'égalité  de  m  racinea 
de  réquation   ^  =  O  entraine  néceaaairement  celle  de  {m  —  1) 

dé 
racinea  de  l'équation  ^  =  O ,  qui »  elle-même ,  d'aprèa  Ie  théo- 
rème de  Bolle,  ne  poaaède  que  dea  racinea  réellea. 

En  tenant  compte  de  cette  remarquci  Téquation  (2)  ae  reduit 
k  la  forme: 
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SuppoflOiiB  encore  que  Ie  ihéorème  ne  soit  pas  yrai,  c'est  k 
dire  qn'on  on  pluaieors  des  (m  —  1)  premiers  termes  de  Téqna- 
tion  (4)  ne  soient  pas  identiquement  égaox  k  zéro.  Alora,  les 
termes  d'ordre  ^  m  -*  1 ,  ne  pouvant  ètre  détniits  ici  par  des 
termes  d'ordre  ^  m ,  il  fietodrait  que  les  racines  S  fussent  d'nn  autre 
ordre  de  grandeur  que  les  variations  a ,  ^ , ...  des  paramètres. 
EUes  deyraient  ètre  notablement  plus  grandes  que  oelles-$i. 

Mais  si  la  variation  ^  surpasse  notablement  les  variations 
a ,  0 ...  I  tenement  méme  qu'elle  est  d'un  autre  ordre  de 
grandeur,  il  est  clair  que  Téquation  (4)  se  reduit  par  première 
approximation  k  celle-$i: 

(5) Zl!;«+*(zè"r*+-- 


Or  cette  equation  possède  nécessairement ,  pour  m  >  2 ,  des 
raoines  complexes,  qui  oonduiraient,  oontrairement  k  la  sup- 
position initiale,  k  des  racines  complexes  de  Téquation: 

5.  le  Remarque.  On  pourrait  se  demander  si  le  récipro- 
que  du  théorème  énoncé  est  encore  vrai.    En  d'autres  mots: 

dé  dé 
lorsque    pour   une   certaine  fonction  ^  les  dérivées  x^fx^f*-* 

ox  dü 

JQsqu'ii  I'ordre  (m  —  Vf^  inclus,  s'annulent  dans  tons  les  cas 

OÜ  m  racines  de  Téquation  ^  ^  0  deviennent  égales  entre  elies, 

en  peut  on  conclure  que  Péquation  en  question  ne  possède  que 

des  racines  réelles,  ou,  du  moins,  qu'elle  en  possède  un  nombre 

invariable  P 

II  est  clair  que  la  réponse  doit  ètre  negative.  En  effet ,  pour 
que  le  nombre  des  racines  réelles  ne  puisse  changer  pendant 
le  passage  par  le  cas  de  Tégalité ,  il  faut  de  plus  que  Téquation 
qui  doit  servir  en  fin  de  compte  k  determiner  les  variations 
^%  S^ .  • .  des  racines  égales  a?, ,  possède  un  nombre  invariable 
de  racines  réelles  pour  toutes  les  valours  réelles  des  accroisse- 
ments  infiniment  petits  a ,  /3  . . . . 

Orditturement  cette  equation  sera  de  la  forme: 

W (è^+S^-")»"»! 

4 
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maiB  pour  examiner  lea  cas  oil  elle  conduit  k  dee  raoines 
réelles  multiples  (>)  on  deyra  aToir  recours  quelquefois  k  des 
termes  d'un  ordre  plus  éleré.  Pour  déoouvrir  la  nature  vraie, 
réelle  ou  imaginaire,  de  ces  racines,  qui  ne  sent  ^gales 
que  par  première   approximation,   on   devra    ajouter   certains 

termes  proyenant  des  expressions (x— £+  52'xr^)  *» 

U  est  fiuiile  d'ailleurs  de  justifier  par  un  exemple  tres  simple 
la  réponse  negative,  que  nous  venons  de  donner. 

L'équation  a^  —  a^  =  0  n'a  des  racines  égales  que  dans  le 

cas  a  =  0.    Dans  ce  cas  les  conditions  formulées  plus  haut  sent 

dé  dé 

remplies.    En  effet,  pour a  =  0,  a?  =  Oona  r^^^^et^  «=0; 

pourtant  Téquation  a  des  racines  réelles  pour  a  >  0  et  des 
racines  imaginaires  pour  a  <  0. 

L'équation  (6)  se  reduit  ici  &  2$^  =  0.  On  n'en  peut  done 
rien  conclure.  Cost  le  cas  de  pousser  plus  loin  I'approximation 
et  d'examiner  l'équation : 

Elle  donne  ici: 

2p-2a»  =  0 

comme  on  pourrait  s'y  attendre. 

6.  2e  Bemarque.  Les  obseryations  faites  k  I'occasion  de  la 
remarque  précédente  nous  vont  permettre  de  formuler  le  théorème 
qui  suit: 

Théorèmb  II.    Lorsqü*  une  equation  algébrique 

^  (a ,  by  e...x)  =  0 

h  paratnètres  reels  varieties  ^  possède  les  propriétés  suivantes: 

dé    dé  d^é       d'é 

10  que  ses  dérivées  pariieUes  j-^i  y^   •  •  •  •  §^ »  §^  ^  •  •  •  • 

. . .  ;r-^ . . .  ,v^. . . .  jusqu'  h  V ordre  (m  —  1)**^  indus^  s^annu- 


>)    Une  raoine  HmpU  (  =  O  devra  êtro  oomptée  pour  léelle. 
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lent  pour  ioutes  les  vaUura  ridUs  des  grandeure  a,  b,  o . . .  z, 

qui  stUisfani  aux  canditians   ^  =  0,  ^  =  0,  ^  =  0 ,  •  . . 

do?         *  èaj* 

2^  que  pour  ees  mimes  valeurs  ViquaHon 

(») (s^« +1-8^  «)"♦  =  <• 

poêsède  un  nombre  invariable  de  racines  réeUes ,  queues  que  soient 
les  valeurs  réettes  des  variations  a,  /3 . . . 

3^  qu^en  outre  un  passage  de  plusieurs  raeines  &  la  fois 
par  Vinfini  ^)  ne  puisse  avoir  lieu  pour  des  valeurs  réeUes  des 
paramHreSj  ou,  sHl  a  lieu,  ne  change  pas  le  nomhre  des  raeines 
rieiUes: 

Alors  le  nombre  de  ees  racines  rests  invariable  pour  toutes 
lea  valeurs  (réeUes)  des  paramètres. 

Pour  que  ce  théorème  soit  vrai  dans  tous  les  cas  on  devra 
considérer  les  racines  igales  comme  intermédiaires  entre  les 
rcu^nes  réeUes  et  les  racines  imaginaires.  Si  ellos  se  préBentent 
dans  réquation  (8)  Ia  détennination  de  leur  Dature  Traie  exigera 
quelquefoiB  radjonction  de  termes  d'ordre  plus  élevé.  Comme 
racines  de  l'équation  initiale  ^  =  O  on  devra  les  ranger  dans 
Tune  OU  dans  Tautre  categorie  selon  qu'elles  y  ontrent  après 
une  modification  légere  des  paramètres. 

7.  Demonstration  du  théorème  precedent.  L'existenoe  du 
théorème  découle  immédiatement  de  la  remarque  simple,  que 
le  passage  des  racines  d'une  equation  du  reel  au  complexe  ne 
peut  s'accomplir  que  par  le  cas  de  l'égalité.  Il  n'y  a  done 
qu'une  seule  question  k  examiner  ]k  dessus.  La  nature  réelle 
OU  imaginaire  des  racines  x^  +  ^  de  Téquation  ^(x^^  a^+aJ 
bi  +  fij.. .)  =  Oj  que  Téquation  (8)  nous  fait  connattre  en 
première  approximation,  ne  peut-elle  pas  se  changer  par  les 
approximations  successiyesP 

Dans  le  cas  d'nne  racine  imaginaire  de  Téquation  (8),  il 
suffit  de  remarquer,  comme  nous  Tayons  fait  au  §  8,  que  les 


>)    Ges  pamgM  psr  rinflni  peavent  être  étudiéi  mdb  peine  an  mqyen  de 
réqoatioii  ^  lü,h,c..  .i-) sz  0. 
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noaveUes  approximations  n'ajoatont  que  doa  quantitée  relaii- 
Tement  inaig^ifiantee  aux  valeora  obtenaes  k  la  première  appro- 
ximation. Elles  ne  peuvent  done  pas  faire  disparattre  la  partie 
imaginaire. 

Dans  le  oas  d'une  racine  réeUe  I'addition  d'une  grandeur 
infiniment  petite  d'ord^e  supérieur,  mais  imaginaire,  la  ferait 
changer  de  nature.  Pourtant  s'il  s'agit  d'une  racine  réelle 
simple  J  il  est  évident  qu'en  devenant  imaginaire  elle  devrait 
se  doubler,  ce  qui  est  impossible  paroe  que  le  nombre  des 
racines,  rempla^ant  les  raoines  égales  x^^  doit  rester  égal  èm. 

Dans  le  cas  de  raoines  réelles  multiples  il  est  nécessaire  en 
effet,  comme  nous  I'avons  remarqué  iéjk^  de  pousser  plus  loin 
Tapproximation  pour  pouvoir  se  decider  sur  leur  nature  yraie. 

Simplification  du  théarème  precedent.  En  general  on  pourra 
simplifier  le  théorème  (II)  en  se  bomant  k  examiner  le  cas 
m  =  2  et  en  ne  s'occupant  pas  du  passage  des  raoines  par 
I'infini  «)• 

Généralement,  en  effet,  on  peut  passer  d'une  maniere  con- 
tinue d'un  système  donné  de  yaleurs  a  =  aQ,  6=6o---  ^  ^^ 
autre  système  quelconque  de  ces  yaleurs  sans  rencontrer  d'autres 
partioularités  que  des  racines  fiuies  doubles  et  des  raoines  infinies 
simples.  Ce  n'est  que  dans  des  cas  exceptionnels  et  dont  I'exceptio- 
nalité,  pour  ainsi  dire ,  augmente  avec  le  nombre  des  paramètree , 
qu'on  sera  conduit  k  considérer  les  complications  plus  grandes 
qui  se  présentent ,  lorsque  m  >  2. 

8.  n  nous  reste  encore  k  examiner  le  réciproque  du  théo- 
rème (II).  Ce  réciproque  est-il  vraiP  En  d'autres  mots ,  toute 
equation  algébrique  k  paramètres  yariables  reels,  dont  le  nombre 
des  racines  est  invarictblcj  possède-t-elle  les  trois  propriétés, 
énoncées  dans  ce  théorème P  Ici  encore  la  réponse  est  negative. 
En  effet  on  peut  ranger  les  equations  k  un  nombre  inyariable 
de  racines  réelles  sous  trois  categories  diyerses. 

La  première  categorie  renferme  les  equations  oü  le  nombre 
des  racines  réelles  reste  inyariable  p^rce  que  l'égalité  de  deux 
OU  plusieurs  racines,  qui  doit  précéder  tout  passage  du  reel 
au  complexe ,  ou  vice  versa,  ne  peut  pas  se  présenter  k  cause 


1)     Dans   r Intermediaire   de  Novembre  1897,   QoMtion  N^  1166,   nous  ttYonf 
dnoncé  le  théoième  boui  sa  forme  aimplifiée. 
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que  les  equations  ^  =  0  et  ^=0  ne  peavent  avoir  aucune 

raeine   réelle  commune ,  quelles  que  soient  les  valears  réelles, 
attribuées  anx  paramèires. 

En  Toici  dee  exemples  simples: 

trop  simples  peut-étre ,  mais  qui  suffisent  pour  montrer  I'existence 
de  oette  categorie. 

Dans  la  seconde  categorie  nous  classons  les  equations  oü, 
comme  dans  le  cas  de  l'équation  séculaire ,  Pégalité  des  racines 
peut  avoir  lieu,  mais  n'amène  jamais  un  changement  de  la 
nature  des  racines. 

A  cette  categorie,  et  4  la  rigueur  aussi  k  la  première,  le 
réciproque  du  théorème  est  applicable,  du  moins  dans  sa  forme 
stmplifiée;  mais  il  y  en  a  une  troisième  qui  fisdt  exception. 

Cette  traiaième  categorie  préeente  la  particularité  que  chaque 
fois  qu'une  paire  de  raeines  réelles,  passant  par  Pégalité, 
devient  imaginaire,  une  autre  paire  de  racinea  subira  Topé- 
ration  inyerse. 

L'existence  de  cette  troisième  categorie  se  démontre  freilement 

par  un  exemple  géométrique. 
Boit  ABODEA  une  courbe 
algébrique  (du  quatrième  degré 
par  exemple),0P,P2  une  sécante 
mobile  passant  par  un  point  fixe 
O  de  la  tangente  double;  alors 
réquation  qui  fera  connaitre  les 
distances  OP, ,  OPj  des  points 
/ '  d'intersection  au  point  fixe  O,  et 

^ '  qui  renfermera  nécessairement 

un  paramètre  variable  depen- 
dant de  Tangle  P^OD,  appartiendra  k  la  categorie  en  question , 
pour  laquelle  le  réciproque  du  théorème  II  est  en  défaut. 


▼  e,  7,  Il 


DE  NOTATIE  DER  DECIMALE  BEETEEN 

Doom 
N.  L.  W.  A-  GRAVELAAK. 


Ge  ^u*iin  oidre  d'homBM  honora  d'mie  profbnde 
indiflémioe,  d'sotres  «n  fimt  leun  délioes. 

OuufAM. 

In  een  yerhandeling  oTer  de  werken  van  John  Napier,  den 
uitvinder  der  logarithmen ,  aangeboden  aan  de  Eoninklgke 
Akademie  van  Wetenschappen  te  Amsterdam,  heb  ik  als  mgn 
overtuiging  uitgeeproken,  dat  wg  onae  hedendaagsohe  decimale 
notatie  aan  desen  verschuldigd  zgn  en  niet  aan  Bürgi  (en 
Pitiscus),  zooals  Wolf  en  Cantor  beweren,  noch  aan  Kepler, 
sooalB  ünger  meent 

Ik  stel  mg  voor,  in  dit  opstel  eenig^ns  uitvoerig  de  gron- 
den te  ontwikkelen,  waarop  mgn  oordeel  steunt. 

In  1586  verscheen  bg  Ohristoffel  Plantgn  te  Leiden  van  de 
hand  van  onasen  Zuid-Nederlandschen  stamgenoot  Simon  Steyin 
(1548—1620),  door  sgn  Beghinselen  der  Weeghconst,  Weegh- 
daet  en  Beginselen  des  Water wichts  „evenknie  en  voorlooper 
van  Oalilef '  ^) ,  een  verhandeling  over  de  tiendeelige  breuken 
onder  den  titel: 

De  /  Thiende  /  Loerende  door  onghehoorde  lichticheyt  / 
allen  rekeningen  onder  den  Menschen  /  noodich  vallende,  af- 
veerdighen  door  /  heele  ghetalen  sender  ghebrokenen.  /  Be- 
schreven  door  Simon  Stevin  /  van  Brugghe.  /  Tot  Leyden,  / 
By  Christoffel  Plantgn.  /  M.D.LXXXy.  /  8^.  86  pp. 

Nog  in  hetzelfde  jaar  gaf  Stevin  in  de  Fransche  taal  bg  den- 
zelfden uitgever  twee  werken  in  één  band  over  rekenkunde 
en  algebra  in  het  licht,  L'Arithmétique  en  La  Pratique 
d'Arithmétique,  waarvan  het  tweede  een  vertaling  van  De 
Thiende  bevat  onder  den  titel: 


>)    Eorteweg,  Het  Blodtijdperk  der  Wiskundige  WetenBohappen  in  Nederland, 
[Amiterdam]  1894,  p.  4. 
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La  Disme,  Enseignant  facilement  expedier  par  nombres 
entien  sans  rompaz,  tons  oomptes  se  renoontrans  aux  af&ires 
des  Hommes.  Premierement  descripte  en  Flameng,  Sc  maintenant 
conTertie  en  Francois,  par  Simon  Stenn  de  Bruges. 

Als  aanhangsel  yindt  men  De  Thiende  afgedrukt  in  De 
Decker's  Eerste  Deel  van  de  Nieuwe  Telkonst,  Ter  Ooude 
1626,  (waaruit  ik  citeer),  en  in  diens  Nieuwe  Rabat-Tafels , 
Ter  Goude  1630,  nadrukken,  die  men  soms  afzonderlijk  aan- 
treft. En  La  Disme  komt  yoor  in  Girard's  Oeuvres  Mathématiques 
de  Steyin,  Leyde  1634.  Een  Eogolsche  bewerking  yan  De 
Thiende  eindelijk,  door  Norton  bezorgd,  yersoheen  in  1608. 

In  zijn  opdracht  yan  De  Thiende  aan  de  „Sterrekiickers , 
Landtmeters,  Tapiitmeters»  Wijnmeters,  Lichaemmeters  int 
ghemeene,  Muntmeestors,  ende  allen  Cooplieden",  zegt  Steyin : 
„Maer  wat  sal  dit  yoorgestelde  doch  zijnP  eenen  wonderlicken 
diepsinnigen  YontP  Neen  yoorwaer,  maer  eenen  handel  so 
gantsch  slecht,  datse  nau  Yonts  name  weerdigh  en  is  ...  . 
Sy  leert  (op  dat  ick  met  een  woort  yele  segge)  alle  rekeningen 
die  onder  de  Menschen  noodich  yallen ,  afyeerdigen  sender 
gebroken  getalen :  Inder  yoegen  dat  der  Telkunstens  yier  eerste 
slechte  beginselen ,  die  men  noemt  Vergaderen ,  Aftrecken , 
Menighyuldighen,  ende  Deelen,  met  heele  getallen  tot  desen 
genoegh  doen  ....  Aengaende  my  yemant  seggen  mochte, 
dat  yele  saecken  int  eerste  aensien  dicmael  besonder  gelaten, 
maer  alsmense  int  were  wil  stellen,  so  en  kanmen  daer  mede 
niet  uytrechten ,  ende  gelijck't  met  de  Yonden  der  Roersoeckers 
dickwUs  toegaet,  welcke  int  kleene  goet  zjin,  maer  int  groote 
en  deugen  sy  niet.  Dien  yerantwoorden  wy  alsuick  twijfel  hier 
geensins  te  wesen,  oyermits  het  int  Oroote,  dat  is  in  desaecke 
selyer,  nu  dagelijcx  metter  Daet  genoech  yersocht  wort,  te 
weten  door  yerscheyden  eryaren  Lantmeters  alhier  in  Hollant, 
die  wy  dat  yerklaert  hebben,  welcke  (yerlaten  'tgbene  sy  tot 
Terlichtinghe  yan  dien  daer  toe  geyonden  hadden ,  elck  naer  zijn 
maniere)  dit  ghebruycken  tot  hun  groote  yernoeginge»  ende 
met  sulcke  yruchten,  als  de  Natuere  wijst  daer  uyt  nootsaecke- 
licken  te  moeten  yolghen". 

Blijkens  het  „Gort  Begriip"  omyat  De  Thiende  twee  deelen : 
1)  „Bepalingh,  als  wat  dat  sy  (Thiende;  Beg^n ;  Eerste, 
Tweede,  &o.;  Thiendetaiy';  2)  „Werkingh,  die  is  der  thiende- 
tftjens  (Yergaderin^h;  Aftreckin^h;  Meni^yuldigingh;  Peelingh)". 


M 

„Bij  hei  yoorghaende  aal  noeh  gheToecht  worden  een  An- 
hanghael,  wgsende  des  Thiendens  ghebruyck  door  Bommigfae 
exempelen  der  Saecken." 

„Het  eerste  deel  der  Thiende  Yande  Bepalinghen. 
I.    Bepalinghe. 

Thiende  is  een  specie  der  Telkunsten ,  door  de  welcke  men 
alle  rekeninghen  onder  den  Menschen  noodigh  vallende ,  af- 
veerdight  door  heele  getallen,  sender  gebrokenen,  geyonden 
nyt  de  thiende  voortgangh,  bestaende  inde  Cgfferletteren  daar 
eenigh  getal  door  beschreven  wort. 

Yerclaringhe. 
Het  sy  een  ghetal  van  Duysent  een  hondert  ende  elf,  be- 
schreven met  cgfferletteren  aldus  1111,  in  de  welcke  blgokt, 
dat  elcke  1,  het  thiende  deel  is  van  zijn  naest  voorgaende. 
Alsoo  oock  in  2378  elcke  een  van  de  8,  is  het  thiende  deel 
van  elcke  een  der  7,  ende  alsoo  in  allen  anderen:  Maer  want 
het  voegelick  is,  dat  de  saecken  daermen  af  spreecken  wil, 
namen  hebben,  ende  dat  dese  maniere  van  rekeninge  ghevonden 
is  uyt  d'anmerckinghe  van  alsulcken  thienden  voortganck,  ja, 
wesentlick  int  thiende  voortganck  bestaet,  als  int  volgheode 
claerlick  blijcken  sal,  soo  noemen  wy  den  handel  van  dien 
eygentlick  ende  bequaemelick,  de  Thiende.  Door  deaelve 
worden  alle  rekeninghen  ons  ontmoetende ,  volbrocht  met  beeon- 
dere  lichticheyt  door  heele  ghetallen,  sender  ghebrokenen,  als 
hier  naer  opentlick  bewesen  sal  worden. 

n.    Bepalinghe. 
Alle  voorghestelde  heel  ghetal ,  noemen  wy  begin ,  syn  teecken 
is  soodanigh  @. 

Yerklaringhe. 

Als  by  ghelijckenis  eenigh  heel  gegeven  getal  van  drie 
hondert  vierentsestigh ,  wy  noemen  't  drie  hondert  vierentsestigh 
beginselen,  die  aldus  beschrijvende  864(g).  Ende  also  met 
alle  andere  dierghelijcke. 

III.    Bepalinghe. 

Ende  elck  thieodedeel  van  de  eenheyt  des  begins,  noemen 
wy  eerste,  syn  teecken  is  (T).  Ende  elck  thiendedeel  vande 
eenheydt  der  Eerste,  noemen  wy  tweede,  syn  teecken  is  d). 
Ende  so  voort  elck  thiendedeel  der  eenheyt  van  syn  voorgaende, 
altgt  in  d'orden  een  meer. 
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Yerklaringhe. 

Als  3(D  7(D5(D9(D,  dat  is  te  seggben  8  fienten,  7 
Tweeden ,  5  Derden ,  9  Vierden ,  ende  soo  mocht  men  oneyndelio 
Toortgaen.  If  aer  om  van  hare  weerde  te  seggen ,  so  is  kennelio 
dat  naer  luyt  deser  Bepalinge,  de  yoomoemde  ghetallen  doen 
T^i  lirj»  Tcftrïï»  iJ5%i5Tjj  teamen  ^^Mfc-  Also  oock  8®  9(1) 
3(D7@,  zijn  weert  S^fe,  jUj  Txftyïï»  *»*  »  tsamen  VWcy 
ende  so  met  allen  anderen  dierghelgcke. 

Het  is  ooc  te  aenmercken,  dat  wy  inde  Thiende  nergens 
gebroken  getallen  en  gebruyoken:  Ooc  dat  het  getal  van  de 
Menigbyuldieheyt  der  Teeckenen,  uytgenomen  @,  nemmer- 
meer  boven  de  9  en  comt  By  exempel:  wy  en  schrg ven  niet 
7(1)  12(2),  maer  in  diens  plaetse  8Q2(D,  want  sy  so  veel 
weert  sijn. 

lY.    BepaUnghe. 

De  getallen  der  yoorgaender  tweeder  ende  derder  Bepalinge 
noemen  wij  int  ghemeen  thiendetalen. 

Eynde  der  Bepalinghen." 

Aan  deze  bepalingen  voegt  Stevin  bij  de  behandeling  van  de 
optelling  nog  de  opmerking  toe:  „Soo  in  de  ghegheven 
Thiendetalen  eenich  der  natuerlicke  orden  gebraeoke,  men  sal 
Bjn  plaetse  vollen  met  dat  gebraeckende",  en  dus  in  plaats  van 
5®  7©  schrijven:  5®  O®  7(2). 

In  ,Het  ander  deel  der  Thiende  van  de  Werckinghe"  be- 
handelt Stevin  de  optelling,  aftrekking ,  vermenigvaldiging  en 
deeling  van  tiendeeÜge  breuken.    Bv.: 


27847  287578 

8  7  5  7  8  2  _5_9J_4_9 

9  4  18  0  4  17  7  8  2  9 


3  2  5  7 

8  9  4  6 


l 

n 

1    O  R  il  9  0104 

13  0  2  8  ^«^^   <mm^ 

2  9  8  18  044338  (8687 

2  6  0  5  6  £10000 


2  9  13  7  12  2  ^9% 

[Deeltal=3,44852;  deelersrO,96.] 
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,De  Wttreokinghen  aller  speciën  der  Wortelen'^  merkt  de 
sohriJTer  op,  „meugen  hier  in  oock  gheschien".  Deregels  yan 
bewerking  worden  bewezen  door  herleiding  Tan  de  tiendeelige 
breuken  tot  gewone,  waarbg  Stevin  telkens  naar  zgn  ^Franache 
Arithmétiqne''  yerwgst. 

Eindelgk  zet  de  schrgyer  in  het  „Aenhanghsel'*  nitToerig  ^het 
ghebruyck  yan  dien"  uiteen,  „betoonende  door  6  Leden,  hoe 
alle  rekeninghen  ter  Menschelicker  nootlickheydt  ontmoetende"  — 
als  daar  zgn:  Rekeningen  der  LandmeteriOi  der  Tapgtmeterie, 
yande  Wiinmeterie,  yan  de  Lichaemmetery  int  Ghemeen,  yan 
de  Sterrekunst  en  der  Muntmeesters,  Cooplieden,  ende  allen 
Staten  van  Yolck  int  ghemeen  —  „door  haer  lichtelick  ende 
slechtelick  kunnen  afgheveerdight  worden  met  heele  ghetallen", 
om  te  besluiten  met  een  beroep  op  de  overheid,  om  door  tien- 
deelige indeeling  Tan  munten,  maten  en  gewichten  te  zorgen, 
dat  in  alle  yoorkomende  gevallen  onmiddellijk  van  zijn  reken- 
wijze  gebruik  kan  worden  gemaakt.  Tegeljjkertgd  evenwel 
drukt  hg  de  Trees  uit,  dat  aan  zgn  Terlangen  wel  niet  zoo 
spoedig  zal  worden  Toldaan,  als  wenschelijk  zou  zijn. 
„Daerom  ghemerckt  de  wonderlicke  groote  nutbaerheydt  Tan 
dien,  het  ware  te  wenschen  dat  eenighe,  als  deghene  dier 
't  meeste  gerief  door  verwachten ,  sulcx  beneerstighden  om  ter 
Daet  gebrocht  te  worden ;  Te  weten  dat  beneven  de  ghemeene 
deelingen  dieder  nu  der  Maten ,  Oewichten ,  ende  des  Gelts 
zgn  (blgvende  elcke  Hooftmate ,  Hooftghewicht ,  Hooftgelt ,  tot 
allen  plaetsen  onverandert)  noch  Wettelick  door  de  Overheyt 
verordent  wierde  de  voornoemde  thiende  deelinghe,  op  dat 
yeghelick  wie  wilde,  die  mochte  ghebruycken. 

Het  ware  oock  ter  saecke  voorderlick,  dat  de  weerden  des 
Ghelts  voomamelick  des  geons  nieu  ghemunt  wort  op  seeckere 
Eersten,  Tweeden,  ende  Derden  ghewaerdight  wierden. 

Maer  of  dit  al  schoone  niet  so  haest  int  werck  ghestelt  en 
wierde,  ghelgck  wel  te  wenschen  waer,  daer  in  sal  ons  ten 
eersten  vernoeghen,  dat  het  ten  minsten  onsen  Naeoomers 
voorderlick  zijn  sal,  want  het  is  seecker,  dat  bij  aldien  de 
Menschen  in  toecomenden  tijdt,  van  sulcker  aert  zijn  als  syin 
den  voorleden  gheweest  hebben  *)>  ^^t  sy  soodauighen  voordeel 
niet  altijt  versuymen  en  sullen. 

*)  Ziet  op  SleTin's  geloof  aan  een  ^Wysentjt . . . ,  waer  in  by  de  m^naohen 
een   aeltaaem  vTetensohap  gheTveeat  heeft,   tWrelok   vTy  deur    aeker   teycken^ 
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Ten  anderen,  boo  en  ist  Toor  ygheUok  int  besonder  de  yer- 
worpenste  wetenechap  niet,  dat  hem  kennelick  is  hoe  hei 
Henschelicke  Geslachte  sender  cost  ofte  arbeyt,  zgn  selven 
verlossen  kan  van  soo  Tele  groote  moeyten,  als  sy  maer  en 
willen. 

Ten  laetsten;  hoe  wel  misschien  de  Daet  deses  sesten  Lidts 
Toor  eenigen  Tijt  lanck  niet  blijcken  en  sal,  Doch  soo  kan 
een  yghelick  de  Toore  yijye  ghenieten,  soH  kennelick  is  dat 
sommige  der  seWer  nu  al  degelick  int  werck  ghestelt  sgn/' 

Bezwaarlijk  kon  de  schrgyer  vermoeden,  dat  twee  eeuwen 
later  met  de  uitroeriog  van  zijn  voorstellen  pas  een  bescheiden 
begin  zou  worden  gemaakt ;  veel  minder ,  dat  hij  zich  door  zijn 
nuttige  yindiog  tot  een  bondgenoot  Tan  „den  algemeenen  vgand 
des  mensohdoms"  zou  hebben  gemaakt ,  die  ,,door  zulke  midde- 
len .  .  •  Oodsdienst,  rust,  zeden  en  ondergeschiktheid  tot  zoo 
Terr'  reeds  verwoest  heeft ,  en  voortgaat  deze  aarde  steeds  die- 
per en  dieper  in  een  afgrond  van  jammeren  te  dompelen".  ^) 

Het  kan  niet  ontkend  worden,  dat  reeds  lang  vóór  SteTin 
aan  een  decimale  rekening  gedacht  is,  in  zooverre  men  bv. 
bg  de  inrichting  van  sinustafels  voor  den  straal  Tan  den  cirkel 
een  macht  Tan  tien  nam,  ja,  zelfs  behoorde  het  gebruik  van 
gewone  breuken  met  een  term  van  de  schaal  van  het  tientallig 
stelsel  tot  noemer  niet  tot  de  uitzonderingen.  Haar,  om  tot 
tiendeelige  breuken  te  geraken ,  moesten  de  noemers  worden 
weggelaten ,  moest  worden  ingezien ,  dat  de  tiendeelige  schrijf- 
wijze aan  de  rechterhand  van  het  cgfer  der  ééntaUen  kan  wor- 
den voortgezet,  moest  zich  de  overtuiging  vestigen,  dat  de 
techniek  der  bewerkingen  met  tiendeelige  breuken  dezelfde, 
althans  nagenoeg  dezelfde  is  als  met  geheele  getallen,  die  in 
het  tientallig  stelsel  geschreven  zijn,  moest  men  zich  de  voor- 
deden bewust  worden,  die  zoowel  in  de  wetenschap  als  in  de 
beroepen  en  bedrijven  van  het  dagelijksch  leven  aan  het  ge- 
bruik van  tiendeelige  breuken  verbonden  zjjn. 

Eerst  in  De  Thiende  Tindt  men  deze  denkbeelden  dnidelgk 
uitgesproken  en  ToUedig  toegelicht;   Tandaar,  dat  Stevin  moet 


gheyTiaaelick  meroken,  doch  tooder  te  vveteo  bj  VTie,  VTaer,  of  TTanneer*'.  (Steviii, 
WitcoDstige  GedachteniBsen ,  Eente  Stock:  Vant  WeeraltBchrift ,  Leyden  1608, 
T veede  deel :  Vant  £ertoloot8chrift ,  p.  9.) 

*)    Bflderdijk,  VerhandeUngen,  aiel-,  sede-,  en  reohtaleer  betreffende,  Leyden 
1831  [het  jaar  der  inToering  van  het  Metrieke  Stelael  in  om  land] ,  p.  1^4. 
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worden  besohouwd  als  de  man,  aan  wiens  scherpniiniglieid 
wetensohap  en  praotgk  o.  m.  de  uitvinding  der  tiendeelige 
breuken  te  danken  hebben. 

Eepler,  die  Stevin's  werken  niet  gekend  acbijnt  te  hebben , 
beweert,  dat  ^dise  art  der  Bruchreohnung"  door  zgn  vriend 
Joost  Bürgi  (1552—1632),  den  genialen  en  kunstvaardigen 
hofuurwerkmaker  van  Landgraaf  Wilhelm  lY  van  Hessen  en 
Keizer  Rudolf  II  en  diens  opvolgers,  die  zich  door  zgn  talmen 
de  eer  der  uitvinding  van  de  logarithmen  heeft  laten  ontgaan  ') , 
^zu  der  sinusrechnung  erdacht  ist". 

In  zgn  Auszzug  ausz  der  Yralten  MesseEunst  Arohimedis, 
Lintz  1626,  past  hij  namelgk  deze  „behende  Bruchreohnung" 
toe  bij  de  ,Rechnung  der  Cörperlichen  Figuren ,  holen  Gefessen 
vnd  Weinfasser"  en  laat  ter  verklaring  voorafgaan:  «Fürs 
ander  weil  ich  kurtze  zahlen  branche ,  derohalben  es  offt  Brüche 
geben  wirdt;  so  mercke  das  alle  ziffer,  welche  nach  dem 
zeichen.  (.  folgen,  die  geboren  zu  dem  Bruch,  als  der  Zehier, 
der  Nenner  darzu  wirt  nicht  gesetzt,  ist  aber  allezeit  eine 
runde  zehnerzahl,  von  so  vil  Nullen,  als  vU  ziffer  nach  dem 
zeichen  kommen.  Wanu  kein  zeichen  nicht  ist,  das  ist  ein 
gantze  zahl  ohne  Bruch ,  vnnd  wann  also  alle  ziffem  nach  dem 
Zeichen  gehen ,  da  heben  sie  biszweilen  an ,  von  einer  Nullen. 
Dise  art  der  Bruchrechnung  ist  von  Jost  Burgen  zu  der  sinus- 
rechnung erdacht,  vnd  ist  darzu  gut,  das  ich  den  Bruch 
abkürtzen  kan ,  wa  er  vnnötig  lang  werden  wil ,  ohne  sonderen 


^)  In  2ijn  Tabal»  Budolphinn,  Ulmn  1627,  zegt  Eepler:  ^Qui  etiam  apioee 
logistici  Jasto  Byrgio  multis  annis  ante  editionem  Neperianam,  Tiam  praiverunti 
ad  hos  JpuMimoe  Logarithmoe.  Etai  homo  cunctator  k  seoretorum  suorani  custos , 
fioBtam  in  partu  destituit,  non  ad  usus  publicos  educavit"  (p.  11);  maar  geeft 
niettemin  Napier  de  eer,  die  desen  toekomt:  „H^c  ordinatio  Canonis,  faeem 
pnetulit  Joanni  Nepero ,  Baroni  Merohistonis ,  Logarithmorum  inventori ,  .  .  .  ." 
(p.  19). 

Bnrgi's  Arithmetisohe  vnd  Geometrische  Progress-Tabalen ,  sambt  griindlichen 
Tnterricht,  wie  solche  nütslioh  in  allerlej  Rechnungen  su  gebraaohen  viid  ver- 
standen werden  sol ,  waarin  de  meetkundige  reeks  der  „sohwarze  Zahlen*'  (numeri) 
van  10^  tot  10'  met  het  quotient  1,0001  en  de  rekenkundige  reeks  der  „rothe 
Zahlen"  (logarithmen)  van  O  tot  230270  met  het  yerschil  10  opklimt,  hoewel 
reeds  vóór  1611  voltooid,  verschenen  pas  in  1620  te  Praag  onder  de  initialen  J.  B. 
en  zonder  het  toegezegde  „grondig  onderricht",  dat  evenwel  als  118  bij  een 
exemplaar  der  Progress-Tabulen  ingebonden  bewaard  gebleven  en  in  1866  door 
Oieswald  gepubliceerd  is» 
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schaden  der  vberigen  sahlen ;  kan  jhne  auch  etwa  aoff  erhai- 
eehnng  der  notdnrSt  erlengern.  Jtem  lesset  sioh  also  die  gantse 
sahl  Tnnd  der  Bmoh  mit  einander  durch  alle  species  arithmetic» 
handlen  wie  nur  eio  sahl.  Als  wann  ick  rechoe  365  gulden 
mit  6  per  cento  wievil  bringt  es  desz  Jars  interesse?  das  stehet 
nan  also.  3(65 

Tnd  bringt  21  gulden  vnd  90  hundertheil ,  6  mal 

Oder  9  zehentheil,  das  ist  54  kr.  facit  21  (90'' 

(p.  48). 

Inderdaad  bedient  Bürgi  zdch  zoowel  in  zgn  Arithmetica  >) 
ala  in  zgn  Progress-Tabulen  van  tieodeelige  breuken.  «Bürgi 
gibt  nun  zunachst  eine  Anleitung  zur  Coss  oder  Algebra",  zegt 
Wolfin  zijn  beschrgving  van  de  Arithmetica  Byrgii  >),  „und  zwar 
theUs  zu  den  gewöhnlichen  algebraischen  Operationen,  theils 
aber  nameutlich  auch  zu  der  Yon  ihm  muthmasslich  uDabh&ngig 
Ton  Steyin  in  den  Oebrauch  eingefuhrten  Dezimalrechnung. 

Den  grössten  Sinus  setzt  er  gleich  der  Einheit,  und  alle 
andem  Sinus  drückt  er,  ganz  fthnlich  wie  es  in  der  Neuzeit 
gebrftuchlich  ist,  in  dieser  Einheit  aus;  nur  fehlt  das  Komma, 
welches  er  nöthigenfalls  durch  eine  vor-,  oder  unter^gesetzte 
Null  ersetzt').    So  stimmen  seine 


<)  Een  MS,  dat  sicb  in  de  bibliotheek  der  eterren waobt  te  Pulkowa  bij 
8t*Petertbnrg  bevindt  en  door  Bürgi  waariobijnlijk  in  1 '^92/98  it  sameogetteld. 

*)  Wolf,  Aatrooomiache  Mittheiliingen  XXXI,  in:  Vierteljahniohrift  der 
NaturforMhenden  OeaelltGbaft  in  Zurich,  17*^  Jahrgang,  Zurich  1S72,  p.  261. 

')  In  een  noot  maakt  Wolf  de  opmerking  en  herhaalt  se  in  tijn  Handbuoh 
der  Astronomie,  ihrer  Geschichte  und  Utteratur,  1*^'  Haibband,  Zurich  1890, 
p.  S3 ,  dat  Bürgi  aieb  later  ^ach  Keplera  Zeugnie'*  van  een  komma  ala  deoimaal- 
taeken  bediend  heeft. 

Maar  Wolf  citeert  Keplerd  Zeugnie  (p.  60)  uit  Kepleri  Opera  Omnia ,  ed.  Frieoh, 
▼ol.  V,  Francofurti  a.  m.  et  Erlangae  1864,  waarin  de  decimaal  baken,  waarvan 
Kepler's  Aueaiug  auas  der  Yralten  MeseeEunst  Archimedie,  Lints  1626,  wemelt, 
door  komma's  vervangen  aijn ,  sonder  de  aanteekening  van  Prisoh  over  te  nemen , 
dat  nKeplenis  eoripsit  21  (  90"  (p.  647) ! 

Al  had  evenwel  Eepler  sicb  van  decimaalkomma*s  bediend,  dan  sou  hieruit 
sonder  nadere  bevestiging  nog  niet  mogen  worden  afgeleid,  dat  dit  teeken  van 
Bürgi  afkomstig  is.  Niettemin  beweert  Cantor  in  zijn  Yorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik,  2^  Band,  Leipsig  1892,  p.  667,  op  gesag  van  Wolf:  ^Ein 
Pünktehen  oder  eine  den  Einem  ihre  Wölbung  zukehrende  Halbklammer  sur 
Abgrensnng  von  Desinuüstellen  scheint  sueiat  Jooet  Bürgi  benutat  au  haben". 
Sn  Unger  in  zijn  ^nach  den  Originalquellen  bearbeitete"  Methodik  der  praktisohen 
Arithmedk  in  hiatoriseher  Entwickelnng  vom  Ausgange  des  Mittelalteia  bis  auf 
die  Gegen wart,  Leipsig  18S8,  p.  104,  zegt  beslist:  „das  Oeeimaikomma  fUhrte 
Kepler  ein". 
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1414    1414    01414    001414 

o     o 

mit  nnsern 

141,4        1,414        0,1414        0,01414 

übereiD.  Auoh  die  abgekürzte  Multiplicadoa  kennt  and  lehrt 
er  in  der  jetrt  noch  gebr&ncfalichen  Weise,  wie  das  seiner 
Schrift  entnommene  Beispiel 

01234 
12368 


01234 

0246 

8 

037 

0 

06 

1 

0 

9 

01526 

zeigt,  und  bei  Diyision  oder  Wurzelausziehong  hd^ogt  er  dem 
Diyidend  oder  Badicand,  wie  wir  es  za  thun  pflegen,  nothigenfidls 
Nullen  an."  ^ 

En  in  de  inleiding  der  Progress-Tabulen  vindt  men  o.a.  128099789 
geschreven  met  de  bgvoeging :  „und  werden  alle  Zeit  bisz  unter 
die  ^  ganze  verstanden  und  die  folgen  der  Bruch'*  ^).  Bürgi's 
schrgfwgze  herinnert  evenwel  genoegzaam  aan  Stevin's  notatie» 
om  de  veronderstelling  te  wettigen,  dat  Bürgi,  die  omstreeks 
1592  zijn  Arithmetica  en  tusschen  1603  en  1611  zijn  Progress- 
Tabulen  te  Kassei  samengesteld  moet  hebben,  met  Stevin's 
Thiende,  die  in  1585  te  Leiden  verscheen,  bekend  geweest  is. 
Weliswaar  verstond  Bürgi  Orieksch  noch  Latijn  >),  maar  dit 
bezwaar,  door  Cantor  aangevoerd'),  vervalt,  daar  De  Thiende 
zoowel  in  de  Ylaamsche  als  in  de  Fransche  taal  werd  uitge- 
geven. 

Evenals  Eepler  voor  Bürgi,  zoo  maakt  de  Frankforter  ge- 
neesheer Johann  Hartmann  Beyer  (1563  —  1625)  in  zijn  Logistica 


*)  Gieswald ,  Jiutai  Bjrg  ali  Mathematiker  und  desMii  Einleitung  in  Mine 
Logarithmen,  p.  29,  in:  Bericht  über  die  St.  Johannis-Sohule,  Dansig  1S66. 

>)  In  de  Toorrede  der  Arithmetica  segt  Bürgi  yan  aioh  aelf:  yfiu  loh  doch 
Giieohisoher  und  lateiniioher  sprach  uner£fthren  und  derohalben  die  Jenige, 
wölliohe  hiervon  geiohriben  in  Jrer  rechten  spraoh  nit  Temehmen  khönde*'.  (Wolf^ 
Aatronomieohe  Mittheilungen  XZXI  ,  t  a.  p.,  p.  248.) 

*)    Cantor,  t.  a.  p.,  p.  6S7. 
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DeoimaliSf  Fianckfurt  a/M  1619 1),  Toor  zioh  self  aanspraak 
op  de  eer  der  uitYinding  van  de  tiendeelige  breuken.  De  ge- 
woonte der  sterrenkundigen,  om  bogen  kleiner  dan  een  graad 
in  seetigdeelige  scrupula  uit  te  drukken,  bracht  Beyer,  die  adch 
in  zgn  Yrgen  tgd  dikwijls  «mit  mathematifichen  kunsten 
erlustrirte",  naar  bg  zelf  mededeelt,  in  1597  op  het  denkbeeld, 
om  de  sestigdeelige  indeeling,  die  lastige  berekeningen  yereischt, 
te  yervangen  door  een  tiendeelige,  daar  een  zoodanige  bg  de 
optelling  en  de  aftrekking,  maar  Tooral  bg  de  vermenigTuldi- 
ging  en  de  deeling  boven  elke  andere  de  yoorkeur  verdient. 
Hij  noemt  de  tiendedeelen ,  honderdstedeelen ,  duizendste- 
deelen,  .  .  .  «erste,  zweite,  dritte,  .  .  •  Zehnder",  «erste, 
zweite,  dritte,  .  .  .  Scrupur  en  gPrimen,  Secunden,  Tor- 
zen, .  .  .",  plaatst  achter  het  cgfer  der  ééntaUen  een  stip  en 
boven  dit  en  de  cijfers,  die  aan  de  rechterhand  er  van  staan 
(meestal  evenwel  slechts  hier  en  daar),  de  indices  O,  I,  II, 
ni,  lY,  Y,  .  .  .,  om  hun  betrekkelgke  waarde  aan  te  duiden; 

o       lU  V  V 

bv.:  45.80932  :=  45,80982  en  8.798  =  8,00798. 

Hoewel  Beyer  den  naam  van  Stevin  nergens  vermeldt,  ver- 
toonen  zgn  Primen,  Secunden,  Terzen,  .  •  •  zooveel  gelgkenis 


>)  Logitdca  Deoimalii:  /das  ut:  /  Künit  Beohnung  der  /  Zehmtheyligen 
Bniolieii.  /  denen  Oeometria,  Astronomii,  Landtmaaaern ,  Inge-  /  neum,  Viairarn, 
▼nd  ina  gemein  allen  Meohaniota  vnd  Arithme-  /  tioia  su  Yngiaublieher  Leiohtening 
jhrer  Müheaamen  Beehnangen,  Extra-  /  ottooen  der  Wurtzeln,  aonderlioh  auai 
den  Inationalsahln,  auch  sur  Conatm-  /  otion  einer  newen  Tabul«  Sinuum  vnd 
andanr  vielerhandt  /  nütalioher  canonum ,  k  c.  Tber  die  maas  dienat-  /  lioh  ynd 
nothwendig.  /  Beachrieben,  duroh  /  Johann  Hartmann  Beyem,  D.  Med.  ord.  /au 
Franckfurt  am  Meyn.  /  Anno  M.DC.XIX.  /  Oetniokt  an  Franckfurt»  /  duroh 
Nioolaum  Hoffmann ,  In  verlegung  /  Jacob  Fiichera  8.  Erbeo.  / 

ünger ,  t.  a.  p. ,  p.  106 ,  yermeldt  een  uitgaaf  der  Logiitica  DedmalSa  Tan 
1608 ,  maar  niet  als  .,bron"  en  aohijnt  dit  werk  dua  niet  self  onder  de  oogen  gehad 
te  hebben. 

Op  een  deabetreff»nde  aanvraag  bij  de  Stadtbibliothek  te  Frankfort  a/M  ontving 
ik  de  mededeeling ,  dat  de  ,,BibUothek  von  Johann  Hartmann  Bejen  Logiitioa 
I>eeimaliB  nor  eine  Auagabe  von  1619  beaitst,  die ,  naoh  der  Yorrede  su  aehlieasen, 
die  erate  iat". 

Niet  onvermeld  mag  evenwel  blijven ,  dat  in  twee  brieven  van  Bejer  aan  Kepler, 
ged.  29  September  1616  en  28  April  1617,  decimale  breuken  voorkomen  met  de 
notatie: 

444,  2*,  8",  4"',  0*^  Z"  +  =444,28408  .... 

(Keppleri  Alionimque  Bpiatol»  Mutu»,  ed.  Ha&sch,  Lipaia  1718,  Bpiat  262 
k  268.) 
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met  de  Primes,  Seoondes,  Tierces,  •  •  •  ran  La  Dimae,  dat 
sgn  bekendheid  met  Steyin's  werk  bezwaarlijk  betwgfeld  kan 
worden.  Hoe  dit  zg ,  de  prioriteit  der  vinding  komt  aan  Stevin 
toe,  die  buitendien  Bürgi  in  Tolledigheid  van  behandeling  en 
beide  zgn  mededingers,  wat  de  toepassingen  betreft,  zeer  Terre 
achter  zich  laat. 

Eeeren  we  tot  Stevin  terug.  Diens  keuze  yan  een  notatie  voor 
de  tiendeelige  breuken,  waarin  hg  niet  zeer  gelukkig  geweest 
is,  Tindt  haar  verklaring  in  de  hem  alleen  eigen  manier,  om 
de  machten  van  de  onbekende  in  een  vergelijking  aan  te  duiden 
door  de  exponenten  zonder  meer  ieder  binnen  een  kring  te 
plaatsen,  een  navolging  van  de  sohrgfwgse  i,  i,  i,  .  .  ., 
waarvan  Bombelli  zich  in  zgn  Algebra,  Bologna  1672,  bedient  *). 
Zoo  vindt  men  in  Stevin's  Arithmétique,  Leyde  1585,  een 
gegeven  getal  met  ©  en  de  machten  van  de  onbekende  met 
(ï)>  ©*  (D»  •  •  •*)  aangeduid;  aldus: 

1  (D  egale  a  —  6  ®  +  16 , 
9(i)+12(D  egales  k  SO©  +  204®  +  171, 
waarvoor  wg  thans  schrijven: 

x^  =  —  6x+16, 
9a;*  +  12a;»  =  30a?»  +  204a?  +  171. 

1)    qu*aiM8i  a  lué  Raphael  Bomb«lle,  exepte  (Q), 

Oirard,  OeaTree  Mathématiques  de  Stevin,  Leyde  1684,  Vol.  I,  p.  8. 

>}  Zelfs  merkt  Steyin  uitdrukkelijk  op ,  dat  hv,  |  binnen  een  kring ,  den 
kubiekwortel  uit  het  quadraat  van  de  onbekende  ion  beteekenen ,  zonder  eveowel 
Tan  dese  s.  i.  nntteloose  uitbreiding  yan  het  begrip  macht  gebruik  te  willen  maken. 

^Touteefoia",  aegt  hij,  ,4a  1  on  circle  aeroit  Ie  charactere  de  racine  de  ^^ 
parceque  Ie  mesme  (suiTant  la  reigle  de  multiplication  des  autres  quantites) 
multiplié  en  soy  donne  produict  (^ ,  k  par  consequent  }  en  un  circle  aeroit  Ie 
charactere  de  racioe  quarrée  de  (g)»  par  ce  que  telle  |  en  circle  multipliée  en 
soy  donne  produict  (g) ,  k  ainsi  des  autres ;  de  sorte  que  par  tel  moyen  on  pourroit 
de  toutes  simples  quaotites  extraire  especes  de  raoines  quelcooques ,  oomme  racine 
cubique  de  (^  seroit  }  en  circle,  ko 

Or  si  r usage  de  telles  quantites  pouvoit  avancer  en  la  reigle  de  trois  algebraiqae 
(▼ulgairement  dicte  equation]  k  s^avoir  que  par  icelles  on  sceost  yenir  au  dessus 
des  quantites  (^  (g)  @  (X)  ®  ^  ^^  ^^  Ferrare  —  d.  w.  a.  de  yierde-machts- 
▼ergelijkiogen ,  die  door  Ludoyico  Ferrari  (1622--1662)  aijn  opgelost  -^  (oe 
qu'ayons  tenté,  mais  combien  qu'ainsi  je  pouyois  eztmire  racines  de  toutes 
quantites;  toutesfois  n'y  ayons  peu  ayenir,  comme  k  son  lieu  en  dirona  plus 
amplement)  certes  leur  usage  seroit  par  raison  k  oonoeder.  Mais  n'estant  cela 
pour  l'heure  pas  aiosi ,  userons  seulement  les  yulgaires  entieres ,  d'autant  plus  que 
toutes  computations  algebraiques  se  peayent  aoheyer  saoa  ieelles." 

Oirard,  t.  a.  p,  p.  S. 
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B9  meer  onbekenden  ondavoheidt  Steyin :  «qnantitez  premie- 
rement  poBées  on  poaitiTes'*  (onze  x)  en  ^quantites  postposées" 
met  name  ,seeondement,  tiercement,  .  .  •  poeées"  (onze  y, 
z^  .  .  .)  en  dnidt  dese  met  de  YoonroegBels  ^seo,  ter,  •  •  •** 
aan,  sooals  nit  den  aanhef  Tan  de  «BriefVe  Collection  des 
Gharacteree  qn'on  uaera  en  ceste  Arithmetique"  ^)  moge  blgken: 
Lee  oharaoteres  rignifians  qnantites  aont  tela. 
(0)    Commencement   de   qnantité   qui   est  nombre  Arith.  on 

radical  quelconque. 
(2)    prime  qnantité. 
(^    seconde  qnantité. 
(g)    tiercé  qnantité. 
(^    qnarte  qnantité,  Ac. 

Les  oharaoteres  signifians  postposées  qnantites  sont  tels. 
1  sec  (D  Yne  prime  qnantité  secondement  posée. 
4  ter  (D  Qnatre    secondes   quantitez  tiercement  posées ,   ou 

procedans  de  la  prime  qnantité  tiercement  posée. 
1  (^  sec  d)  Produict   d'nne   prime   qnantité  par  une  prime 

qnantité  secondement  posée. 
5(^  ter(|)  Produict   de   cinoq   quartes  quantites   par    une 
seconde  qnantité  tiercement  posée, 
waarroor  wg  thans  schrgTon: 

a,  Xj  sflj  re*,  a?*,  y,  iz^j  xy  en  5a?*A 
Waar  dus  Stevin  in  zgn  Arithmétiqne  de  machten  van  een 
zelfde  grondtal  als  commencement  de  qnantité,  prime  qnantité, 
seconde  qnantité,  .  .  .  onderscheidt  en  in  zgn  Thiende  de  ge- 
heelen  bc^nselen ,  de  tiendedeelen  eersten ,  de  honderdstedeelen 
tweeden»  .  .  .  noemt,  daar  ligt  het  vermoeden  Toor  de  hand, 
dat  hg  bg  de  kenze  van  zgn  notatie  Toor  de  tiendeelige  breu- 
ken met  (^,  d),  (D,  ...  de  machten  ?an  1/10  heeft  willen 
aanduiden. 

Buitendien  zullen  de  Latijnsche  benamingen  sompula  prima, 
secnnda,  tertia, ...  en  (partes)  minuti»  prim» ,  secundsBi  terti», 
.  .  .  Toor  minuten,  seconden,  tertiên,  .  .  .,  alsmede  de  ten 
tgde  Yan  Ste?in  reeds  lang  algemeen  gebruikelgke  schrgfwijze 
25'  37"  54'",  waar  de  accenten  Romeinsche  cijfers  yerbeelden, 
wel  niet  zonder  invloed  op  diens  keuze  geweest  zgn. 
Niet  onvermeld  eindelgk  mag  blgven ,  dat  Stevin  zich  in  zgn 


O    Girard,  t  a.  p.,  p.  19. 
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Wiflconstige  GedachtenidBen ,  Leyden  1605/8,  bg  de  sesfig- 
deelige  indeeling  yan  graden  (die  hij  ^trappen"  noemt),  oren  en 
dagen  soms  van  dezelfde  notatie  bedient  als  bij  de  decimale 
brenken.    Bt.  : 

127  tv.  64(1);  86  tr.  12(l)80(D'); 
Sonnens  middelloop  yan  een  dach: 

59,(1)8.17. 18. 12.31  «); 
lanckheyt  des  jaers  by  Ptolemeus : 

365  daghen  5  uyren  55  (1)  12  (D «), 
in  ander  verdeeliug  sonder  uyren  te  noemen: 
366  daghen  14(l)48(D«). 

Wg  laten  thans  een  oyerzicht  volgen  yan  de  yersohiliende 
wgzen,  waarop  men  de  tiendeelige  breuken  geschreven  vindt 

Stevin ,  de  grondlegger  der  nieuwe  rekenwgse ,  bedient  nch, 
iooals  we  reeds  weten,  in  De  Thiende,  Leyden  1585,  van  de 
sehrijfwgze : 

941(0)  3(1)  0(D4(D, 

maar  plaatst  bg  de  uitvoering  van  bewerkingen  de  aanwgzers 
soms  boven,  soms  onder  de  ogfers;  van  nullen  aan  de  linker- 
hand maakt  hg  geen  gebruik: 

8(£)2(D;     5(D2(D9(J); 
een  enkelen  keer  komt  een  gebroken  decimaal  voor: 
13(2)3(J)3(D3i@. 

Stevin's  omslachtige  notatie  sohgnt  weinig  navolging  gevonden 
te  hebben.  De  Decker  bedient  zich  er  van  in  zijn  Eerste  Deel 
van  de  Nieuwe  Telkonst,  Ter  Ooude  1626  (diens  Nieuwe  Tel- 
konst,  inhoudende  de  Logarithmi  voor  de  Ohetallen  beginnende 
van  1  tot  10000,  enz.,  Ter  Goude  1626,  en  diens  Nieuwe 
Rabat-Tafels,  Ter  Goude  1630,  heb  ik  niet  kunnen  raadplegen), 
maar  laat  niet  zelden  de  aanwgzers  weg  op  dien  aan  de  rech* 
terhand  na: 

006260  (D  =  0,006260. 

En  in  een  onvoltooid  MS  van  Frans  van  Schooten  van  om- 
streeks 1622  komt  op  p.  7  onder  het  opschrift:  ^Yande  Tiende 


I)    SteYÏn,    Wisoonstige  Gedachtenüsen ,   Eerste  Stuck,  Tuit  Weeraltadirift, 
Leyden  1608,  Sente  Deel:  Vanden  Driehouokhandel ,  p.  69. 
>)    Steyin,  t.  a.  p.,  Derde  Deel:  Tanden  Hemelloop,  p.  1$. 
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Getallen'^,    Stevin^s   notatie  in  yereeniging  met  de  komma  ak 

decimaalteekeo  voor: 

846,876  (D  0- 

Bürgi  maakt,  sooals  reeds  medegedeeld  is,  in  zi}ii  Arithmetioa 

1592/98,  gebruik  Tan  de  sohr^wgzen : 

1414;         1414;        01414;        001414; 
o  o 

in    de   inleiding  van  sgn  Progress-Tabulen ,  1603—1611,  yindt 

men  geechreTen: 

128099789;  40200309;  60400;  0749472554  ===  0,749472554. 

De  Arithmetica  en  de  inleiding  der  Progress-Tabulen  egn 
eyenwel  door  Bürgi  niet  in  drak  gegeven  en  hebben  dienTol- 
gens  op  de  definitieye  keuxe  Tan  een  notatie  weinig  invloed 
kunnen  uitoefenen. 

Pitiacus,  die  van  Bürgi  onderwijs  genoten  schgnt  te  hebben'), 
al  weet  men  niet  waar  en  wanneer,  maakt  in  zijn  Trigonometria , 
AngustiB  Yindelicorum  1608  (alsmede  in  de  Frankforter  editie 
van  1612,  maar  niet  in  de  Augsburger  van  1600),  melding 
vao  de  tiendeelige  breuken ').  Hg  schrgft ,  evenals  Bürgi  soms : 
09  =  0,9;        05176881  =  0,5176881. 

Cantor's  meening  *) ,  dat  Pitiscus  in  den  Oanon  Triangulorum 
achter  zgn  Trigonometria  de  stip  als  deoimaalteeken  zou  ge- 
bruiken, waarin  ligt  opgesloten,  dat  ons  deoimaalteeken  Tan 
dezen  (en  Bürgi)  afkomstig  zou  wezen ,  berust  op  een  misver- 
stand. In  Pitiscus'  tafel  zgn  de  sinussen ,  tangenten  en  secanten 
berekend  voor  stralen  van  verschillende  grootte:  10*,  10^,  10^, 
10*,  10*^,  10",  zelft  10".    Door  middel  van  stippen  wordt  aan- 

^)  Bieieiw  de  Haan,  Boowitoffen  Yoor  de  Oeaohiedenu  der  Wii-  en  Katniir- 
knndise  Weteniehappen  in  de  Nederlanden,  1878,  p.  267. 

•)    Adbuc  aliter,  per  aabteniat:  ex  mente  Jueti  Bjrrgij. 

PidBcoa,  Trisonometria ,  August»  Vindelieomm  1608,  p.  40.    (De  aan- 
halingen uit  de  editie  van  1608  komen  niet  in  die  yan  1600  toot.) 

*)  Ostendit  enim ,  omnee  iataa  aubteneaa  etse  minorea  radio ,  k  quasi  partes 
qoasdam  radij:  qum  partes  vulgo  sio  scriberentur ,  ^VMWo  "^  multö  compen- 
dioaior  k  ad  oalculum  acoommodatior  est  iata  scriptio  06176381.  Omnino  autem 
idem  ifti  numeri  yalent,  siout  hi  duo  numeri  09  &  A  idem  valent. 

Pitisous,  t.  a.  p.,  p.  39. 

*)  Dieser  Trigonometiie  [yan  Pitiscus]  sind  Tabellen  beigegeben ,  welohe  die 
trigonometriaehen  Unien,  Sinus  u.  a.  w.,  Uefern,  und  swar  in  der  Auflage  yon 
1612  [die  yan  1608  kent  Caotor  niet]  mit  Desimalstellen ,  welohe  duroh  einen 
Pvnkt  Ton  den  übrigen  Stellen  getrennt  sind. 

Cantor,  t  a.  p.,  p.  666. 
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geduid,  waar  m«n  ze  moet  afbrekeD,  als  men  den  Btraal  =  10*, 
en  waar,  als  men  den  straal  =  10"*  wil  stellen;  yandaar,  dat 
in  sommige  sinussen  en  secanten  twee  stippen  Toorkomen. 
Waar  geen  stip  staat,  zooals  in  de  tangenten  en  seoanten  van 
meer  dan  85°,  moet  de  straal  op  10*  gerekend  worden ,  tenzg 
door  vergelgking  met  sinussen,  tangenten  en  secanten  van 
dezelfde  kolom  anders  blgke. ')    Bt.  : 

dn  1' 48  sin  26°31'   .  .  44645.81 

sin  2' 97  sin  83°  39'   .  .  99386.482 

sin  3" 1.45  sin  87°  42'   .  .  99919.4395 

rin  4" 1.94  sin  89°  57'  8' .  99999.96523 

sin  5" 2.42  rin  89°  59'  17"  99999.99782.7 

sin  2° 47'.  .  .  4855.92  sin  89° 59' 31"  99999.99901.16 

tang  l" 48  tang  84°  23'.  .  .  .  1016833.16 

tang  34"    ....    16.48  tang  85°  8'  ....  1174478 

tang  75°  19'  381629.57  tang  89°  59'  13"  438861282 

seo  12"   .  .  100000,00019.86    sec  25°  26' 110731.475 

sec  39"    .  .  100000.00178.7      sec  34°  45' 121706.78 

sec  1'  14"  .  100000.00644         sec  87°  42' ...  .   2491790 
sec  1°30'  .  100034.2792  sec  89°  59' 58"  10313240313 

Pitiscus  bedient  zich  dus  in  zgn  Canon  Triangulorum  Tan  de 
stip  niet  als  decimaaU  maar  als  soheiteeken,  evenals  men  reeds 
sedert  het  midden  van  de  veertiende  eeuw  gewoon  was  geweest 
groote  getallen  gemakshalve  door  komma's  e»  stippen  in  groepen 
van  drie  cijfers  te  verdeelen;  een  decimaalteeken  echter  kent 
Pitiscus  evenmin  als  Bürgi. 

Eepler  bedient  zich  aanvankelgk  van  de  haak  als  decimaal- 
teeken, zooals  mag  blgken  uit  de  voorbeelden: 

2 (06  ;  36 (5654 ;  45 (012 ; 
(5    ;                 (2647;  0(3      ; 

*)  Badiam  aasumsimuB  pro  neceSBitate  ▼arium.  Nempe,  vel  quinq; ,  Tel  septaoi, 
vel  octo ,  vel  novem ,  vel  decern ,  vel  undecim ,  vel  etiam  duodedm  notanim. 
Quam  Yarietatem  prudens  logiata  facile  conoiliabit:  semper  tanUi  magnitudinif 
radium  ad  oalculum  adbibendo ,  ad  quanls  magnitudinia  radium  quilibet  in  canone 
numerus  factua  sit.  Quod  ut  statim  appareat,  sinus  tangentee  k  seeantea  ad 
radium  100000.  factos,  k  csDteris,  quèm  pro  isto  radio  majoribus  puncto  inteijeeto 
ubiq;  discrevimus.  Imd »  ubi  plusquam  decern  notarum  est  radius  ,  etiam  alteram 
punctum  interjecimus:  quo  sinus  tangentes  k  secantes  radij  decern  notarum  k 
sinibus  tangentibus  &  secantibus  raaioribus  è  vestigio  discerni  dignoeci'q;  poesent 
Ubi  nullum  punctum  apparet,  ibi  radius  tantum  est  quinq;  notarum.  (lOOOOO.) 
ut  in  omnibus  tangentibus  k  secantibus  postremorum  quinq;  graduum. 

PitisooB,  t.  a.  p.,  p.  74. 
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die  aan  zijn  Auszzug  ansz  der  Yralten  MesseÉunst  Archimedis, 
Lintz  1616,  zgo  ontleend;  in  zijn  Nova  Stereometria  Dolionim 
Yinariorum,  Lincii  1616,  waarvan  de  Auszzug  een  omwerking 
is ,  komen  nog  geen  decimale  breuken  Yoor ,  hoewel  zgn  kennis- 
making met  Bürgi  van  1603  dateert.  Later  maakt  Kepler  in 
zijn  Chilias  Logarithmorum  ad  totidem  Numeros  Rotundos, 
Marpurgi  1624,  en  in  zijn  TabulsB  Rudolphin»,  Ulm»  1627, 
uitsluitend  Tan  de  stip  gebruik. 

Beyer  eindelyk,  met  wien  we  ran  de  Duitsche  wiskundigen 
afscheid  nemen ,  scheidt  in  zijn  Logistica  Decimalis ,  Franckfurt 
1619,  de  geheelen  door  een  stip  van  de  breuk,  maar  behoudt 
de  aanwijzers  en  laat ,  wat  zeker  geen  yerbetering  mag  heeten, 
de  nullen  aan  de  linkerhand  uit  de  breuk  weg: 

o        III  V  V 

46.80932 ;  8.798. 
Bij  onze  westelijke  buren  yinden  we  door  Napier,  den  ,Eing 
of  Numbers",  in  zgn  Rabdologia,  Edinburgi  1617,  onder  ver- 
melding van  8teyin*B  notatie  en  van  diens  Arithmetica  Decimalis, 
de  in  1608  verschenen  Engelsche  bewerking  van  De  Thiende, 
driemaal  een  komma  als  decimaalteeken  gebruikt,  eenmaal  zelfs 
met  weglating  van  de  aanwgzers: 

I    II  III  I   II  III  Uil 

199  3,27  3;       1993,273;       1994,916  O')- 

')  a)    Admonitio  pro  DeeiaaAli  Arithmetioa« 

Varum  li  ditptioeant  ha  fraotionea  [gewone  breuken] ,  quibus  eooidiint  diveni 
denomuiatoiee ,  propter  düBeuItatem   operandi  per  eaa,  ft  magia  arrideant  alm, 

quarnm  denominatorea  aost  temper  paitea  deeim», 

^^  oentiaimn,   milledmn,    fto.  quaa  dootiaaimos  iUe 

13^  Mathematicna   Simon   Stevinua  in  ava  Deoimali 

}/  Arithmetica  aio  notat,  k  nominat  ^  primaa,  (^ 

...  *  tecundaa,  (g)   tertiaa:    quia  in  hia  fraotionibua 

402  eadem   eat   faoilitaa  operandi  qu»  eet  integrorum 

429  numerorum,  poteria  poet  finitam  Yulgarem  diyiai- 

861094  000  (  1903  278         onem,    k   periodie  aut  oommatibus  terminatam, 

432  (ut    hic    in    mArgine)    adiieere    dividendo,    aut 

3ggg  reliquüa  unam  oyphram  pro  deoimit,  dnaa  pro 

3333  eentedmii,    k  tree   pro   milleaimia,    aut  plurea 

1233  deinoepa  ad  libitum :  k  cum  hia  prooedere  operando 

ut  supra,  Ycluti  in  auperiore  ezemplo  bic  repetito 

^^  (oni  tree  ojphraa  adiecimua)  fiet  quotiena  1098,278 : 

'®^^  qui  ngnificat    1003   integra:    k   278    milleaimaa 

[DeeItel=S61004;  dee]er=4d2.]  partes,  seu  ^c*  «eu  (ez  Steyino)  1008,2  7  3: 

reHquin  autem  noyiaaim»,   64,   in  hac  decimali 
Anthmetica  spemuntur ,  quia  ezigui  aunt  yaloria ,  k  similiter  in  similibua  ezemplis. 

Napier,  Babdologia,  fdinburgi  1617,  p.  21. 
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Adriaen  Ylack,  i»  „konBÜieTende"  cbef  der  uitgevenfiniia 
Pieter  Rammaseyn,  «Boeckverkooper  inde  oorte  Oroeoendal, 
int  Yeigult  ABO"  te  Oouda,  Tan  wien  de  eerste  yolledige 
tafel  Tan  de  gevone  logarithmen  der  getallen  Tan  1  tot  100000 
in  tien  decimalen  afkomstig  is,  die  als  ,Editio  Secunda  aucta 
per  Adriannm  Ylaoq  Qoudanum"  Tan  Briggs'  Aritfametica 
Logarithmieay  Londini  1624  —  maar  zonder  diens  medeweten  — 
in  1628  te  Gouda  Terscheen,  TerTangt  in  de  Nederlandsche 
bewerking  Tan  de  Rabdologia,  die  hy  onder  den  titel :  ^Yande 
Tellingh  door  Bootjes",  Toor  De  Decker's  Eerste  Deel  Tan  de 
Nieuwe  Telkonst,  Ter  Ooude  1626,  ,in  Duyts  oTorsettede", 
Napier's  notatie  weer  door  die  Tan  StoTin: 

1993,273;  1993®2®7@3(D;  1994®  9(1)1(1)6(1)0® '). 

Etouzoo  treft  men  StoTins's  notatie  aan  in  de  Latgnsche 
uitgaTen  der  Kabdologia,  die  in  1626  en  1628  te  Leiden  Ter- 
schenen. 

In  Napier's  ouToltooid  gebloTon  „booke  of  Arithmeticke  and 
Algebra",  zgn  Ars  Logistica  en  zijn  Algebra,  die  misschien 
Tan  TÓór  1594  dagteekenen  en  in  1889  door  Mark  Napier  te 
Edinburgh  zijn  uitgegeTen,  komen  geen  tiendeelige  breuken 
Toor,  OTenm^n  als  in  zijn  Mirifici  Logarithmorum  Oanonis 
Descriptio,  Edinburghi  1614. 

Maar  in  zijn  Mirifici  Logarithmorum  Canonis  Oonstructio, 
Edinburghi  1619,  die  TÓór  de  Descriptio  is  samengesteld»  doch 
pas   twee  jaren   na   Napier's   dood   door  diens  zoon  Robert, 

è)    Ezemplum  huini  compendii. 

[Terkorte  Termenigyuldiging.] 

Cum  diameter  drouli  100000  det  peripheiiam  81416  feiè,  qunritm  diameter  636 

quantam  habeat  peripheriam  P  numeri  wouDdi  31416  aextuplnm, 

triplum,  k  quintuplum  (alMoiani  deztimii  k  inutilibui  fign- 

^  *  ris)  sunt  18849  . ,  0942  .  .,   ft  167  .  .  .,   qiiibua  ad  lanun 

ttquatis  per  adjectionem  oyphrtt ,  ut  in  Cap.  de  multipUcatione 

_  *  *  diximus  k  decussatim  (ut  k  margioe)  locatie ,  k  (prater  quatuor 

8  deztimornm  locorum  figurae)  additie,  provenit  numerua  1994 

eeu  1996  ferè,  pro  quarto  qumito.  Verum,  ei  quando  quartum  hunc  pivcieè  magie 

quam  facile  produoere  velic,  perflciéda  est  mnlttplicatio 

gg  integrè,  ut  in  sequente  schemate,  ft  fiet  productum  1994, 

Oift  *     »   m  m 

°  9  I  6  U  (per  decimalem  Arithmetioam)  id  est,  1994i%V)fc 

1 ?el    1994ift,yfc  pro  quarto  quasito:    quod  per  Yulgarem 


635^ 

1884 

004 

16 

1994 


686^ 

1884 

094 

16 

1994 


,„„t^  abbreviationem  valet  1994ff|-    -Et  ita  in  omnibus  alüe. 

•^®®  Napier,  t  a.  p.,  p.  41. 

>)    De  Decker,  Eerste  Deel  vaa  de  Nieuwe  Telkonst,  Ter  Gonde  1636,  p.  20 
en  p.  89. 
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onder  medewerking  Tan  Briggs,  in  het  licht  verscheen,  vindt 
men  de  notatie  der  tiendeelige  breuken  verklaard  >)  en  bij  de 
benadering  der  logarithmen  de  decimale  rekenwgze  geregeld 
toegepast  met  de  stip  als  decimaalteeken  en  zonder  aanwijzers ; 
ontbreken  de  geheelen,  dan  wordt  er  geen  nul  vóór  de  stip 
geschreven,  een  gebruik ,  dat  tot  op  heden  met  name  onder 
Engelsche  schrgvers  navolging  vindt: 

25.803;  9999998.0006021;  .49997122;  .0004950. 

In  den  Canon  Hirificus  achter  de  Descriptie  komen  de  loga- 
rithmen evenwel  voor  zonder  decimalen,  afgerond  in  geheelen. 

Evenzoo  vindt  men  de  stip  als  decimaalteeken  gebruikt  in 
Wright's  vertaling  van  de  Descriptio»  die  Tan  1616  dateert 
en  waarvan  Napier  de  kopij  heeft  doorgezien^:  in  de  bgbe- 
hoorende  tafel  zgn  de  logarithmen  in  één  cijfer  minder  opge- 
geven dan  in  den  Canon  van  1614,  met  uitzondering  van  die 
der  sinussen  van  89^—90^,  waarin  dit  ogfer  door  een  stip  yan 
de  overige  cijfers  gescheiden  is.  Evenals  bij  Pitiscus  zou  men 
hier  echter  ook  aan  een  scheiteeken  zonder  meer  kunnen  denken. 

In  de  Toelichtingen  van  Briggs  bij  Napier's  aanhangsel  «Over 
de  berekening  van  een  ander  en  beter  soort  van  logarithmen", 
in  de  Constructio,  komt  naast  de  stip  de  breukstreep  als  deci- 
maalteeken voor: 

25118865  =:  2TftMmO- 


')  In  nomerii  periodo  tio  in  te  dittinotu,  qoioquid  po«t  periodum  noUtur 
frnotio  Mt,  cnjui  denominate  ett  vnitM  oum  tot  ojphrui  port  m,  quot  lunt 
fifuni  post  peii»dnm. 

Yt  10000000.04,  Tftlet  idem,  quod  lOOOOOOO^vt.  Item  26.803.  idem 
qnod  25TtJli.  Item  9090998.0006021,  idem  valet  quod  9999998T9iniSïSi* 
ft  sio  de  cwterif . 

Napier,  Miiifloi  Logarithmonun  Canonis  Constrnctb, 
Edinbarghi  1619 ,  p.  6. 
s)  Bnt  now,  lome  of  our  countrymen  in  this  ieland,  well  affected  to  theae 
studlea,  and  tlie  more  public  good,  procured  a  moat  learned  mathematician  to 
tranalate  the  lame  into  our  vulgar  Englisoh  tongue,  who  after  be  had  flniahed  it, 
tent  a  eopy  of  it  to  me,  to  be  seen  and  coneidered  on  hy  myself.  I  haTing  moet 
willingly  and  gladly  done  the  same ,  find  it  to  be  most  exact  and  precisely 
conformable  to  my  mind  and  the  original.  Therefore  it  may  please  you  who  are 
iaolined  to  these  studies ,  to  receive  it  from  me  and  the  translator ,  with  as  much 
good  will  as  we  recommend  it  unto  you. 

The  authors  Pre&oe  to  the  Admirable  Table  of  Logarithmes. 
*)    In  de  Lyon'sche  uitgaaf  van  de  Constructio  (1620)  vindt  men  de  breukstreep, 
waarvan  de  bedoeling  blijkbaar  niet  begrepen  is,  tot  onder  de  cijfers  van  de  ge- 
lieelep  doorgetro)tkeiit 
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Van  dezelfde  notatie  bedient  zich  Briggs  in  den  yerklarenden 
tekst  Tan  zgn  Arithmetica  Logarithmica,  Londini  1624: 

li-   4578  .   56234 1 82S .   ^00008  *   ^0004  ii> 

75;      067;  0002;     12124,86566,29881,6; 

maar   in    de   tafel  wordt  de  komma,   zoo  noodig  voora^egaan 
door  een  nul,  als  decimaalteeken  gebruikt: 
log  2  =  0,30102,99966,6398. 

Ylaok  behoudt  in  zgn  bewerking  yan  de  Arithmetica  Logarith- 
mica, OoudsB  1628,  in  de  tafel  de  schrgfwgze  van  Briggs, 
maar  herstelt  in  den  verklarenden  tekst  de  noemers  in  hun  eer: 

00041* 
lOOOOO' 

Oughtred  verbetert  in  zijn  Clayis  Mathematica,  Oxoni»  1631, 
de  Briggs'sche  notatie,  door  de  breukstreep  Tan  een  dwars- 
streep  te  yoorzien ,  die  de  cgfers  der  ééntallen  en  tiendedeelen 
scheidt,  en  een  nul  te  gebruiken,  om  het  ontbreken  Tan  ge- 
heelen  aan  te  duiden: 

0|66;     0|056;      0|00005;     246|914. 

Yan  dezelfde  notatie  bedient  zich  Wallis  in  zijn  Mathesis 
üniyersalis,  Oxoni»  1657;  in  zijn  Treatise  of  Algebra,  London 
1685,  daarentegen  maakt  hg  Tan  de  stip  gebruik. 

De  Schot  Hume  eindelijk  noteert  in  zgn  Traite  de  la  Trigo- 
nometrie, Paris  1636,  het  aantal  der  decimalen  in  Romeinsche 
cgfers  achter  de  breuk: 

77815125  .  Tüj  =  0,77815125; 
27944880467  x  .  ==  2,7944880467. 

Bg  Fransche  schrgvers  Tond  ik  in  Herigohe's  Cursus  Mathe- 
maticus, Tomus  II,  Paris  1634,  naast: 

0307  =  0,307  en  72345'''  =  72,345 

een  dubbelpunt  als  decimaalteeken  gebruikt: 

72:345;  6:04;  30:007; 

en    in  Dechales'  Cursus  seu  Mundus  Mathematicus,   Tomus  I, 
Lugduni  1674,  een  Tierkante  haak: 

4720[7489 ;        489[05 ;        0[00436. 
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In  ont  land  ign,  Toor  sooyer  ik  heb  kunnen  nagaan,  geen 
andere  decimaalteekens  in  gebruik  geweest  dan  komma's  en 
punten.  Zoo  Yindt  men  in  De  Graafs  Vier  Boeken.  Drie 
▼ande  Driehoeksmetinge »  En  een  vande  Telkunstigen  •  •  .  • 
Mitsgaders  ?ande  ontbindinge  der  Rechtlinische  en  Klontsse 
Driehoeken,  Amsterdam  1659,  Toor  de  telkunstigen,  d.  z.  de 
logarithmen,  Tan  2  en  1.02  opgegeven: 

0.30102.99966.6  en  0.00860.01717.6. 

IJit  een  en  ander  blijkt: 

1)  dat  men  met  inbegrip  van  een  paar  notaties,  die  ik  niet 
tot  bepaalde  personen  weet  terug  te  brengen,  een  breuk  als 
SSrMi  b^«  &I<Ï°B  geschreven  vindt: 

38(g)5®4(D7(D;  38547^    3854  7;   88647®;   38,547(D; 


mm       1  II  III     o     m  m 

88  6  4  7;  88,5  4  7;  38.547;  38.547;  88,5',4>''';  38547*^';  38547.iij; 

88547  ;        38547  ;        88(647  ;        38[647  ; 
o 

88557;        88A1X;    88[647 ;    88»*»;    8854,; 

88:547;        88-547;        38.547;        38,547; 
waarbij  de  Romeinsche  cijfers  I ,  II ,  en  III  meestal  door  accen- 
ten worden  aangeduid;  — 

2)  dat  komma's  en  stippen  weliswaar  reeds  sedert  het  mid- 
den van  de  veertiende  eeuw  als  scheiteekens  s^n  gebezigd,  om 
groote  getallen  in  groepen  van  drie  cgfers  te  verdeelen,  maar 
dat  ze  als  decimaalteekens  voor  den  eersten  keer  voorkomen, 
de  komma  in  Napier's  Rabdologia,  Edinburgi  1617,  en  de  stip 
in  diens  Mirifici  Logarithmorum  CanonisConstructio,  Edinburgh! 
1619  ,  waarvan  de  samenstelling  van  vóór  1614  dateert,  alsmede 
vermoedelgk  in  Napier- Wright's  Description  of  the  Admirable 
Table  of  Logarithmes,  London  1616,  „perused  and  approved 
by  the  Author".  Aan  den  wgsgeer  van  Merchiston  Castle  en 
niet  aan  Bürgi  en  Pitiscus,  noch  aan  Kepler,  hebben  wg  der- 
halve de  notatie  te  danken,  die  Stevin's  „Thiende  Telkonst** 
zoozeer  in  practische  bruikbaarheid  heeft  doen  winnen. 


Dlb 


OVER  DB  ONTWIKKELING  VAN  EENB  PUNCTIE  IN  EENB 
PACUITEITENREBKS 

DOOB 

De.  J.   C.  KEXIYVEE. 


In   het  Tolgende  wordt  onder  eene  faculteitenreeks  yerstaan 
eene  reeka  van  de  gedaante 

1!         .  2!  .  n! 


"^  ^'  z{z^X){z^%)^  •  •  •^'•2r(^+l)(^+2)...(«+n) 


+  .... 


Uit  de  bekende  formule 
r(a?)  =  Lira 


tt!  tt« 


n=oo  a;(a;+ l)(a?  +  2),..(a?-f«) 

Yolgt,  d^t  de  iaculteitenreeks  tegelgk  oonvergeDt  of  divergent 
is  met  de  reeks ,  waarvan  de  algemeene  term  is  \n  :  n«.  Laatst- 
genoemde is  absoluut  convergent  in  het  geheele  2;-vlak ,  indien 

Van  convergentie  is  geen  sprake,  indien  de  bedoelde  limiet 
grooter  dan  de  eenheid  is ,  mocht  echter 

Aii+i 


Lim 


<  1. 


lim 


=  1 


en 


Lim  n 


1  - 


An+l 


=  a 


zguy  dan  zal  de  reeks  convergeeren  voor  alle  waarden  van  0, 
die  voldoen  aan  de  voorwaarde 


en  divergeeren  wanneer 


Ie  +  a  >  1 , 
81  +  a  <  L 


T6 


Eene  lijn  in  het  ^-Vlak  op  afstand  —  a  +  1  Tan  de  as  der 
imaginairen  getrokken,  scheidt  het  conyergentie-  Tan  het 
divergeatiegebied.  In  hot  volgende  asal  worden  aangenomen, 
dat  deie  lijn  met  de  as  der  imaginairen  samenvalt,  en  zoo  zal 
dan  hier  alleen  gehandeld  worden  over  &culteitenreeksen , 
waarvoor 


I^im 


\n 


<  1, 


die   convergent   zgn   in   het   geheele   vlak,   en  over  de  zulke 
waarvoor , 


Lim 


Xn+l 


1 ,     Lim  fi 


h 


^n+l 


=  1, 


en   die   das  convergeeren  rechts   van   de  as  der  imaginairen, 
divergeeren  links  daarvan. 

Wij  stellen  nu  de  vraag:  onder  welke  omstandigheden  kan 
eene  gegeven  functie  ^{z)  door  eene  faculteitenreeks  van  boven- 
staanden  vorm  worden  voorgesteld.  Het  is  duidelijk ,  dat  voor 
tallooze  functies  eene  dergelijke  voorstelling  onmogelijk  is.  Eene 
eerste  voorwaarde  toch  ,  die  bevredigd  moet  zgn,  is,  dat  f(z) 
zich  holomorph  moet  gedragen  rechts  van  de  as  der  imaginai- 
ren» eene  tweede  is  blikbaar,  dat 

Lim  R^(B^^ 


(-i<»<f) 


eene  eindige  waarde  moet  hebben.  Men  overtuigt  zich  gemak- 
kelgk,  dat  deze  eigenschappen  der  functie  wel  noodig,  maarniet 
voldoende  zgn.  Eene  in  vele  gevallen  meer  afdoende  tieslissing 
op  de  gestelde  vraag  kan  verkregen  worden  met  behulp  van 
een  paar  integraalstellingen,  waarvan  het  beginsel  reeds  is 
toegepast  door  R.  Murphy  in  zgne  verhandeling:  ,0n  the 
inverse  method  of  definite  integrals  with  physical  applications.'* 
(Cambridge  Phil.  8oc.  Transact.  IV ,  p.  868).  Het  door 
Murphy  verkregen  resultaat  luidt  (met  eene  zeer  ondergeschikte 
wgziging  in  de  notatie):    Als 


*ix)=^jf^'f(f)d^ 
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sal  omgekeerd  f(i)  wordeo  gevonden  als  de  coëflBciênt  van  — 

in  de  ontwikkeling  Tan  (-^^{x). 

Algemeen   geldig   is  dit  resultaat  wel  niet  (men  neme  biJT. 

f{i)  =r  (1  -  Qt,    er   komt  dan  ^(x)  =--  jf ^  ^}^  en  de  Yoorge- 

U^H"  4) 
schreven  ontwikkeling  van  ^{x)t-^  doet  /(t)  niet  te  voorschgn 
komen),  Murphy  voegt  dan  ook  verschillende  beperkingen  toe. 
Hg  onderstelt,  dat  f(t)  behoort  tot  de  j^fiinctions  generally 
received  in  analysis*'  en  dat  ^{x)  is  j^essentially  composed  of 
negative  powers  of  ;r/' 

Intusscben  kan  men  met  eene  kleine  wgriging  en  omkeering 
in  de  volgorde  van  Murphy's  denkbeeld  gebruik  maken,  om 
eene  kenmerkende  eigenschap  der  facalteitenreeks  te  bewgsen. 
Uitgaande  van  de  reeks 

^   "  t 

die  minstens  rechts  van  de  as  der  imaginairen  convergeert,  kao 
men  berekenen  de  integraal 

in  de  onderstelling    |  ^  |  <  1. 
Term  voor  term  integreerende,  heeft  men 

j  y(y  +  l).,.(y  +  n)    ^     aJ       '    ^         '  J         v     . 
t—in  *+'-  •'• 

en  bedenkende,  dat 


ƒ 


a+foD 
t 


2wi  (   6  >  O 

ir* ,  voor      1   6  =r  O , 
O  (   6<0 


_  j^  —  {     ir* ,  voor      /   6  =r  O , 


ten  slotte 


2ir*   J  y(y  +  1) . . .  (y  +  »t)  o 

wat  ook  door  residuenrekening  te  vinden  is. 


11 

De  fiMNiItmtMindu  Toldoet  derhalve  aan  de  eigemohap,  dat 
TOW  alle  t,  waarbg    |  1 1  <1, 

1    r • 


[♦(yXi-O-'^sA.i-^MO I). 

J  O 


2wi 

9      100 

De  hier  Terkregeo  machtreeke  is  behoorlgk  oouTergent,  omdat 
-r-"     ^  l*    ^  mogelgkheid  bestaat,  dat 

A« 

sg  nog  conyergeert  Yoor  < »  1 ,  hoewel  dit  geenszins  noodsa- 
kelgk  is.  In  allen  ge?aUe  levert  iedere  fitculteitenreeks  door 
de  boYen  bescbreyen  integratie  eene  functie  ^Q,  die  holomorph 
is  in  een  cirkd  met  straal  1  om  den  oorsprong  als  middelpunt 
getrokken.   Wg  noemen  dit  de  eigenschap  I)  der  &cnlteitenreeks. 

Uit  de  machtreeks  h(i}  kan  nu  steeds  door  Murphy's  integraal 
de  fiMulteitenreeks  ^(y)  teruggevonden  worden. 

Immers  uit 

IJm  (1  -^  0^1  S  Xnt^  =  -i-  Lim  (1  —  tyi-i  f  ^(S+iv)(l^f)-^dv, 

—  oe 

volgt  voor  elke  positieve  8,,  die  grooter  is  dan  de  willekeu- 
rig Uein  aangenomen  positieve  grootheid  Bj 

Urn  (1  -  t^x  h{i)  =  0. 

Het  product  (1  —  tf"  h{t)  is  dus  voor  alle  positieve  Zj  hoe 
klein  ook,  tusschen  O  en  1  te  integreeren,  en  men  heeft 

Het  zijn  nu  de  beide  eigenschappen  I)  en  II),  die  voor  de 
feuiulteitenreeks  kenmerkend  zgn.  ledere  functie  ^2;),  die  deze 
eigenschappen  vertoont,  kan  in  eene  &culteitenreeks  worden 
ontwikkeld,  die  minstens  in  de  rechterhelft  van  het  ^^vlak 
convergeert.  Indien  toch  ^2;)  volgens  I)  eene  functie  h(t) 
levert,  holomorph  in  een  cirkel  met  straal  1  om  den  oorsprong, 

en  van  dien  aard,  dat  het  product  (1  —  (f^  hQ)  volgens  II) 
kan  worden  geïntegreerd,  is  er  altgd  eene  &culteitenreeks  ^(21) 
aan  te  geven,  die  dezelfde  h(t)  levert  en  dan  is  volgens  II) 
de  functie  }ff(z)  identiek  met  ^z). 
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De   eigeosohappeo   I)   en  II)  leveren  dus  het  middel  om  ie 
onderzoeken  of  \Ij(z)  door  eene  iaonlteitenreeks  kan  worden  Yoor* 


Op  te  merken  valt,  dat  zoo  eene  functie  \lf(z)  de  eigenschap- 
pen I)  en  II)  bezit,  men  mag  bealoiten  tot  de  yergelgking 

De  hier  voorkomende  dubbele  integraal  is,  zooals  Kroneoker 
(Yorlesungen  über  die  Theorie  der  einfiiohen  und  der  vielfiftchen 
Integrale,  p.  222)  zegt,  niets  anders  dan  de  dubbele  integraal 
van  Fourier  voor  complexe  veranderlgken»  Intussohen  besit 
eene  functie  1^(2;),  voor  welke  bovenstaande  vergelgking  geldt, 
nog  niet  de  eigenschappen  I)  en  U)  afzonderlijk,  üit  de  on- 
derstaande voorbeelden  blijkt  de  mogelgkheid,  dat  hetzg  de 
eigenschap  I),  hetzg  de  eigenschap  II)  niet  doorgaat  Zoo 
kan  men  beproeven  om  r(z)  in  eene  faculteitenreeks  te  ontwik- 
kelen, al  is  het  van  te  voren  duidelgk,  dat  een  zoodanige  ont- 
wikkeling onmogelijk  is. 

Men  heeft  voor 

^— too  ^  —  100  o 

OD  i+tflO  00 

•   f       A^)'       f 

Bij  r{z)  behoort  dus  eene  functie  A(Q,  die  aan  alle  vereisch- 
ten  voldoet.  De  eigenschap  I)  is  hier  dus  aanwezig ,  niet  alzoo 
de  eigenschap  II),  want  men  heeft 

1  11 

ƒ  (1  -  t)-i  h{t)dt  =  ƒ  (1  -^  ^)-i e^^dt  ==f(r-  ur-^du  ^  F(z). 
000 

Niet  de  functie  IX^)  wordt  teruggevonden,  slechts  het  ge- 
deelte, dat  na  wegname  van  het  overal  holomorphe  gedeelte 
terugblgft. 


7« 

Wel  heeft  men 

9 — too  ^— ioD  o  ^^t» 

en  daarom  geldt,  en  wel  in  het  geheele  «-rlak,  zooals  bekend  is, 


P(*)  =  «-^  1^ 


1 

^  2r(2r  +  1) («  +  n) 


Een  tweede  yoorbeeld  levert  de  failctie  \lf{z)  =  — ,  waarbij 

z 

niet  nog   onmiddelgk  het  denkbeeld  aan  eene  fiBu^nlteitenreeks 

*  geheel  en  al  onmogelgk  Bohgnt.     Uit 

^—  l'oo  ^ — too 

leidt  men  af,  dat  h{t)  niet  holomorpb  is  in  den  cirkel  met 
atraal  1  om  den  oorsprong.  De  ontwikkeling  in  eene  faculteiten- 
reeks 18  dus  uitgesloten ,  toch  bezit  ^2;)  de  eigenschap  II),  want 

ƒ(!  -  fr-^itydt  = /(i  -  (r^dt  =  ?^  =  ^z). 

Het  voorafgaande  veroorlooft  al  dadelijk  sommige  fiincties 
aan  te  geven,  die  zeer  stellig  in  faculteitenreeksen  kunnen 
worden  ontwikkeld.  Het  zgn  in  de  eerste  plaats  machtreeksen 
voortloopende  naar  omgekeerde  machten  van  z  +  a^  waarbg 
Sta  ^  0. 

Immers 

geeft 
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en  yerYolgens 

O 

Is  eene   functie  in  eenyoudigste  breuken  ontbonden  van  de 
gedaante 

dan  komt  er  blijkbaar 

en  soo  dese  reeks  voor  ^  a=  O  nog  convergeert,  en  A(Q  voor 
t  =zO  werkelijk  holomorph  blgft,  is  weder  de  ontwikkeling  yan 
fijf)  in  eene  faculteitenreeks  mogelgk.  In  het  algemeen  bestaat 
dienaangaande  geen  zekerheid;  als  yoorbeeld  neme  men 


er  komt  dan 


♦(y)=Z^. 


A{0  =  s(i-0*' 

1 


en  deze  functie  h(t)  is  voor  f  =  O  niet  holomorph. 
In  het  bijzonder  volgt,  dat  elke  functie,  die  in  het  geheele 

2;-vIak   om    den   oorsprong   naar  machten  van  —  kan  worden 

ontwikkeld  door  eene  faculteitenreeks  is  voor  te  stellen,  al  zgn 
de  coëfficiëuten  dezer  faculteitenreeks  niet  zoo  gemakkelgk  te 
bepalen. 

Omgekeerd  blijkt  in  sommige  gevallen  uit  de  gedaante  van  de 
functie  h{t\  afgeleid  uit  eene  gegeven  faculteitenreeks  ^(y),  of 

é(y)  al  of  Diet  naar  machten  van  —  ontwikkelbaar  is. 

y 

Uitgesloten   bv.  is  zulk  eene  ontwikkeling,    wanneer  h(t)  in 
<=  1  holomorph  blgkt,  en  men  heeft 


V 


E, 
tusi 

I')u 

m'n 


£Umüi 
tusscheri 

DüitlU 


HU. 


R 


-•Atv 


l 


^tt^ 
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h(t)  =  s  a«  (1  —  ty. 

o 
Indien  dan  h{t)  werkelijk  transcendent  is,  vindt  men 


X 


z  +  n 


en  eene  zoodanige  functie  '»  door  eene  machtreeks  in  — ,  gel- 

z 

(lig  in  het  geheele  r-vlak  i  niet  voor  te  stellen. 

De  ontwikkeling  naar  -—  van  eene  functie  \p{2)  is  dus  geens- 

z 

zins  een  vereischte  voor  het  bestaan  der  faculteitenreeks.  Uit 
de  beide  voorbeelden,  die  thans  nog  mogen  volgen,  blijkt,  dat 
de  faculteitenreeks  ook  voor  eeoe  in  het  geheele  vlak  holomorpho 
functie  kan  bestaan,  alsmede  in  het  geval,  dat  de  te  onderzoeken 
functie ,  volledig  door  een  machtreeks  in  Vz  kan  worden  voor- 
gesteld.    Bet  eerste  geval  doet  zich  voor  bij 


^(y)  =  Q(-  ?/)  =^  ƒ  ^-"w-y-i  Ju. 


Men  heeft 


00  ^-{-»oo 

/('•(i-O)- 


c  —  ico  d-i\i  1  1^— »QC 

P  ^  r     1      1       1      1      19  . 

=  -  le-'du=e-i-'^hit)=e-^  [^ "  ïj '"  2! ''       3!  "■*  il  '*^'  5! '  '  " " " 


1 
ï— I 


en  tegelijkertijd 

1  l  00 

I  (1  --  r/-i  h(i)dt  =  /  ^'-1  e't'dt  =  I  e—  w^'-^  =  Q(—  2). 
o  o  1 

Aan    de    eigenschappen    I)    en  II)  is  dus  voldaan,    derhalve 
heeft  men  rechts  van  de  as  dor  iinaginairen 

Il  1  1 


+ 


1  19 


f 


z{z  -hl)..  (.-  4    4)        z(z  +  1)    .  c(c  -f  T)) 


-I    .  .  . 
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In  het  tweede  der  genoemde  gevallen  verkeert  de  functie 


Men  heeft 


9  ^  ' 

)  =  ief<^--^dv  =  -^-  (4'  Kir  ~  /  e--'du). 


-log(l-/)]y 


2ir» 


'  .    fdv 


i  —  ICO 


=  i(l  +  log- 

en  tegel  ijkerti^ 
1 

i  {\-ty-^h[t)d 


i<»-,V.»  +  3h<*+-), 


CD 

dt=    e^^-'^dv=^xf/^z). 


I' 


Derhalve  gel 

5 


et  r-vlak 

1 


+... 


waaruit  men  voc 


/ 


2x 


1-i. 


^(^-l)(^+2)(^^3) 


1     

'+l)teH2)(a:H3) 


+. 


eene  door  Schlöm  ^^oii.0ciir]tt  iür  Math.  u.  Phys.,  4.'>  mede- 
gedeelde formule  ter  berekening  van  de  waarschijnlijkheidsintc- 
graal  voor  groote  waarden  van  x.  Andere  bekende  faculteiten- 
reeksen,  bijv.  die  ter  berekening  van  de  integraallogarithme, 
waarbij  men  kan  aannemen 


A(0  =  log(n-log^  J, 
lule 
log 


of  van  de  functie  #i»(^)  van  de  formule  van  Binet,  waarbij 

1 


■^■■^    >J  ir 


1     -    / 


Hit 


2w7r 


worden    met    bohulp    van    de    in   hot  voorafgaande  aangegeven 
integraalstellingen  op  de  eenvoudigste  wijze  afgeleid. 


N.B.     Deze  bladzijden  v.  orden  later  herhaald. 
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^W  v--^'^-  us;,-^ 


•     w) 


A{Q  =  s  an  (1  —  O*, 
o 

Indien  dan  h{f)  werkelijk  transcendent  is,  vindt  men 

1 

en  eene  zoodanige  functie  is  door  eene  machtreeks  in  — ,  gel- 

z 

dig  in  het  geheele  r-vlak ,  niet  voor  te  stellen. 

De  ontwikkeling  naar  —  van  eene  fimctie  -^[z)  isdusgeens- 

z 

zins  een  vereischte  voor  het  bestaan  der  faculteüenreeks.  Uit 
de  beide  voorbeelden ,  die  thans  nog  mogen  volgen ,  blijkt,  dat 
de  faculteitenreeks  ook  voor  eene  in  het  geheele  vlak  holomorphe 
functie  kan  bestaan ,  alsmede  in  het  geval ,  dat  de  te  onderzoeken 
functie ,  volledig  door  een  machtreeks  in  Vz  kan  worden  voor- 
gesteld.   Het  eerste  geval  doet  zich  voor  bij 

,^)  =  Q(-  y)  =  ƒ  «-^-r-irf«. 

Men  heeft 

^_tao  ^— too  1  d^t'ao 

j_  ._     .r.   1     1  _   1  .  1     19 


=-|^d«=.-l=i=A(0=^»[l--«--^-^+-«*+-«»+... 
en  tegelijkertijd 

1  1  OD 

ƒ  (1  -  ^)'-i  H()di  =ƒ  <— ^  f^di  =ƒ«-«!<— 1  =  Q(—  z). 

o  0  1 

Aan   de   eigenschappen    I)    en  II)  is  dus  voldaan,   derhalve 
heefc  men  rechts  van  de  as  der  imaginairen 

nil  1 


Q(-e)  =  r-i 


z       z{z\X)      <2-hl)(25  +  2)      2:(«+l)..(2:  +  3)    * 


1 19 

^  z^z^\)..{z^-  4)  "^  ^(0  +  1).  .  z{z  +  5)  ^ 


In  het  tweede  der  genoemde  gevallen  verkeert  de  functie 

i  o 


Men  heeft 


('-■«ly* 


j;./*o^)(i-o-'*-j-j^./vi — ^ — "O-i-ij^- 


9— 1*00  1         ^  —  too 


en  tegelijkertgd 

Derhalve  geldt  in  de  rechterhelft  van  het  ^^-vlak 
waaruit  men  voor  z  ^=:  ix^  verkrijgt 

00 

j'^*'^'*=^*^[^~*-^^''"*-(a?+lX«»+2)~**(a?+lXa?+2)(«»+3)"*"-[' 

eene  door  Schlömilch  (Zeitschrift  fiir  Math.  u.  Phys. ,  4.)  mede- 
gedeelde formule  ter  berekening  van  de  waarschijnlijkheidsinte- 
graal  voor  groote  waarden  van  x.  Andere  bekende  faculteiten- 
reeksen, bijv.  die  ter  berekening  van  de  integraallogarithme , 
waarbg  men  kan  aannemen 

of  Tan  de  functie  ia{z)  van  de  formule  Tan  Binet ,  waarbg 

worden  met  behulp  van  de  in  het  voorafgaande  aangegeven 
integraalstellingen  op  de  eenvoudigste  wijze  afgeleid. 


Q2 


SPHERES  BE  SECONDE  ESPÈCE  *) 


G.  MANNOUEY. 


1.  La  repréaentation  des  points  d'un  plan  *P  f )  sur  la  surface 
^S  d'one  sphere  au  moyen  de  la  projection  centrale  offre 
TaYantage  que  les  representations  des  points  du  plan,  aussi 
bien  que  celles  de  ses  droites,  sent  géométriquement  équiva- 
lentes. 

Cependant  cette  representation  a  le  dé&ut  de  ne  pas  étre 
uniforme:  k  chaque  point  du  plan  correspondent  les  deux 
extrémités  d'un  diametro  de  la  sphere.  Dans  le  but  d'écarter 
ce  défaut  sans  perdre  Tavantage  qui  Taccompagne,  je  me  suis 
propose  de  faire  subir  k  la  sphere  'S  une  deformation  (sans 
extension)  qui  fait  coïneider  chacun  de  ses  points  avec  le  point 
diamétralement  oppose,  sans  que  la  surface  obtenue  ^8  cesse 
de  fournir  des  representations  géométriquement  équivalentes  des 
points  et  des  droites  du  plan  ^P. 

Pour  ce  qui  conceme  les  representations  des  droites  de  'P, 
la  supposition  la  plus  simple  est  celle  que  ces  representations 
soient  des  cercles  (c)  de  ^8*  Nous  verrons  que  cette  supposi- 
tion mène  au  hut  et  qu^elle  définit  une  surface  '8  (située  dans 
une  ^E)  ')  qui  peut  étre  regardée  comme  la  realisation  du  »plan" 
de  la  geometrie  riemannienne ;  je  l'indiquerai  par  le  nom  de 
surface  sphéroïdale  de  seconde  espèce ,  ou  plus  simplement  par : 
sphhre  de  seconde  espèce.^) 


*)    La  plupart  des  résultats  suWants  ont  été  communiqués  k  Ia  wc.  math,  éT Am- 
sterdam dana  sa  séance  da  29  Oot.  1898. 
f)    Les  indices  se  rapportent  au  nombre  des  dimensiona. 
I)    Voir  Ik  la  fin  de  l'artiole. 

)        n      n  w     M     «  w 

6» 
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2.    Beprésentons  la  sphere  'S  par 


0) 


'  +  «»  +  «;»=:  1, 


(les  mémes  lettres  servant  èi  indiquer  un  système  de  coordonnéee 
homogènes  dans  >P)  et  la  sphere  de  seconde  espèoe  'S  par 

(2)    .    .     .     . 


La  sphere  'S  déformée  couvrant  deux  fois  '8 ,  chaque  grand 
cerole  C  de  'S  couvrira  deux  fois  un  des  ceroles  c  de  'S; 
dono  ces  demiers  doivent  étre  de  rayon  ^, 


Soient  A^Ua,  Va^  tOa  et  B^u^,  Vbj  m  deux  points  non 
diamétralement  opposes  de  'S  et  ^  l'arc  de  grand  eerde  qui 
les  unit >  de  sorte que  oos  ^  =  2  UaUb.  Soient  a^aXt, ... aXtf  .••^aXn 
et  b^bXiy  ...f  bXtf  ...,  iXn  les  points  oorrespondants  de  'S; 
l'arc  du  cercle  c  qui  passe  par  a  et  6  est  de  même  longueur 
que  Tare  f,  mais  son  rayon  n'est  que  ^,  de  sorte  que  la 
distance  rectiligne  ab  doit  être  egale  k 

55  =  2  X  i  sin  ^  =  y(l  —  cos'  i^)  =  V{1  —  S'  UaU^). 
D'autre  part  cette  distance  sera  representee  par 
ab  =  V  S  {aPi,  —  bx,y  = 

«  =  !»•••»« 
1  =  1,. ..,n 

n  s'agit  de  determiner  les  fonctions  ƒ  de  fa^on  k  satisfaire 
k  régalité 

(3)   .    .    1  —  S'ttaW*=    S    \fi{Ua^   Vay   U)a)  —  fi{Uh^  Vb.   Wh)\\ 

Or 

1  —  S'MaW4  =  i  fS*w«'  -f  S'u*'—  2  S' W«t<5)  = 

=  i  S  (tia*  +  2Va^Wa^  +  M**  +  iVhhOh^  -  2Wa'U3'  —  AVaVbWaWh)  = 
=:  i  S  Ktta'  -  Ub^f  +  2  {VaU)a  —  VbWbf\  = 
=  i  S  (tta'  —  t***)«  +  S  {VaWa  —  t^iM?*)' , 


85 
de  Borte  que  Ton  satiafait  k  (3)  en  posant 


(4)         a^  =  /,  =  iK2t;«,  (5) 

^3  =  /3  =  iï^2«7«, 

oü  toujours  Su'^l. 

En  éliminant  les  paramëtres  ti ,  t; ,  tr  on  obtient  les  equations 
de  *S 

(6) x,+x^  +  x^^^V2, 

x^^  =  2x^, 
«e*  =  2a;ia;a , 

Ces  equations  montrent  immédiatemeDt  que  *8  est  située  tout 
entière  dans  T^hyperspère  *8,  intersection  de  1"E  ar,+  r^'^x^^  ^V  2 
et  de  r^hypersphère  ar,  *  +  ar2*  +  ^3*  +  «^4*  +  a^s*  +  a^ö*  =^  i  ;  ^ö 
plus  elles  établissent  une  correspondance  (1,  1)  entre  les 
points  de  'P  et  ceux  de  '8.  En  effet ,  k  chaque  point  u,  v^  w 
(coord,  homog.)  de  'P  il  correspond  un  seul  point  de  '8  et  si 
Tod  se  donne  les  valeurs  des  x  on  en  déduit  d'une  maniere 
uniYoque  les  proportions  des  ti,  t?,  U7,  car,  les  o:,,  x^y  x^  ne 
se  pouTant  annuler  è.  la  fois  k  cause  de  (4) ,  on  peut  en  choisir 

u>         x^ 
un ,  p.  e.  Xi  qui  ne  s'annule  pas ,   et  Ton  trouve  —  =  ^—    , 

V  x^ 

—  =  r7=— •    Reste  k  prouver  que  *S  satiafait  aux  conditions 

du  no.  1,  eavoir  que  les  representations  des  points  et  des 
droites  du  plan  *P  {u^v,  w)  sont  géométriquement  équivalentes, 
OU,  ce  qui  reyient  au  même,  qu'un  glissement  de  la  sphere 
*S  sur  elle-méme  entratne  un  glissement  de  '8  sur  elle-même. 
Or,  la  distance  de  deux  points  de  '8  étant  fonction  de  la 
distance  des  points  correspondants  de  'S,  un  glissement  de  'S 
sur  elle-même  transforme  les  points  de  '8  en  d'autres  points, 
situés  également  sur  'S ,  sans  changer  leurs  distances  mutuelles ; 
c.  è.  d.  '8  glisse  sur  elle-méme.  Il  s'en  suit  que  deux  grands 
cercles  de  'S  et  en  general  deux  courbes  congruentes  de  'S 
correspondent  k  deux  courbes  congruentes  de  '8. 
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Cela  poaé,  pour  verifier  que  les  représentationB  des  droitee 
de  'P  Bont  des  cercles  r,  il  Buffit  de  considérer  celle  de  Tone 
d'elles,  par  exemple  de  u  —  O  (ou  du  grand  cercle  «  =  0, 
ff9^^È^l  ^Q  i^y    i^  courbe  correspondante  de  %  est 

OU  bien 

On  reconnait  fooilement  lea  équationB  d^un  cercle  de  rayon  \.  1 

Done    toutOB   les   droites  de  *P  correspondent  univoquement  k  i 

doB  cercles  c  de  'S,  qui  se  coupent  éyidemment  deux  k  deux  I 

en  un  seul  point.  | 

3.    Aprèfl  leB  cercles  r,   les   courbes  les  plus  simples  de  'S        < 
sont  celles  qui  représentent  les  coniques  de  'P.    Soit 

Q  =  Au'  +  Br'  +  Cu?»  +  2  Dw  +  2  Ewu  +  2P  u»  =  O 

une   de   ces  coniques;   la  courbe  correspondante  q  est  donnée         | 
par  Fintersection  de  'S  avec  T'E 

a  =  K2  Ac,  +  K2  Ba-a  +  K2'C.T3  +  2  Da:4  +  2  Ear^  +  2Fa;ft=0, 

OU  plutót  avec  l'^E  intersection  de  a  ^0  et  V^Ë  (6). 

Réciproquement  chacun  des  oo'  ^E  de  T'^E  (6)  correspond 
univoquement  k  une  des  oo'  coniques  de  'P.  Deux  de  ces 
coniques  se  coupant  en  quatre  points ,  il  s'en  suit  que  la  courbe 
q  est  coupée  en  quatre  points  par  chaque  *E  de  PE  (6) ,  en 
d^autres  mots,  q  est  une  quartique,  et  'S  est  une  'surface 
de  quatrième  degré.  Eo  même  temps  nous  avons  démontré 
que  'S  ne  saurait  étre  située  dans  une  espace  de  moindre  de 
5  dimensions. 

Parmi  les  quartiques  q  (qui  en  general  sont  des  courbes 
doublement  gauches,  c.  8.  des  courbes  qui  ne  peuvent  étre 
situées  dans  un  espace  de  moindre  de  4  dimensions)  je  signale 
celles  qui  représentent  les  petits  cercles  de  'S  ;  ces  quartiques 
jouisseDt  évidemment  de  la  propriété  de  pouvoir  glisser  sur 
elles-mêmes. 
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4.  Soit  en  general  r  one  conrbe  algébrique  de  '8  et  B  la 
courbe  correspondante  de  T,  chaqne  conique  de  "P  coupera 
R  en  2n  points,  n  étant  Ie  degré  de  R.  Done  chaque  ^E  de 
r^E  (6)  coupera  r  en  2n  points,  done  r  est  une  oourbe  de 
degré  2it.  Il  s'en  suit  que  '8  ne  contient  que  des  courbes  de 
degré  pair.  *) 

5.  Après  ce  qui  precede  il  est  assez  ÜBUsile  de  construire  des 
surfaces  qui  donnent  des  representations  géométriquement  équi- 
▼alentes  des  points,  des  droites,  des  plans  etc.  d'un  ^^E. 

A  eet  effet  considérons  une  Sphere  '^S 

(8) V  +  -  •  •  .-+-w\+i=l 

et  une  j^^spere  de  seconde  espèce^^  **H  representee  par 


(9) /  ir,+i  =  tt,Mj, 


\     Xn,        =:tt«M,+i, 


oü    les   X   sent   des   coordonnées  cartésiennes   des  points  d'un 

.           (n+l)(n  +  2)  ..         .  _  .. 

espace  a  m  = ^ dimensions ;  pour  ne  pas  multiplier 

ia 

inutilement  les  symboles  nous  interpréfons  en  même  temps  les  u 
(abstraction  iaite  de  la  relation  (8))  comme  les  coordonnées 
homogènes  des  points  d'un  "espace  »P. 

Des  equations  (8)  et  (9)  il  résulte  immédiatement  que  chaque 
point  a  de  "8  correspond  avec  un  seul  point  de  ^P  et  en  même 
temps  avec  deux  points  (A  et  'A)  diamétralement  opposes  de  «*S. 

Calculous  la  distance  de  deux  points  a  et  ft  de  «*8. 


')    Voir  è  la  fin  de  Varticle. 
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"ö&  =  V  S  («a;,  —  ja;,)»  = 

M 

1 

«+l  «(«-Ml 

s 

-    I     S   aWi^3W.*+    2   iaUtaUybUibUyW^ 
9 

n+l  «+1  «+1 

OU  f  en  tenant  compte  de  (8) 

Vil  —  S*«M.*tt|). 

»+i 

Or,  2*at«i  h^i  est  égal  k  cob  *é ,  ^  étant  un  des  arcs  de  grand 
-hl 
cercle  qui  unissent  les  points  A  et  6  de  '*S ,  done  un  glissemeDt 

de  '*S    sur   elle-méme   entratne    un   glisseroent   de  '^S  sur  elle- 

mème,   et  d'un   raisonnement  tout  è.  fait  analogue  è,  celui  des 

nos.  3 — 4  il  résulte  : 

1^  que  les  droites,  les  plans  et  les  «E  de  **?  correspondent 
(1,1)  avec  des  cercles,  des  'S  et  des  'S  de  «*S, 

2^    que  ♦'S  se  trouve  dans  une  *^*S  intersection  de  la  *~^S 

(10) x,^+.  .  .  +  ^m*  =  4 

et  de  r— ^E 

(11) iFi-r.  .  .Xn^l  =  kV^J 

et  non  dans  un  espace  de  moindre  de  m  -  1  dimensions. 

3®  que  les  **— ^quadriques  de  »P  correspondent  (1,1)  avec 
les  "-intersections  de  «8  et  des  *-«E  de  l'—^E  (10), 

et  4®  qu'une  'surface  algébrique  de  degré  n  dans  "P  cor- 
respond avec  une  surface  algébrique  de  degré  2n  dans  '^S. 


*)  n  eêt  è  prévoir  qu'nne  telle  surface  ne  pourra  être  eituée  dans  on  espaoê 
k  moindre  de  5  dimeosions.  Soient  en  e£Fet  A^,  A,,  .  .  .Ae,  A'i,  A't, . . .  A'« 
lei  douze  sommeta  d'un  dodécaèdre  régulier  inscrit  dans  Ia  sphere  'S,  les  A^ 
étant   situés  sur  une  même  hemisphere.    Sur  'S  ces  dooie  points  te  confondent 
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en  nx  points  «i ,  .  .  . ,  «e  tela  que  a^  eit  également  distant  des  oinq  autres  points, 
üne  telle  configuration  n*est  possible  qae  dans  un  espace  k  plus  de  qnatre  di- 
mensions. 

*)  Si  Ton  se  place  au  point  de  Tue  de  TAnalyse  situs,  *S  appartient  aux 
'▼ariétés  doubles  et  plus  partioulièrement  au  type  des  *cIosantes  que  j'ai  oon- 
aidóré  dans  Ie  Nieuw  ArehUf  voor  Wiik»  sér.  2,  t.  Ill*  p.  126,  ainsi  que  les 
analoga  n-dimensiottauz. 

*)  La  consideration  de  la  projection  de  *S  sur  Tespace-coordonné  (4,  6,  6]  est 
tres  propre  &  nous  donner  une  id^  de  la  *spbère  de  leoonde  espèce  elle-mème. 
Cette  projection  est  representee  par  Téquation  ««•  ««•  +  *«•  «♦•  +  *♦'  «#'  =  x^XgX^, 
On  7  reoonnait  une  surface  romaine  de  Steiner  dans  une  de  ses  formes  les  plus 
régulières  (un  models  de  cette  surface  a  paru  cbes  BriU  k  Darmstadt  (voir 
Catalog  mathematitoher  ModelU  sér.  9.  No.  3,  p.  19  et  p.  36).  Les  eercles  {e)  de 
*8  correspondent  avec  la  familie  des  coniques  qui  se  trouvent  sar  la  surf,  rom., 
et  ayec  lea  trois  droites  doubles  de  cette  surface.  A  Tezoeption  des  points  de  ces 
droites  doubles,  la  correspondance  entre  *S  et  sa  projection  est  uniforme  ce  qui 
entraine  que  le  degré  des  courbes  algébriques  de  *8  n'est  pas  altéré  par  la  projec- 
tion. Bone  les  courbes  de  degré  n  de  "P  correspondent  &  des  courbes  de  degré 
2n  de  la  surface  rom.  et  réciproquement ,  ce  qui  eet  d*acoord  avec  la  propriété 
eonnue  de  cette  surface  de  ne  oontenir  que  des  oourbes  de  degré  pair.  Pour  plus 
de  particularités  aur  ces  courbes,  ainsi  que  pour  la  bibliografie  sur  la  surf.  rom., 
je  renvoie  le  lecteur  auz  articles  de  P.  H.  Bchovtb,  Ov#r  Het  oppervlak  van 
Suiner  (Versl.  yan  de  Eon.  Ak.  ▼.  Wet.  t  IV  p.  224)  et  Over  de  eenvoudigete 
ruimtekromme»  op  het  oppervlak  van  Steiner  (ibid.  p.  272).  Depuis  ont  paru  sur  le 
sujet  les  articles  suivants :  J.  Bichabd  ,  Sur  tee  eurfaeee  de  Steiner  (J2#v.  de  math, 
epée,  8e  année  1897-98,  p.  401),  A.  BnAif bella  ,  Intomo  alia  euper/leie  di  Steiner 
(Bendie.  deU'  Ae,  dsUe  ec.  di  Napoli,  sér.  3,  IV,  1898.  p.  19),  E.  Lacoub,  Sur 
la  surface  de  Steiner  [Nbuv,  ann,  de  math.  oct.  1898),  A.  Bkambilla,  Beteneione 
di  una  proprietd  della  tuperfieie  di  Steiner  {Bendie.  delT  Ae.  delle  ee.  di  Napoli^  sér. 
3,   IV,   1898,  p.  300).    Dans  oe  dernier  article  l'autenr  considers  la  familie  de 

^nrfSftces  en  "E : 

Xl  S«iiM*+ +»«■•»  + , 

«a  S  *,!«•  + +  ht^vto  + , 


x^^^  =  /u««  + +  /„w  + 

I»,  «,   w  étant  les  coordonnées  homogènes  du  point  d'un  plan  *P ;  a,  ^  . .  .  .  /  des 

constantes.  Il  démontre  qa'en  prenant  les  poles  d'un  '*~^plan  flze  par  rapport 
auz  coniques  d'une  de  ces  surfaces,  on  en  obdent  une  autre  de  la  même  fi&mille. 
Pour  #1  =  5  cette  familie  de  surfaces  renferme  comme  cas  particulier  la  Vpbère 
de  seconde  espèce ;  done  ce  dernier  jouit  également  de  cette  propriété. 
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ON  A  CUBIC  TRANSFORMATION  IN  SPACE 


P.  H.  SCHOUTE. 


1.  Let  8)  represent  a  given  skew  curve  of  the  third  order. 
Through  any  point  P,  not  belonging  to  S3,  pasees  only  one 
chord  |7  of  S| ;  this  chord  contains  only  one  point  P',  separated 
harmonically  from  P  by  the  two  points  Q,  R  common  to  jp 
and  89.  In  the  following  lines  we  study  the  involutory  corres- 
pondence between  the  points  P  and  P^ 

This  subject  is  &r  from  new.  So  Dr.  Retb  a.  0.  has  treated 
it  geometrically  in  the  22i>^  lesson  of  the  second  volume  of  his 
Oeometrie  der  Lage  (third  edition).  Our  aim  is  to  throw  some 
light  on  a  principal  property  of  the  transformation  that  remained 
entirely  in  the  dark  in  Reye's  most  valuable  book;  to  that 
end  we  deduce  the  properties  of  the  transformation  from  the 
general  theory  of  transformation  in  space.  And  afterwards,  we 
seek ,  chiefly  by  means  of  the  formulae  corresponding  to  the 
transformation,  the  surfaces  anallagmatic  with  respect  to  it. 

2.  Singular  points.  If  P  be  any  point  whatever  not 
situated  on  S3  the  corresponding  point  P'  is  always  determinate. 
But,  for  any  point  Q  of  S,  the  chord  of  S,  passing  through  itie 
indefinite ,  any  chord  of  S,  through  Q  and  especially  the  tangent 
;  in  Q  to  S3  answering  to  the  purpose.  On  any  bisecant  QR 
of  S3  the  point  harmonically  conjugate  to  Q  with  regard  to  Q 
and  R  is  always  Q  itself;  unless  R  coincide  with  Q  and  the 
bisecant  be  the  tangent  j  in  Q  to  S3 ,  in  which  case  the  point 
harmonically  conjugate  to  Q  is  indefinite.  In  other  words  the 
point  Q'  corresponding  to  any  point  Q  of  S3  is  broadened  out 
to  a  line  of  points  Q^  the  tangent  9  in  Q  to  S,  and  reversely 
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to  any  point  Q^  of  q  oorreapondB  the  point  Q  of  S3  in  return. 
Any  point  Q  of  S^  is  a  singular  point,  tbe  curve  8$  itself  as 
locus  of  singular  points  is  a  singular  curye  of  the  correspondence ; 
the  corresponding  curve  of  S»  is  broadeoed  out  to  a  surface, 
the  developable  surface  D4  of  the  fourth  order  of  which  Ss  is 
the  cuspidal  line. 

8.  Order  of  the  correspondence.  According  to  defi* 
nition  the  points  of  any  chord  «  of  R3  correspond  to  one  another 
in  an  involutory  manner.  This  remark  enables  us  to  find  the 
order  of  the  correspondence  without  penetrating  any  farther 
into  its  peculiarities.  For  the  curve  corresponding  to  this  chord 
is  evidently  a  skew  cubic  curve  broken  up  into  three  lines, 
of  which  the  chord  c  itself  forms  the  essential  part,  whilst  the 
tangents  q,  r  to  83  in  the  points  Q,  R  common  to  c  and  8, 
are  to  be  considered  as  inessential.  Therefore  the  correspondence 
ia  a  cubic  one  that  transforms  any  line  I  into  a  skew  cubic  Ls, 
meeting  the  given  83  in  the  four  points  corresponding  to  the 
points  common  to  I  and  the  developable  D4.  And  by  the 
loss  of  only  one  rectilinear  constituent  the  skew  cubic  corres- 
ponding to  any  line  {,  meeting  83  only  in  one  point  Q,  must 
become  a  conic  passing  through  Q. 

The  involutory  character  of  the  correspondence  proves  that 
it  transforms  any  plane  a  into  a  cubic  surfitce  F,  passing  once 
through  83.  For  the  points  common  to  any  line  I  and  the 
surface  corresponding  to  any  plane  a  are  transformed  one  by 
one  into  the  points  common  to  a  and  the  skew  cubic  L3  cor- 
responding to  2;  in  other  words  I  meets  the  surface  corresponding 
to  a  in  three  points,  a  meeting  the  skew  cubic  L3  corresponding 
to  2  in  three  points.  And  S3  is  a  single  curve  on  the  surface 
Fs  corresponding  to  a ,  the  tangent  q  of  S3  in  any  of  its  points 
cutting  a  in  only  one  point. 

4.  The  stating  and  removing  of  some  difficulties. 
A  more  thorough  examination  of  the  correspondence  leads  to 
a  good  many  difficulties.  We  successively  develop  some  of 
these  difficulties  and  indicate  afterwards  a  general  view  that 
dissolves  them  altogether. 

a)  The  total  intersection  of  the  two  surfaces  F3,  F3'  cor- 
responding to  the  pair  of  planes  a ,  a'  being  a  skew  curve  of 


the  ninth  order  consists  of  the  skew  cubic  L,  corresponding  to 
the  line  of  intersection  I  o{  a,  a'  and  a  skew  sextic.  Here 
besides  L3  we  find  only  83. 

b)  The  surface  corresponding  to  the  surface  F3  of  a  should 
be  a  surface  Fq  that  reduces  itself  to  a  by  losing  D4  a  sufficient 
number  of  times.  Evidently  this  number  of  times  must  be 
two,  in  apparent  contradiction  with  the  fact  that  S,  is  only  a 
single  curve  of  P^. 

c)  We  already  remarked  that  the  point  Q  of  S3  corresponds 
to  any  point  Q'  of  the  tangent  9  in  Q  to  S3.  This  means  that 
by  substracting  q  a  sufficient  number  of  times  of  the  skew  cubic 
corresponding  to  q  nothing  will  be  left.  This  number  evidently 
is  three,  though  q  only  contains  two  points  of  S3. 

d)  A  closer  study  (see  Rete,  I.e.)  proves  that  the  locus 
corresponding  to  any  line  I  passing  through  the  point  Q  of  S3 
and  lying  in  the  osculating  plane  ^  of  S3  in  Q  is  a  line ,  whilst 
according  to  the  theory  it  ought  to  be  a  conic ,  the  line  /  con- 
taining only  one  point  of  83. 

These  four  contradictions  are  altogether  removed  by  the  hypo- 
thesis that  the  complete  locus  of  singular  points  consists  of 
two  coincided  skew  cubics,  the  osculating  plane  ^  of  the  given 
curye  of  coincidence  S3  in  Q  representing  the  plane  of  coinci- 
dence of  the  coincided  tangents  q  in  Q.  According  to  this 
supposition  all  the  surfaces  F3  corresponding  to  planes  touch 
each  other  along  S3 ,  in  which  case  the  first  couple  of  contra- 
dictions disappear.  Moreover  it  is  compatible  with  the  opinion 
that  any  line  I  through  Q  in  ^  meets  the  two  cubics  and  the 
tangent  ;  in  Q  passes  at  least  through  three  singular  points ,  etc. 

We  confirm  this  hypothesis  to  which  the  stated  difficulties 
have  led  by  showing  analytically  that  the  surface  F^  corres- 
ponding to  any  plane  a  touches  D4  along  S3. 

5.  Formulae  of  transformation.  We  represent  the 
given  skew  cubic  S3  by  the  simple  relations 

x^  _  X2        x^  _  x^ 
X«  "■  X^  ~  X  ""  1  * 

which  bind  the  homogeneous  coordinates  a;,,  x^^  x^,  x^  of  any 
point  of  the  curve  to  the  value  of  a  variable  parameter  X. 
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Now  we  form  the  equations 

A  ^  XiX^  —  iCj*  =  0,  B  ^  x^x^  —  x^^  =  0,0^  x^^  ~  «3*  =  0 

of  three  quadrics  passing  through  S3  and  not  belonging  to  the 
Bame  pencil. 

The  polar  planes  of  any  point  (yi ,  y^i  Vsi  Va)  ^^^  reference 
to  these  are 

yi«3-2y^2  +  y3^i         =0  j 

yx^A—  yjass— y3a^  +  y4a?i  =0    1). 

yaa?4— 2y3aj3  +  y4^  =  0  ) 

The  point  common  to  these  three  planes  being  evidently  the 
point  Xi  corresponding  to  the  given  point  y»)  these  equations 
form  the  formulae  of  transformation.  We  write  the  solution 
according  to  y{  in  the  form 

X,        X<|       X3        X4 

where 

X^=2kx^  —  Bxi 
X^  =  2  Aa?3  —  Ba?a  =  Rr,  -  2Ca?, 
X3  =  2AaJ4  —  Ba?3  =  Ba^  —  2Ca?2 
X^  =  Ba?^  —  2Ca;3 

which  gives  rise  to  the  identities 

Aaj3  -  RTa  +  Ca?i  =  0 
Ax^  -  Rtj  +  0^2  =  0 
that  will  serve  us  afterwards. 


2), 


3), 


4), 


6.  Proof  of  the  hypothesis.  Now  we  prove  that  the 
cubic  sur&ce  2piXi  =  0  corresponding  to  the  plane  2/)iyi=0 
touches  the  developable  D4  along  S3. 

The  osculating  plane  of  S3  in  the  point  X  is 

a?,  —  S\X2  +  9X^X9  —  X»rr4  =  0 5). 

If  this  plane  touches  the  surfieuse  f^  S^iX;  =  0  in  the  point 
A  we  have 

d/  0/  ^  d/ 

èiFj    ^       __       ^^8       ^*4 

1  -3A  "*  ^A^^  ~   —A 


3 
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and  reveraely  if  these  conditions  be  satisfied  tiie  indicated  oscu- 
lating  plane   touches  ƒ  =  0  in  the  point  A.    Now  the  fimns 

A,  B,  C  disappear  in  the  poiut  X-,  therefore  in  differentiating 

/=  :ZpiXi  =  aA  +  iB  +  cC, 

where  according  to  3)  the  coefficients  a,  b^  c  are  homogeneous 
linear  forms  in  Xi^  these  coefficients  can  be  considered  as  con- 
stants.   So  we  find 

a«3  +  i«4 —  2ax^  —  bx^  +  c»^ ga?|  —  bx^—  2cx^ bxi+cx^ 

or 

aX+b       2aX»+fcA-c       aX"^ —  b\^ -2e\  _       bX^  +  eX^ 
1       "*  SX  ~  3X«  ~  X»       ' 

which  reduces  itself  to  the  condition 

aX*+2bX  +  c  =  0 6). 

This  condition  is  fulfilled  for  all  values  of  X ,  accordiog  to 
the  relations 

a  =  2(p,X^+p^X^+p,X),  6  =  -(i>,X»+j>,X2+ftX-p,),  c  =  --2p,\', 
proving  the  hypothesis  in  question. 

Moreover  we  show  that  a  second  application  of  the  formulae  2) 
transforms  the  equation  obtained  by  the  substitution  of  yi  for 
rTi  in  ƒ  =  0  into  (4 AC  —  B^y  ^piXi  =  0,  where  4AC  —  B»  =  0 
is  generally  known  to  represent  the  developable  D^.  Indicating 
by  A',  B',  C'   the  result   of  the  substitution  of  y  for  x  in  A, 

B,  C  the  formulae  2)  give  immediately 

A'       B'        C' 

where  p  denotes  the  common  value  of  the  four  fractions  in  2). 
Therefore,  we  have 

^PiYi  =  p^{iAC  —  B^f^Pi^iy 
if  Yj  indicates  the  result  of  the  substitution  of  y  for  a;  in  Xi. 

6.  Considerations  connected  with  formula  6).  All 
the  cubic  surüeuies  through  S,  can  be  represented  by  the  equation 

aA  +  6B  +  cC  =  0 7), 

a,  b,  c  denoting  any  triple  of  homogeneous  linear  forms  in  xi. 
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By  means  of  the  two  identities  4)  it  is  seen  tliat  the  twelve 
coefficients  entering  in  this  equation  reduce  themselves  to  ten 
independent  ones,  in  other  terms  the  system  7)  is  ninefold 
infinite.  This  result  agrees  with  the  fact  that  the  multiple 
condition  for  a  cubic  sur&ce  to  pass  through  a  given  skew 
cubic  curve  8,  is  equal  to  ten  simple  conditions-  For  a  general 
cubic  surface  is  determined  by  19  points  and  a  surte^e  of  the 
system  7)  by  9. 

With  the  aid  of  the  equation  6)  can  be  found  the  number 
of  simple  conditions  implied  in  the  multiple  condition  expressing 
that  any  cubic  surface  touches  the  developable  D4  along  S3. 
Substitution  of  \^*  for  Xi  in  the  coefficients  a,  b,  c  trans- 
forms 6)  into  a  quintic  equation  in  X ;  so  the  condition  of  contact 
along  S3  is  equivalent  to  six  simple  ones.  Therefore  the  system 
of  cubic  surfaces  touching  D^  along  S3  is  threefold  infinite, 
which  result  agrees  with  the  fact  that  this  system  corresponds 
to  the  likewise  threefold  infinite  system  of  planes  in  space. 

We  extend  these  considerations  to  quartic  surfaces,  by  the 
supposition  that  the  coefficients  a,  by  c  of  7)  denote  homoge- 
neous quadratic  functions  in  or».  By  multiplication  of  each  of 
the  two  identities  4)  respectively  by  each  of  the  four  coordi- 
nates Xi  eight  identities  of  the  fourth  order  can  be  formed ;  in 
other  words  the  30  coefficients  figuring  in  the  general  equation  7) 
of  a  quartic  surface  through  S3  are  equivalent  to  22  independent 
ones,  i.  e.  the  system  of  quartic  surfaces  7)  is  21-fold  infinite. 
This  proves  that  the  multiple  condition  for  a  quartic  surface 
to  contain  S3  is  equivalent  to  34  —  21  =  13  simple  ones.  More- 
over the  substitution  X^^  for  Xi  transforms  6)  into  an  equa- 
tion of  the  eighth  degree  in  X ;  so  the  system  of  quartic  surfaces 
touching  D4  along  S3  is  21—9  or  12-fold  infinite. 

With  regard  to  farther  investigations  we  form  the  equation 
of  the  12-fold  infinite  system  of  surfaces  F^  touching  D^  along 
S3.  To  that  end  we  remark  that  the  sixteen  quartic  surfaces, 
the  equations  of  which  are  found  by  putting  equal  to  nought 
any  element  of  the  determinant 

ar,Xi  T^X^  ^fjXj  dTjX^ 
«•jX,  «^Xj  «2X3  0^1X4 
;r,X^       ^3^       ^3X3       '3X4 

X^         «4X2         «4X3         «4X4 


belong  to  it;  each  of  theee  sixteen  quartics  consiBts  of  a  plane 
and  a  cubic  sur&ce.  The  sum  of  the  indices  figuring  in  the 
equation  of  these  sixteen  quartics  being  giyen  by  the  table 

7  8        9       10 

8  9       10      11 

9  10      11       12 
10       11       12      13 

the  number  of  the  identical  relations  between  these  sixteen  quanti- 
ties is  easily  found.     We  find  only 

XjX,  —  2  x^X^  +  arjXj  =  0         | 

^•4X1  —  XjXa  —  2:^X3  +  ar,X4  =  0  > 8); 

«4X2  —  2  ;r,X3  +  0^2X4  =  0         ) 

therefore  under  the  conditions  pi^  =  0 ,  pi,4  =  0 ,  p$^^  =  0  the 
equation 

:^Pi,kXiXk  =  o 9) 

represents  the  12-fold  infinite  system  in  view. 

7.  Peculiarities  of  the  linear  system  of  cubic 
surfaces  2j9{Xi  =  0.  Any  surface  of  the  system  2j>iXi  =  0 
has  three  nodes,  yiz.  the  points  P,  Q,  R  common  to  83  and 
the  plane  a  corresponding  to  the  surface ;  for  this  surface  con- 
tains three  non-complanar  lines  through  any  of  these  points, 
e.  g.  through  P  the  two  chords  PQ ,  PR  and  the  tangent  p 
in  P  to  S3. 

But  the  surface  2^iXi  =  0  possesses  still  another  peculiarity 
which  is  brought  to  light  by  the  study  of  its  right  lines.  It 
is  generally  known  that  a  cubic  surface  with  three  nodes  P, 
Q ,  R  bears  twelve  lines ;  under  the  27  lines  of  a  general  cubic 
surface  throe  of  these  twelve  count  four  times,  six  count  twice 
and  the  three  remaining  ones  only  once.  Here  QR,  RP,  PQ 
are  the  lines  counting  four  times ,  the  tangents  p^  q,  r  wni 
three  other  lines  p\  q\  r'  respectively  through  P,  Q,  R  are 
the  twice  counting  lines  and  three  other  lines  p'%  q'\  r"  res- 
pectively situated  in  the  planes  (p,  y),  (j,  jO»  l*"»  ''0  but  not 
going  through  P,  Q,  R  are  the  three  remaining  ones.  Now 
the  peculiarity  in  view  is  that  the  complanar  lines  p"^  q"^  r" 
are  concurrent.    If  0  be  the  point  of  a  =(P,  Q,  R)  common 
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to  the  oeculftting  planes  of  S,  in  P,  Q,  R,  the  three  lines 
OP,  OQ,  OR  (compare  the  difficulty  d  in  §  3)  correspond  to 
l>'i  9^9  ^"'^  therefore  />*',  q^^  r"  pass  through  the  point  O'  cor- 
responding to  O.  And  the  lines  p\  q\  r*  not  yet  accounted 
for  must  correspond  to  determinate  conies  in  a,  for  these  are 
only  secants  not  situated  in  the  osculating  plane  of  the  point 
of  section. 

The  system  of  cubic  surfaces  touching  D^  along  S,  being 
identical  with  the  system  of  cubic  sur&ces  corresponding  to  the 
system  of  planes  in  space,  any  surface  of  the  first  system  has 
three  nodes;  therefore  its  intersection  with  D^  consists  of  three 
Unes,  the  tangents  of  S,  in  the  three  nodes  of  the  surface  and 
the  skew  cubic  8,  counted  a  sufficient  number  of  times,  i.  e. 
thrice.  This  proves  that  any  tangent  of  8,  belongs  to  the 
cubic  surface  as  soon  as  it  meets  the  surface  in  a  point  not 
situated  on  S,.  In  other  terms  any  tangent  of  S3  is  inflexional 
tangent  of  the  cubic  surface  in  its  point  of  contact  with 
S3;  S,  is  a  common  envelope  of  inflexional  tangents  of  the 
system  of  surfaces  2  j>iXj  =  0. 

Any  osculating  plane  of  S3  corresponds  to  a  scroll.  This  is 
immediately  seen  by  considering  the  points  of  the  plane  ranged 
in  lines  passing  through  the  point  of  contact  (compare  again 
d  in  §  8). 

8.  Surfaces  anallagmatic  with  respect  to  the 
correspondence.  Any  surface  of  order  x^  passing  y  times 
through  S3 ,  of  which  z  of  the  y  sheets  through  S,  touch  D^ , 
corresponds  to  a  surface  of  order  So;  —  4  (j/  -f  z).  This  surface 
cannot  correspond  to  itself  unless  the  relation  2  (y  -)-  2;)  =  a;  be 
satisfied.  This  proves  that  only  surfaces  of  even  order  can 
correspond  to  themselves. 

If  we  pass  over  the  evident  solution  furnished  by  the  net 
of  the  quadratic  scrolls  through  S3  we  come  to  the  quartic 
surfaces.  Here  we  have  to  consider  two  different  cases,  cha- 
racterized by  the  pairs  of  equations  y  =  2,  2r  =0  and  y  =  1, 
0  =  1.     We  examine  each  of  these  cases  separately. 

The  case  y  =  2,  ^=0.  Any  surface  F4  passing  twice 
through  S,  is  a  scroll  corresponding  to  itself.  For  any  point 
P  of  this  F4  not  situated  on  S3  leads  to  a  chord  c  of  S3  meet- 
ing  F4  in    five  points,    i.  e.  lying  on  F4;   in  other  words  F^ 
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consists  of  mere  self  correspondiDg  chords  of  8,.  And  hi  the 
same  way  it  is  proved  generally  that  any  surface  F^»,  of  which  S, 
is  an  n-fold  curve,  is  a  scroll  corresponding  to  itself. 
The  system  of  surfaces  F4  with  the  common  double  curve  S, 
is  fivefold  infinite.  According  to  Rohn  {Math,  Annalen,  vol. 
28 ,  p.  288)  any  of  these  surfaces  is  the  locus  of  the  line 
connecting  the  points  A,  /u  of  83  bound  to  one  another  by  the 
condition 

aXV'+ftX/u(X  +  /u)  +  c(X+/u)«  +  dAAi  +  e(X+M)  +  /=0, 

quadratic  in  each  of  the  two  parameters  and  symmetric  as  to 
both;  this  equation  containing  six  coefficients,  the  system  of 
surfaces  is  fivefold  infinite. 

Indeed ,  five  points  chosen  at  random  determine  one  surface 
of  the  system;  for  two  surfaces  F*  with  the  double  curve  83 
passing  through  these  points  coincide,  while  they  have  in 
common  a  locus  of  order  17,  the  83  counted  four  times  and 
the  five  chords  of  8,  containing  the  given  points.  And  on  the 
other  hand  the  symbolic  equation 

(aA  +  6B  +  cCf^  =  0 

represents  a  fivefold  infinite  system  of  these  quartic  surfaces. 

In  the  more  general  case  of  the  scrolls  ¥%n  passing  n  times 
through  83  we  have  to  deal  with  the  function  ƒ  (A,  /ic)  ==  0  of 
order  n  in  each  of  the  parameters  and  symmetric  as  to  both. 
It  is  easily  seen  that  the  numbers  of  the  terms  of  order 
2n ,  2n  —  1 ,  2n  —  2 , respectively  are  obtained  by  proceed- 
ing in  the  series 

1,  1,  2,  2,  3,  8,  4,  4,  5,  5,  etc. 

up  to  the  n  -f  1'^  term  included  and  repeating  these  numbers  in 
inverse  order  with  exception  of  the  last  written  one ,  which  gives 
three  equal  maximal  numbers  or  only  one  according  to  n  being 
even  or  uneven.  So  the  total  number  always  proves  to  be 
i  (n  +  1)  (n  +  2) ,  which  result  agrees  with  the  multiplicity 
indicated  by  the  symbolic  equation 

(aA  +  6B  +  cCf^=:0, 

as  is  known  by  the  theory  of  plane  curves ,  etc* 

The  case  y=l,  ^  =  1.  By  the  substitution  2)  the  sum 
of  the   indices   of  the   four  coordinates  x^^  x^^i  x^^  x^  in  any 


term  xïKt  of  the  equation  9)  representing  the  twelvefold  infinite 
svRtem  of  sur&ces  F4  touching  D4  along  S3  is  not  altered; 
therefore  the  surface  9)  can  only  be  transformed  in  itself,  if 
this  is  the  case  with  each  of  the  surfaces  the  equations  of  which 
are  obtained  by  putting  equal  to  nought  the  different  pieces  of 
the  left  side  of  9)  that  are  homogeneous  with  regard  to  these 
sum  of  indices.  And  this  is  possible  in  two  different  manners, 
for  the  substitution  can  render  all  the  forms  with  reversed  sign 
or  with  the  same  sign.    In  the  first  case  we  find  the  six  forms 

^3X1  ^1^3    )   1  ^4^  "^2^4 

that  reconduct  immediately  to  the  case 

of  the  scrolls  F^  passing  twice  through  S3.  And  the  second 
supposition  furnishes  the  ten  forms 

Xl^  ^  ^2^\  ^"  ^1^    )  ^8>  ^  ^3^4  "f"  ^4^3 

Xi,s  ^  a:3X,  +  iTjXg  J  ,       X4,8  ^  3^4X2  +  ^2^ 

Xl,4  ^  X^X^  +  X^X^   ]  X2,8  ^  ^^2^3  +  ^3^ 

Xi,i  =  2xiXi  (i=l,  2,  3,  4), 

between  which  according  to  8)  we  have  the  relations 

Xi^  ==  Xa^ ,   Xi,4  =^  X%fi  J   Xj^i  =  Xs,s- 

So  we  come  to  the  result  that  the  system  of  quartic  surfaces 
touching  D4  along  S,,  each  surface  of  which  is  anallagmatic 
with  respect  to  our  correspondence,  is  sixfold  infinite. 

9.  Application.  Six  points  on  S3  and  a  seventh  point 
P  not  belonging  to  S3  determine  a  net  of  quadrics  that  have 
in  common  an  eighth  point  P''  situated  on  the  chord  c  of  S3 
passing  through  P.  This  new  correspondence  (P,  P'^)  is  noc 
to  be  confounded  with  the  correspondence  (P ,  P')  treated  here. 
It  is  a  transformation  of  the  seventh  order,  distinguishing  itself 
from  the  cubic  one  by  the  fact  that  the  points  Q,  R  common 
to  the  chord  e  and  S3,  instead  of  being  the  double  points  of 
the    involution   on   e^   form   a  pair  of  it.     This  proves  at  the 
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same  time  that  the  double  points  of  the  new  involution  corres- 
pond to  each  other  in  the  old  one. 

Now  the  locuB  of  the  point  of  coincidence  of  two  correspond- 
ing points  (P,  P'^)  of  the  new  correspondence  determined  by 
the  six  points  chosen  on  8,  is  the  locus  F4  of  the  vertices  of 
the  cones  contained  in  the  linear  system  of  the  quadrics  through 
the  six  points  on  S3.  The  system  of  these  surfaces  F4  of  Jacobi 
is  sixfold  infinite,  any  of  its  surfaces  depending  on  the  choiee 
of  the  six  points  on  S,;  moreover  these  sur&ces  being  trans- 
formed in  themselves  by  the  cubic  correspondence,  the  system 
is  identical  with  the  system  found  in  §  8. 

We  confirm  this  analytically.     U 

Pm=PxXi  +p^^  +  pj^i  +  P4«4=  0 

represent  a  pair  of  planes  through  the  six  points  on  S3,  the 
points  Xi  and  Xi  corresponding  to  each  other  in  the  cubic 
transformation  are  conjugate  with  respect  to  these  pair  of  planes 
and  are  therefore  points  of  coincidence  in  the  correspondence 
of  the  seventh  order  under  the  condition 

which  reduces  itself  to 

Spijii-iXi  -h  S  {fiiqk  H-  ptqi)  (jfiX*  +  xüLi)  =  0, 

entirely  in  accordance  with  the  obtained  results. 

So  unexpectedly  we  hit  upon  the  following  remarkable  theo- 
rem: 

^Any  quartic  surface  touching  D4  along  S,  and  corresponding 
to  itself  with  regard  to  the  correspondence  connected  with  S, 
contains  25  lines.  Of  these  15  join  six  points  of  S3  taken  by 
twos;  the  other  10  are  the  axes  of  the  couples  of  planes  pass- 
ing through  these  six  points." 


I'2aa,  H'5a,b«e,i. 


KUraSOHE  lUVOLÜTIONBN  ER8TEK  UND  ZWEITER  8TUPE  AUP 
KUBISCHEN  RAÜMCÜRVEK 


JAN  DE  VRIES. 


1.  Die  Gesammtheit  aller  Ebenen  durch  einen  Punkt  H 
(fSbenenbündel,  Ebenenoetz)  bestimmt  auf  der  kubischen  Raum- 
cunre  R,  die  Tripel  einer  kubisohen  Involution  zweiter  Stnfe.*) 

Projizirt  man  die  Raumcurve  auB  einer  ihrer  Sehnen  auf  eine 
beliebig  gew&hlte  Qerade  g ,  so  wird  V  ersetzt  dnrch  eine  auf 
g  befindliche  kubische  Involution  zweiter  8tufe  J,^,  welche  durch 
eine  Beziehung  von  der  Form 

1)  Vi*i*8  +  ^1  (^1^2  +  *'2^8  +  «•3^-1)  +  öa(^i  +  ^a  +  ^>  +  <»s  =  O 

bestimmt  erscheint,  falls  man  die  Punkte  von  g  durch  ihre  in 
Bezug  auf  einen  beliebig  gewahlten  Nullpunkt  N  genommenen 
Abscissen  festlegt. 

Weil  die  Yerwandtscbaftsgleichung  durch  Annahme  drei  Tripel 
der  3^  bestimmt  wird ,  kann  man  auf  R3  drei  Tripel  der  I,^ 
beliebig  wablen ;  die  drei  durch  sie  gelegten  Ebenen  schneiden 
sicb  dann  im  Punkte  M. 

Offenbar  sind  die  durch  die  Gleichung 

2)  .     .     .     .     aoi^' +  3tf,«»  +  Sd^a;  +  flTj  ==  O 

dargestellten  dreifachen  Elemente  der  J,^  die  Bilder  von  drei 
Punkten  der  R,  deren  Schmiegungsebenen  durch  ^M  gehen. 
Durch  einen  mllkürlichen  Punkt  des  Raumes  laufen  daher  drei 
Schmiegungsebenen. 


>)  Die  Theorie  der  InToIutionen  wurde  durch  Emil  Wêpr  und  C,  h  Taige 
auegebildet.  Auifuhrlich  dargestellt  wurde  sie  vod  Francois  DervyU  (Mémoire  sur 
la  theorie  de  Tinvolution  et  de  rbomographie  unicursale,  Mém.  de  Ia  800.  dei 
Sciences  de  liège,  t.  XYII,  1891).  Id  der  obigm  kurzen  Arbeit  soil  auf  die  Bedeu- 
iHDg  der  kubicchcD  iDTolutiooeD  für  die  kubische  Raumcurve  hiogewieieD  werdeo. 
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2.    Wenn  o^  und  x^  den  Bedingimgeii 

3)  .     .     .     .     0^0^20:3  +  CI,  (a-2  + 3-3)  + ^2  =  0, 

4)  .     .     .     .     o,a-ar3 +aa(ir2  +  X3)  +  <i3  =  0 

genügen  ,  so  wird  Xi  unbestimmt.  Die  betreffenden  neutralen 
Pankte  bilden  somit  mit  jedem  Punkte  der  Geraden  g  ein 
Tripel.  8ie  sind  die  Bilder  zweier  Punkte  der  R3 ,  deren  Ver- 
bindungslinie  nach  H  zielt.  Hieraus  erbellt  der  bekannte  Sate, 
wonach  jeder  Punkt  des  Raumes  eine  eitizige  Bisecanie  der  B, 
trdgt, 

Au8  3)  und  4)  ergibt  sich  fur  die  neutralen  Punkte  die 
Gleichuog 

5)  .  .  .  (/^e/ia  —  ^1^)^  +  (^0^9  —  ^1^2)  ^  +  (^i^^s  —  «a*)  =  0. 

Verlegt  man  den  oben  erw&bnten  Nulipunkt  nach  dem  reellen 
droifachen  Punkt  (bez.  nach  einero  dcr  reellen  dreifachen  Punkte) 
der   J)^,   80  treten  an   die  Stellen  der  Gleichungen  2)  und  5) 
nunmehr 
6) x{a^^  +  Sa^x  +  Sa^)  —  0, 

7)     .     .     .     .     (a^a^  —  fl,^)a;*  —  Oiöaa; — a^  =  0^ 

AuB  7)  erhellt,  dass  die  neutralen  Punkte  reell  sind ,   wenn 

8) ,     .     4^o<'2  —  3^,>  >  0 

ist.  Man  sieht  sofort,  dass  dann  die  von  Null  yerschiedenen 
dreifachen  Elemonte  imaginar  sind.  Umgekehrt  entspfechen 
imagin&ren  neutralen  Punkten  reelle  dreifache  Elemente. 

Gibt  es  zwei  im  NuUpunkte  vereinigte  dreifache  Elemente, 
80  ist  auch  02  =  0 ,  und  die  Gleichung  7)  lehrt ,  dass  die  neu- 
tralen Punkte  im  NuUpunkte  zusammenfallen. 

Hiermit  sind  die  nachfolgenden  bekannten  S&tze  erh&rtet: 

Jeder  Punkt  einer  reellen  Sehne  tragi  nur  eine  reeUe  Sehmie- 
gungsebene. 

In  jedem  Punkte  einer  idealen  Sehne  schneiden  sich  drei  reelU 
Schm  iegungsehenen, 

Durch  jeden  Punkt  einer  Tangente  geht  ausser  der  zweimal 
gelegten  Schmiegungsehene  des  Berührungspunktes  no^h  eine 
Schmiegungsebene, 


3.     Es  moge 
9)     .     .     .     .     io^J'  +  36,a;2  4-  3^2^  +  ta  =  0 
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ein    Tripel    (B)    der  Jg^  darstelleo ,    welche  durch  1)  bestimmt 
erscheint.     Weil  alsdaDn 

*o('i  +  a?a  +  a^a)  =  —  36, ,  h^ix^x^  +  ^2X3  +  x^x^)—U^,b^^x^^=^  -  J3 

ist,  liefert  1)  die  Bedingungsgleichung 

10)     ...     .     a^h^—^a^^  -\-  3ff,62  —  ajb^  =  0. 

Beachtet  man  die  Symmetrie  dieser  Beziehung,  so  ergibt  sich 
der  bemerkenswerthe  Satz:  Wenn  ein  Tripel  (B)  einer  J3*  an- 
gehort^  so  bilden  deren  dr  ei  f  ache  Elemente  A,,  A2,  A3  ein  Tripel 
f  ener  ztreiten  Jj*,  uelcher  die  Punkte  (B)  als  dreifache  Elemente 
angehören, 

OiTenbar  wird  der  Bedingung  10)  geoügt,  wenn  man 
*o  =  ^o>  6,  =  '', ,  ^2  =  ^2'  *3  =  ^3  ansetzt.  Die  Punkte,  welche 
als  dreifache  Elemente  einer  J3'  auftreten,  bilden  Bomit  ein 
Tripel  dieser  Inyolution.  Für  die  kubische  Raumcurye  gibt 
dies  den  bekannten  Satz: 

Die  Anschmiegunffspunkte  dreier  durch  einen  Punkt  M  lau' 
fenden  Schmiegxingsebenen  trerden  mit  M  durch  eine  Ebene  fi 
verbunden. 

Obiger,  aus  der  Symmetrie  ven  10)  heryorgehender ,  Satz 
besagt  femer  fur  R3 : 

Wenn  die  Ebene  v  dreier  Punkte  Bi,  Ba,  B3  den  Schnittpunkt 
M  der  Schmiegungsebenen  von  A,,  A2,  A3  enthalt^  so  geht  die 
Ebene  A1A2A3  ^  /i  durch  den  Schnittpunkt  N  der  Schmiegungs- 
dienen  von  B, ,  Bj ,  B3. 

4.  Hieraus  ergibt  sich  leicht ,  dass  man  jedem  Punkt  M  eine 
ibn  en4haltende  Ebene  fi  (Nullebene)  und  umgekehrt  jeder 
Ebene  einen  in  ihr  liegenden  Punkt  (NuUpunkt)  zuordpen 
kann.  Dies  ist  selbstverstandlich,  wenn  M  drei  reelle  Schmie- 
gungsebenen tragt.  bez.  wenn  fi  drei  reelle  Punkte  der  B, 
enthalt 

Gebart  ,M  nur  einer  reellen  Schmiegungsebene  an,  und  ist 
A,  deren  Anschmiegungspunkt,  so  lege  man  durch  M  eine 
Ebene  v,  welche  R3  in  den  reellen  Punkten  B^ ,  B2,  B3  trifft. 
Ist  N  der  I^uUpunkt  yon  v  (also  der  Schnittpunkt  der  den 
Punkten  B  entsprechenden  Schmiegungsebenen),  so  ist  die 
NuUebene  yon  M,  dem  obigen  Satze  gem&s,  durch  M,  N  und 
A]  bestimmt. 

Wenn   ferner   die  Ebene  /i  die  Curye  nur  in  einem  reellen 


^        i 
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Punkte  Al  trifft,  80  w&hle  man  in  /«  einen  Pnnkt  N,  dnrch 
welchen  drei  reelle  Schmiegungsebenen  lanfen,  and  bestimme 
dessen  Nullebene  v.  Alsdann  ist  der  Schnittpunkt  der  Sehniie- 
gUDgsebene  von  A,  mit  den  Ebenen  fi ,  v  der  NuUpunkt  tod  /<. 
Der  Satz ,  wonach  MN  ^  fiv  ist ,  lasst  sich  nun  kürzer  ao 
fassen :  Wenn  der  Punkt  N  der  Nullebene  von  M  angehöri , 
80  geht  die  Nullebene  von  N  durch  M. 

5.  Sind  M  und  N  die  Mittelpnnkte  zweier  Ebenennetze, 
so  werden  die  Tripel ,  welche  den  von  ihnen  erzeugten  kubi- 
schen  Involutionen  zweiter  Stufe  gemeinschaftlich  sind,  durch 
den  Ebenenbüschel  herausgeschnitten ,  dessen  Axe  mit  der 
Geraden  MN  zusammenfallt.  Die  Gesammtheit  jener  Tripel 
bildet  eine  kubische  Involution  erster  Stufe  I3.  Auf  die  Gerede 
g  wird  sie  projizirt  in  eine  J3,  welche  man  durch  die  Glei- 
chungen 

dargestelien  kann. 

Für  072  =  ^3  bekommt  man  aus  11)  zur  Bestimmong  der 
Doppelelemente  jener  J3  zwei  Gleichungen,  aus  welchen  durch 
Elimination  von  x^  hervorgeht: 

Den  vier  Wurzeln  von  12)  entsprechend,  gibt  es  also  vier 
Doppelpuukte.  Die  Axe  MN  trifft  demnach  vier  Tangenten 
der  R3,  d.  h.  die  Tangentettfldche  einer  kubischen  Raumcurve 
int  eine  abwickelbare  Flache  vierten  Grades 

Palls  die  Axe  des  Ebenenbüschels  die  Curve  trifft ,  tritt  eine 
quadratische  Involution  an  die  Stelle  der  I3.  Jene  Axe  wird 
dann  ausserhalb  der  Curve  nur  noch  von  zwei  Tangenten  ge- 
schnitten,    d.    h.    R3  ist  Rückkehrcurve  ihrer  Tangentenfl&che. 

Enthalt  ein  Ebenenbüschel  zwei  Schmiegungsebenen ,  so 
lasst  sich  das  auf  der  Geraden  g  erzeugte  Bild  der  betreiFenden 
I3  durch  eine  Gleichung  der  Form 

13) {x  ^  pf  =  \{x  -  qf 

darstollen.     Aus 

14) X  —  p  =  \k{x  —  g) 


12) 


=  0. 
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ergibt   rich    nnn ,    well  p  nnd  q  roell  sind ,   daB8  jedes  Tripel 
nar  einen  reellen  Punki  enthftlt. 

6.  Es  sei  ir  eine  durch  die  Gerade  /  gelegte  Ebene ,  welche 
K3  in  A, ,  A2,  Aa  trifft,  P,  deren  Nullpunkt  Wenn  ir  sich 
um  l  dreht,  beschreibt  P,  eine  Gerade  /'.  Denn,  sind  Hund 
N  zwei  Punkte  der  Geraden  2,  so  mussen  die  NuUebenen  ^und 
y  durch  Pi  gehen ,  weil  ir  die  Nullpunkte  M  und  N  enthftlt. 
Daher  liegt  P,  in  der  Schnittlinie  l'  von  /i  und  v. 

Die  Biseoante  s,  welche  nach  P,  zielt,  bestimmt  mit  T  eine 
Ebene,  welche  R3,  ausser  in  den  TrefTpunkten  Q^,  Q3  der  Sehne 
8,  noch  in  einem  dritten  Punkte  Qi  schneidet. 

Die  Sehne  QiQs  moge  nun  V  in  dem  Punkte  Pa  treffen ;  Pa 
ist  dann  der  Nullpunkt  der  Ebene  (PaO*  Ebenso  ist 
P3  =  (Q,Qa,  V)  der  Nullpunkt  der  Ebene  (pj). 

Offenbar  bilden  die  Punkte  P, ,  Pa  und  P,  ein  Tripel  einer 
auf  V  befindlichen  kubischen  Involution  erster  Stufe ,  welche 
ans  der  Axe  l  projizirt  wird  durch  eine  kubische  Ebenen- 
inyolution,  in  welcher  die  Ebenen  (P,0,  (PaO  ^^^  (^sO  ^^^ 
Tripel  bilden. 

Wird  ir  eine  Berührungsebene  der  R3 ,  indem  die  Punkte  A| 
und  Aa  in  einen  Punkt  A|a  zusammenfallen ,  so  ist  die  Tan- 
gente  0|a  dieses  Punktes  als  Durchschnitt  der  Schmiegungsebe- 
nen  jener  Punkte  zu  betrachten ,  und  der  Nullpunkt  P  ergibt 
sich  als  Schnitt  von  a,a  mit  der  Schmiegungsebene  von  A,.  Die 
durch  P  gezogene  Sehne  s  wird  alsdann  mit  Oia  identisch, 
wonacb  A,a  auch  die  oben  als  Q,  und  Qa  bezeichneten  Punkte 
ersetzt. 

Demnach  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution  (A|AaAa) 
zugleich  Doppelpunkte  der  Involution  (QiQaQa))  welche  durch 
den  Ebenenbüschel  (O  erzeugt  wird. 

Nun  können  aber  vier  Punkte  der  B,  nur  zwei  kubischen 
Involutionen  als  Doppelpunkte  angehören.  Namlich  die  betref- 
fenden  vier  Tangenten  werden  nur  von  zwei  Transversalen  l 
und  /'  geschnitten  ;  diese  sind  die  Axen  der  beiden  Büschel. 

Die  Beziehung  zwischen  den  conjugirten  Involutionen  (/)  und 
(V)  ist  somit  eine  wechselseitige ,  indem  jedes  Paar  der  einen 
Involution  als  das  neutrale  Paar  einer  kubischen  Involution 
zweiter  Stufe  erscheint,  deren  dreifache  Elemente  ein  Tripel 
der  zweiten  Involution  bilden, 
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Weitn  I  einem  Strahlenbüsohel  angehört,  deeeen  Hit telpunkt 
der  Nullpuakt  seiner  Ebene  iat,  so  f&Ut  /'  mit  l  zusammen, 
und  man  erhfilt  eine  sïcb  selbst  conjugirte  Involution. 

7.  Wie  leicht  ersichtlichf  kann  eine  I3  nicht  nur  durch 
zwei  Tripel  eindoutig  bestimmt  werden ,  sondern  aueh  durch  ein 
Tripel  A, ,  Aj,  As  und  zwei  Paare  B,,  Bj;  Ci,  Cj.  Die  Axe 
des-  betreifenden  Ebenenbtischels  vorbindet  dann  die  Spuren  der 
Geraden  B1B2  und  C,G2  in  der  Ebone  AjA^A,. 

Weil  ferner  vier  Sehnen  von  zwei  Transversalen  geschnitten 
werdjen  ,  geboren  vier  Punktepaare  zwei  kubiscben  Involutionen 
erster  Stufe  an. 

8.  Die  Ebenen ,  welche  durch  die  Tripel  einer  auf  R3  befind- 
lichen  biquadratischen  Involution  erster  Stufe  bestimmt  werden , 
bilden  einen  Büschel  dritter  Klasse,  sind  also  Schmiegungs- 
ebenen  einer  zweiten  kubiscben  Raumcurve.  N&mlich  durch 
einen  Punkt  Pj  gehen  von  dem  sprachlichen  Ebenensystem  nur 
die  drei  Ebenen  P1P2P3,  P,P2P4,  P1P3P4,  welche  P,  mit  den 
ihm  in  der  I^  zugeordneten  Punkten  verbinden. 

Beachtet  man ,  dass  eine  I4  durch  zwei  Quadrupel  bestimmt 
iét ,  so  fliesst  aus  obiger  Betrachtung  der  bekannte  Satz : 

Die  Ebenen  zweier  der  kubischen  Raumcurve  eingeschriebenen 
Tetraeder  sind  Schmiegungsebenen  einer  zweiten  kubischen  Saum- 
curve, 

Drei  auf  R3  beliebig  gewahlte  Quadrupel  bestimmen  eine 
biquadratisöhe  Involution  zweiter  Stufe  V-  Bilden  Pp  P2,  P3,  P4 
eine  Gruppe  dieser  14^,  so  gehen  durch  die  Sehne  P,P2  nur 
zwei  von  den  Ebenen ,  welche  die  Tripel  der  I4*  tragen  ,  nfim- 
lich  P1P2P3  und  P,Pj,P4;  die  Involutionsflache  der  14^  ist  somit 
eine  quadratische  Flache.  Hieraus  ergibt  sich  offenbar  der 
bekannte  Satz : 

Drei  beliebig  gewahlte^  der  kuhischen  Raumcurve  eingeschrie' 
bene^  Tetraeder  sind  allemal  einer  quadratischen  Fl&che  umbe- 
schrieöen. 


DE  REGELMATIGE  RUIMTEVERDEELIUG  DOOR  VEERTIEN- 
VLAKKIGE  LICHAMEN 


F.   J.  VAES. 


In  een  voordracht  „On  homogeneous  division  of  spaco"  {Pro- 
ceedings of  the  Royal  Society,  en  Nature  1894)  toonde  Lord 
Eelyin  aan,  dat  de  ruimte  kati  worden  opgevuld  door  gelijk 
en  gelijkyormige  veertien vlakkige  lichamen  (orthic  tetrakaideka- 
hedra  door  hem  genoemd),  elk  begrensd  door  6  vierkanten  en 
8  regelmatige  zeshoeken. 


''^v 
.'  I  \ 


~^^ 

SvT/ 

Fig.  1. 

In  de  Versl.  en  Med.  der  Kon.  Ak.  van  Wet.,  1894/95, 
deel  III ,  gaf  Prof.  P.  H.  Schoute  een  kort ,  direct  bewijs  daar- 
van.   Hier  volgt  een  ander  bewijs:  ^> 
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consiBts  of  mere  self  corresponding  chords  of  S,.  And  in  the 
same  way  it  is  proved  generally  that  any  surface  Fj»»  of  which  S3 
is  an  n-fold  curve,  is  a  scroll  corresponding  to  itself. 

The  system  of  surfaces  F4  with  the  common  double  curve  S3 
is  fivefold  infinite.  According  to  Kohn  {Math.  Annalen,  vol. 
28 ,  p.  288)  any  of  these  surfaces  is  the  locus  of  the  line 
connecting  the  points  A,  /u  of  83  bound  to  one  another  by  the 
condition 

aXV+6X/u(X  +  /u)  +  c(X+/u)«  +  dAAi  +  «(X+iu)-f/=0, 

quadratic  in  each  of  the  two  parameters  and  symmetric  as  to 
both;  this  equation  containing  six  coefficients,  the  system  of 
surfaces  is  fivefold  infinite. 

Indeed ,  five  points  chosen  at  random  determine  one  surface 
of  the  system;  for  two  surfaces  F*  with  the  double  curve  S3 
passing  through  these  points  coincide,  while  they  have  in 
common  a  locus  of  order  17,  the  S3  counted  four  times  and 
the  five  chords  of  S3  containing  the  given  points.  And  on  the 
other  hand  the  symbolic  equation 

represents  a  fivefold  infinite  system  of  these  quartic  surfaces. 

In  the  more  general  case  of  the  scrolls  F3»  passing  n  times 
through  S3  we  have  to  deal  with  the  function  ƒ  (A,  /u)  =  0  of 
order  n  in  each  of  the  parameters  and  symmetric  as  to  both. 
It  is  easily  seen  that  the  numbers  of  the  terms  of  order 
2n ,  2n  —  1 ,  2n  —  2 ,  ....  respectively  are  obtained  by  proceed- 
ing in  the  series 

1,  1,  2,  2,  3,  3,  4,  4,  5,  5,  etc. 

up  to  the  n  -h  1'^  term  included  and  repeating  these  numbers  in 
inverse  order  with  exception  of  the  last  written  one,  which  gives 
three  equal  maximal  numbers  or  only  one  according  to  n  being 
even  or  uneven.  So  the  total  number  always  proves  to  be 
i(n+l)(n+2),  which  result  agrees  with  the  multiplicity 
indicated  by  the  symbolic  equation 

as  is  known  by  the  theory  of  plane  curves ,  etc. 

The  case  y=l,  ^=rl.  By  the  substitutipn  2)  the  öum 
of  the   indices   of  the   four  coordinates  ^1,  a^ 9  0:3,  ^4  in  any 


term  x^X.^  of  the  equation  9)  representiog  the  twelvefold  ioiiaite 
mtoiu  of  surfaces  F4  touching  D4  along  S3  is  not  altered ; 
therefore  the  surface  9)  can  only  be  transformed  in  itself,  if 
dus  is  the  case  with  each  of  the  surfaces  the  equations  of  which 
are  obtained  by  putting  equal  to  nought  the  different  pieces  of 
the  left  side  of  9)  that  are  homogeneous  with  regard  to  these 
BiUB  of  indices.  And  this  is  possible  in  two  different  manners, 
for  the  substitution  can  render  all  the  forms  with  reversed  sign 
or  with  the  same  bign.    In  the  first  case  we  find  the  six  forms 

tiiat  reconduct  immediately  to  the  case 

of  the    scrolls    F^  passing  twice  through  S3.     And  the  second 
flspposition  fiimishes  the  ten  forms 

Xl^  ^  X^l  ^"  ^1^2    I  X8,4  ^  ^3X4  +  3^4X3 

Xl^  ^  3^3X1  +  a?iX3   )  ,         X4,8  ^  iZ?4X2  +  2^2X4 

Xi,4  ^  x^Xi  +  XyjL^  ]         Xa,8  ^  3^2X^3  +  ^3X2 
Xi,i  =  2xiXi  (i=l,  2,  3,  4), 
between  which  according  to  8)  we  have  the  relations 

Xl^  =  Xt,8  ,     Xl,4  =  Xj^s  ,     X2,4  =  X3,8- 

So  we  come  to  the  result  that  the  system  of  quartic  surfaces 
toeehing  D4  along  S3,  each  surface  of  which  is  anallagmatic 
with  respect  to  our  correspondence,  is  sixfold  infinite. 

9.  Application.  Six  points  on  S3  and  a  seventh  point 
P  not  belonging  to  S3  determine  a  net  of  quadrics  that  have 
ill  common  an  eighth  point  P'^  situated  on  the  chord  c  of  S, 
Qt«Dg  through  P.  This  new  correspondence  (P,  P")  is  not 
to  be  confounded  with  the  correspondence  (P ,  P')  treated  here. 
It  is  a  transformalion  of  the  seventh  order,  distinguishing  itself 
from  the  cubic  one  by  the  fact  that  the  points  Q,  R  common 
to  the  chord  c  and  Ss,  instead  of  being  the  double  points  of 
the  ioTolntioii    on    r,    form  a  pair  of  it.     This  proves  at  the 
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no 

Wat  de  perioden  en  de  iuvarianten  der  hier  ingevoerde  p- 
functie  moeten  zijn,  is  nog  onbekend.  Uit  de  gegeven  inte- 
graal moeten  deze  invarianten  g^  en  ^3,  alsmede  het  argnment 
V  worden  berekend.  Dit  nu  geschiedt  zoo  rechtstreeks  mogelgk, 
als  men  de  ontwikkeling  van  z  naar  u  in  de  omgeving  van 
f<  =-  O  eenvoudig  vergelijkt  met  de  ontwikkeling  van  u  naar  z 
in  de  omgeving  van  z  =  co . 

De  eerste  ontwikkeling  is  onmiddellijk  neer  te  schrgven; 
men  heeft 


a,  1 


l  +  w>+|r4yt;+u*(^y't?--^j7,) +  ....] 


De  tweede  ontwikkeling  volgt  uit  de  integraal.    Stelt  men 
vooraf 


z+^^y, 


dan  is 


en  na  uitvoering  der  machtsverhefSng  en  integratie 
1      6.     1       6,      1       1   /J4      276,»\     1 

Uit  de  eerste  ontwikkeling  evenwel  kan  men  afleiden 
1 


y 


1  —  ü^v  —  y  «y »  +  —  «Va  + 


zoodat  de  onderstaande  identieke  vergelijking  moet  bestaan 

Hieruit    zijn  pv,  p'v^  g^  en  g^  volkomen  bepaald.     Achter- 
eenvolgens vindt  men: 


UI 


t 


pV=--=r  — ,pV  =  -  = 


a 


9*  = J— PP  + 


SOftj         bob^  -  27 V     bJ>^-\-3b^»    «„«i -i«i«^  +  30j» 


^j  =  4p'p  -  gtpv—p^D  = — = 

"o 

a^a^  +  2a^a^a,  -^  a^  —  a^^*  —  a^^a^ 

en    daarmede  zgn  alle  voor  de  omkeeriog  benoodigde  formules 
▼erkregen. 
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SURFA0E8-IH1GE8  ') 

PAR 

G.  MANNOÜRY. 


1.  Pour  le  géomëtre  de  nos  jours  la  conception  des  points , 
des  courbes  on  des  surfaces  qu^il  étudie  s'est  associée  si  inti- 
moment  k  cello  des  coordonnées  ou  des  equations  correspon- 
dantes,  qu'il  no  cesse  pas  d'employer  la  terminologie  géométrique 
dans  les  cas  oü  la  representation  géométrique  commence  k  lui 
faire  défaut;  en  parlant  de  courbes  qui  se  coupent  en  des  points 
imaginaires  ou  k  Pinfini,  de  lignes  de  longueur  zéro,  de  per- 
pendiculaires  qui  se  confondent  etc.,  il  exprime  des  faits  pure- 
ment  analytiques  sans  j  attacher  une  signification  géométrique. 
Pourtant  il  n'est  pas  a  contredire  que  Tinterprétation  géomé- 
trique d'une  relation  analytique  donne  un  appui  k  Tesprit  qui 
facilite  les  recherches. 

Cost  pour  cette  raison  que  je  me  propose  de  representor 
univoquement  les  systèmes  S  des  rapports  mutuels  de  trois 
variables  complexes  x,  y,  z  (ne  s'annulant  pas  toutes  è  la  fois) 
par  les  points  (reels)  P  d'une  surface  fermée  k  quatre  dimen- 
sions ^I  {*8urf ace-image)^  et  cela  de  telle  maniere  que 

1^  tous  les  points  P, 

2^.  toutes  les  Surfaces  ^S,  (situées  dans  ^I)  qui  représentent 
les  equations  linéaires, 

ax  +  (iy  +  yz  =  0 

soient  géométriquement  equivalents. 

Ces  conditions  reviennent  k  la  suivante :  8i  aE^aX,  ay^  •^ 
(représenté  par  le  point  «P  de  ^I)  est  un  système  de  yaleurs 
satisfaisant  k  l'équation  o^rz;  +  aj3y  +  ay«  =  0  (representee  par 
la  Surface  a^S  située  dans  ^I)  et  si  de  memo  bS^hx^  by,  h^ 
(repr.   par   *P)  satisfait  k  bccx -h  bfiy  +  byz  ==  0  (repr.  par  a*S), 


M    La  plupart   des   résultats   suivants  oat  été  commuuiquét   k  la  Soo.  math, 
d' Amsterdam  dans  sa  seance  du  29  Oct.  1898. 

*)    Les  indices  places  k  droite  en  haut  se  rapportent  au  n  ombre  dee  dimensions. 


113 

Ia  «aurfiBM^e-image  doit  pouvoir  glisser  sur  elle-mème,  de  sorie 
que  «P  Tienne  en  ^P  et  que  «^S  coincide  aveo  »^S. 

Pour  arriyer  k  ce  résultat,  il  faut  d'abord  établir  une  sub- 
stitution  (lineaire)  entre  les  variables  x^  y,  z  qui  puisse  servir 
k  representor  ces  glissements  de  ^I  sur  elle-méme.  Pour 
Fobtenir  je  oonsidère  préliminairement  une  representation  géo- 
métriqne  des  systèmes  S  par  des  plans  situés  dans  un  ^espace ; 
une  certaine  substitution  entre  les  o? ,  y ,  f  fiftit  passer  ses  plans 
les  uns  dans  les  autres  sans  en  changer  la  position  relative; 
cette  substitution  que  j'ai  appelée  la  substitution  c-  orthogonale 
me  sert  de  base  pour  trouver  uiie  expression  pour  la  distance 
de  dettx  points  arbitraires  ,P  et  ^P  de  la  ^surface-image  k  trouver, 
en  fonction  des  systèmes  ^x  xy  ,2; .  ^  ^  ^  qu'ils  représentent. 
Cette  expression  me  fournit  enfin  Ie  moyen  d'établir  les  equa- 
tions d'ane  Surface-image  satisfaisant  aux  conditions  posées. 
Cela  iait,  il  ne  sera  pas  difficile  d'étendre  les  résultats  obtenus 
au  cas  de  plusieures  variables. 

La  substitution   c-orthogonale. 
2.    Soit 

Z^Zr  +  iZg^    *) 

et  feisons 

5X  ^  Zr  ^  ©X  =  Zi  , 

les  X  étant  des  coordonnées  cartésiennes  d*un  ^E. 

Tous  les  systèmes  ^ ,  y  ,  e  ayant  les  mêmes  rapports  mutuels 
qu*un  système  donné  a  j  b ,  c  sont  (on  indiquant  par  A  un 
nombre  complexe  arbitraire): 

X  =  Aa  Xr  +  wji  ==  (Ar«r  —  A.a,)  4-  i(\rat  -I-  A  «Or) 

y  =  A6  OU  yr  -f  »yi  =  (Ar^r  —  Ai6i)  -t-  i{Xrbi  -h  A«6r) 

Z:=zXc  Zr  +  iZi^  (XrCr  —  A,C,)  -f  t(ArCi  +  A«(V)* 


1)     Cett«   notation   pour   U  déoompoflition  d*un  nombre  oomplexe  p^pr+  ipt 
{pr  et  Pc  reels)  sera  employee  généralemeDt  dans  cette  article. 

8 
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Done  y  lea  puintB  correspondante  du  ^E  doivent  aatisfairè  k 

|X  =  Xf4Jr  —  AiOi  ,  jX  =  XrOt  +  AiOr  , 
jX  =  Xrbr  —  Xibi  J  ^X  =  Ar^i  -|-  Xgbf  , 
3X  =  XrCr  —  XiCt      ,      gX  =  XfCi  +  XtCr* 

Ces  equations  représentent  an  ^plan  ^p  passant  par  Torigine 
des  cóordonnées  et  représentant  Ie  système  tEC  des  rapports 
miitueis  de  o; ,  y  ,  9.  1) 

Claque  substitution  lineaire 

iX  =  ,La? -h  iMy -hiN«, 
Y  =  jLa:  4-  jMy  +  ^m , 
Z  =  jLa:  +  jMy  +  jNr  , 

OU 

Xr  -h  tXi  =  (, LriCr  —  iLiO;,  +  ,  Mryr  —  iM,yi  +  iNr?r  —  i  N^^|)  ' 


transforme  les  plans  '^p  les  uns  dans  les  autres. 

Ppur  que  leurs  positions  relatives  ne  soient  pas  changées  il 
faut  et  il  suffit  que  la  substitution  oorrespondante  entre  les 
coordonnées  du  ®E: 


soit  une 
Cele  exigo: 


1^    2',V  +  ,L.^=1,") 


')  II  Mt  évident  qae  Ie  réciproque  n'eet  pas  yrai:  Ie  nombre  de  *plaiui  pas- 
sant par  Torigine  de  ^E  étant  «b  et  celui  des  systèmes  Sï  n'étant  que  00*  il  eet 
impossible  qvCk  cbacun  de  ces  'plans  il  corresponds  un  sjvt^me  X. 

*)  Le  signe  S  aan*  indieeê  se  rapporte  toujours  k  la  permutation  cyclique  des 
lettres. 
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et 

20.      £Jjr^Lr  +  ^U^U^O, 

2'3l^,Lr  +  ,L.iL.  =  0, 

2*^Lr,L.  -,L.3Lr  =  0, 
2^ljr  iIm  —  3L1  |Lr  =  O  , 

En  indiquant  par  Tiadice  «^  Timaginaire  conjuguée  d'un  nombre 
complexe  I  ces  equations  s'écrivent: 

i    10  2:,L,L^  =  1     ,    2:,L,L^=1     ,    2:3L,L^=l, 
^^      I    20.  2'jL3L^  =  0    .    -T^Ljl/^O    ,    Ü.LJj^^O. 

Les  BubstittttioQs  de  la  forme  (1),  remplissant  les  conditions 
(3)  joatssent  de  queiques  propriétés  remarquables ,  dont  je  signa- 
lerai  celles  qui  nous  serviront  plus  tard.  Je  les  appelle  les 
substitutiims  c-arthogonules  pour  rappeler  qu'en  ötant  les  indi* 
ees  ^  on  les  change  en  des  substitutions  orthogonales  ordinaires. 

8*  D'abord  je  dis,  qu'^  cdté  des  conditions  (3)  on  pent 
mettre: 

t  10.  i-^L*!/  =  1     ,    ÜMkTl'  =  1    ,    2kSkS^  =  1 , 

(4)  *  *  * 

^  k  k  k 

En  effet,  les  conditions  (3)  remplies,  la  substitution  (2)  sera 
orthogonale;  il  s'en  suit 

P.    ükW  +  kW^l, 

k 

2:*Mr^  +  *M.^=l, 

k 
20.    2:*Mr*Nr  +  *M,*N.  =0, 

k 

2  k^r  kLr  +  kSi  *L,   =  O  , 

k 

2  aLt  *Mr  +  kLi  aMc  =  o , 

it 
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2'*Mr  *N.  -iM.*Nr  =  0, 

2  *Nr  *L.  -  *N.  *Lr  =  o , 

k 

2  kLr  jMé  —  *Lt  jfeMr  =  o , 

k 

équatioDB  qui  pouvent  s'écrire  dans  la  forme  (4). 

On  peut  résoudre  les  equations  (1)  'par  rapport  k  x,  y,  z; 
si  Ton  multiplie  la  première  par  |L^»  la  seconde  par  JL^^  ^ 
troisième  par  gL^^  et  si  l'on  ajoute,  ontrouve,  ayant  égard  aux 
relations  (4): 

a;  =  ,L*^  X  -f-  2^*^  Y  4-  3I/  Z ,  et  de  méme : 

^  =  iN^X-haN^Y  +  3N^Z. 

Appliquons  la  substitution  c-orthogonale  k  la  fonction 
XX^  +  YY^  4-  ZZ^     Il  vient: 

2:  (khx  +  k^y  +  k^z)  {kL'x^  +  *M^^  +  k^'^z')  y 

k 

OU  xx^ -}- yy^  +  2Z^  ^  en  vertu  de  (4).  Réciproquement  toute 
substitution  lineaire  qui  transforme  2'XX^  en  2a^  est  une 
substitution  c-orthogonale.  Il  s'en  suit  que  Ie  résultat  de  plu- 
sieurs  substitutions  c-orthogonales  est  encore  une  substitution 
c-orthogonale. 

De  même  la  fonction  XX'^  +-YY^  +  ZZ's  oü  X,  Y,  Z  et 
X',  Y',  Z'  sont  des  variables  cogrédientes,  se  transforme  en 

2:  (khx  +  AÜy  +  A-Nar)   (ul^jfr  +  ^Hcy'c  +  ^^Cg^e) 
k 

OU  en  xx'^  +  yy'''  -\-  zz'^.  En  general ,  on  pourra  mettre  k  cdté 
des  fonctions  isotropes  de  Cauchy  (fonctions  qui  ne  changent  ni 
de  valeur  ni  de  forme  par  des  substitution  orthogonales) ,  des 
fonctions  analogues,  c-isotropes  qui  ne  changent  ni  de  valeur 
ni  de  forme  par  les  substitutions  c-orthogonales. 

4.  Cela  posé,  je  démontrerai  que  les  substitutions  c-orthogo- 
nales nous  puissent  servir  k  représenter  les  glissements  de  ^I 
sur  elle-mème,  c.-è..-d.  qu^elles  nous  permettent  (voir.  n^.  1)  de 
transformer  un  système  donné  aS  satisfaisant  è^a^x  -|-aj3y  -f-  ajz  =  O 
en  un  autre  système  donné  bS^  satisfaisant  k  mx  +  ^^y  +  ^7^  =  0. 
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Ije  réflultat  de  deux  substifufioDB  oorthogonales  étant  encore 
une  substitution  c-orthogonale,  il  suffira  de  prouver  qu'on  peut 
disposer  des  coefficients  kL^  jtM,  k^  de  maniere  k  transformer 
k  la  fois  Ie  système  1,  O,  O  en  Ie  système  atS^aX,  «y,  o^^  et 
réquation  y  =  O  en  ^ax  -f  «/3y  +  ayz  =  0. 

En   appliquant  les  formules  (1)  et  (5)  on  trouve  immediate- 
ment  pour  Ie  transformé  de  1 ,  O ,  O  Ic  système 

et  pour  la  transfonnée  de  y  =  0  Téquation 

,  M«  a:  +  jM*  y  +  jM^  z  =  0, 
ce  qui  donne 

jL  =  Xay    ,    2M  =  ;ia/3<^, 

valeurs  qui  satisfont  k  2  ;i-L  >tM^  =  0. 

k 

On   disposera   des   facteurs  A  et  /u  de  maniere  k  satis&ire  k 

2  kL  kl^  =  1 ,  2  kit  kü^  s  l  ce  qui  les  determine  k  un  facteur 
k  k 

de  module  1  prés. 

Ayant  trouYé  des  valeurs  pour  les  L  et  les  M  on  determine 

les  N  par  les  equations  linéaires 

k 


2:,feM^AN  =  0, 


ce  qui  donne 


,N=v 


,N=i 


Enfin  on  disposera  du  facteur  v  de  maniere  k  satisfaire 
2!  k'S  kJS^  =  1 }  ce  qui  Ie  determine  encore  k  un  facteur  de 
module  1  prés. 

On  voit  done  qu'au  moyen  de  la  substitution  c-ortboganale 
on  peut  eifectuer  la  transformation  demandée  et  cela  de  plus 
d'une  maniere;  de  sorte  qu'elle  possède  les  propriétés  exigées 
par  Ie  but  auquel  elle  nous  doit  servir.  *) 


')  On  se  demandera  peut-être  si  la  substitution  orthogonale  ordinaire  ne  pour- 
rait  nous  rendre  même  service.  Pourtant  la  substitution  orthogonale  ne  peut 
jamais  transformer  trois  valeurs  satisfaisant  è  4;*  +  y'  4-  e'  =:  O  en  trois  autres 
pour  lesquelles  x*  -f-  y*  +  s'  ^  0.  üne  diflSculté  oorrespondante  pour  la  substi- 
tution e-orthogonale  n'eziste  pas ,  vu  que  (les  variables  ne  s'annulaot  jamais  k  la 
fois)  ü  n'y  a  pas  de  systèmes  de  variables  pour  lesquels  xzc  -f  yyc  4-  «« -=  0. 
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La  distance  de  deux  points  de  ^L 

5.  JusquMci  nous  avons  conaidéré  x^  y,  ar  comme  des  Taria- 
blea  indépendantea  homogènea;  pour  aimplifier  les  calculs ,  nous 
auppoaerona  dans  ce  qui  auit 

(6)  xx^  +  yy*  +  ««*  =  1 ; 

cela  ne  change  en  rien  la  généralité  de  notre  problètne,  tu 
que  lea  variablea  ne  s^annulent  jamaia  k  la  foia. 

Cela  poaé,  paaaona  k  la  recherche  d'une  expreaaion  pour  la 
diatance  de  deux  pointa  arbitrairea  aP  et  ^P  de  *l  en  fonotion 
dea  ayatèmea  aXayaZ,  bPCbyb^  qu'ila  doivent  repréaenter.  D 
auit  de  ce  qui  precede  que  cette  expreaaion  doit  ètre  una 
fonction  c-isotrope  toujoura  réelle  de  aJray«^,  iXbyh^j  q^i 
diaparatt  pour  aXiay'a^^'bXihy'b^- 

Pour  la  trouver,  conaidérona  d'abord  la  ^aurface  (aituée  dana 
^1)  qui  repréaente  l'équaHon  2  =  0.  Lea  pointa  de  cette  ^urfiice 
(qui  eat  egale  k  toutea  celiea  qui  repréaentent  dea  équationa 
liuéairea)  doivent  foumir  une  repréaentation  géometriquement 
équivalente  de  toua  lea  ayatèmea  «,  y,  O,  c.-^.-d.  cette  'surface 
conatitue  une  aurface-image  k  deux  dimenaiona  ^L  Or,  on  aait 
qu'une  telle  representation  a'obtient  facilement  par  la  projection 
atéréographique    d*ua  „plan  complexe"  repréaentant  Ie  rapport 

X 

—  =  R  aur  une  aphère  de  rayon  ! . 
Soit  en  effet 

cette  aphère,  faiaona  £  ^  Rr  ,  ?}  ==  Ri  et  prenona  Ie  point  O,  O,  1 
pour  centre  de  projection;  alona  on  a 

2Rr 2R>  Rr'  +  R>»-  1 

^"  1  +Rr»+R.>'''""  l  +  Rr*+R,^'  Rr*+R.^-h  l' 

En  aubatituant 

Xr  yr  +  Xty,        xy<^  +  xy 


Rr  = 
R.= 


yr^  +  y?  2yy^ 

Xt  yr  —  xry, ~  i  (-^y^  -  x^y) 

yr^  +  y?     "  2yy* 
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et  BfpiBt  égard  k  xsr^  -f  yy^  =  1 ,  nous  trouYODs 

5  =  ^y^+  «^y,  n  =  —  •(^y  — «"Ir),  2  =  J^a^^  — yys 

ce  qui  donne  pour  ]e  carré  de  la  distaDce  de  deux  points  de 
la  spbère  ,P  et  2^»  correspondaDt  respectivement  è  i^-,  ly 
et  k  a«,  2^' 


1P2P    =  (,^,y^  +  i^^y  -  7fr^'  -  2^2^)* 

Ajoutant    et  retranchant  (,r,x^  +  ^yiy^^  +  2Pi:2p^  +  ^^^T  ^^  ^  > 
on  obtient: 


iP2P^  =  ix^xV'  +  i«^iy  —  '^'^'  -  3«'2y)^ 

+  (iip,a^  -  ,yiy'  —  2iP2a5^  +  2y2y  Y 

—  (x^x^  +  lyi^^  +  2^2^  +  2y2y^)*  +  4  == 

=  4  (,T,y^-  ^a-ayO d^r^iy-  2^'2y)-  4 (,ar,ar<-— ^y^y^) (,yiy^-2a-2a;0  +  4  = 

=r  4  -  4(,a;^2^,5r2y^  +  x^n^'x^Jf  +  xyxV'iH'Jt'  +  ia:,a:^2a?2rr^)  = 

(7)  =4  —  4  (lOTaa:-»  +  .yay^)  Crr^-aa?  +  iy%). 

On    reconnait    dans  cette  expression  une  fonction  c-isotrope 
pour  la  substitution  c-orthogonale  k  2  variables 


6.  Pour  étendre  ce  résultat  au  cas  de  trois  variables ,  c.  è  d. 
pour  trouver  Fexpression  pour  la  distance  de  deux  points  arbi- 
traires  aP  et  ^P  de  *I,  nous  n'avons  qu'  k  exprimer  que  cette 
expression  prenne  la  forme  (7) ,  dés  qu'on  transforme  ^P  et  ^P 
par  une  substitution  c-orthogonale  en  deux  points  jP  et  2P  pour 
lesquels  2r  =  0.  Sans  aucun  calcul ,  Ie  résultat  est  facile  k 
prévoir.     En  efifet:  Texpression 

4—4  (oOr^  +  ayby'  +  aZhZ')  {aX^bX  +  a^by  +  aZ^bZ)  = 
=  4(1  -^-aX^») 
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satisfait  k  ces  conditions,  de  sorte  que  noiu  pouTons  étabfir 
(8)  "^^^^  =  4  (1  ~  \i:^ixe\*). 

Cette  formule  renferme  Ia  solution  complete  de  notre  pro- 
blëme.  En  eiFet,  par  elle  toutes  les  distances  mutuelles  des 
points  de  ]a  Surface-image  ^I  étant  fixées,  cette  Surface  est 
complètement  définie,  done  il  est  possible  de  déduire  toutes 
ses  propriétés  de  la  formule  (8).  Toutefois ,  il  roste  k  prouYer 
que  Ia  Surface  ainsi  définie  satisfait  aux  conditions  posées.  Ge 
preuve  sera  facile,  dés  que  nous  aurons  démontré  qu'elle  peut 
ètre  placée  dans  un  espace  euclidien  k  un  nombre  suffisant 
de  dimensions. 

Pour   mettre   ce    point    hors   de  doute  nous  chercherons  les 
equations  de  *I  en  coordonnées  cartésiennes  ')• 

La   Surface-image. 

7.    Soient  jtX  (A:  =  1 ,  • . . . ,  n)  des  coordonnées  cai^ésiennes 
dans  un  '*E  et  représentons  Ia  Surface-image  par  les  equations 

*X  =  kf(x  ,  y  ,  a). 

Il   s'agit  de  determiner  des  fonctions  kf  toujours  réelles,  de 
maniere  k  satisfaire  identiquement  k 

(9)  =^{\  —  \SaXhOl^\^). 

Or,  ayant  égard  k  2 aix^aPC^  =^  1 ,   2hXb^  =  1 ,  nous  pouTons 
écrire 

4(1  -  |-r«af*^i^)  = 

=  2{2:^aXaPC<:  +  S^bXhX^  —22  a^J^  :*)  = 

-  2{S\ra»c  J^  ShrhX^  _   2IaXf^2aX^bx)  = 


^)    n  Mt  clair,   qu'en  rempla^ant  dans  la  formule  (8)  Ie  coefflcient  4  ]>ar  nne 
autre  coDstante  arbitraire,   on  obtient  encore  une  ^surface-image ,   semblable  k  la 
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=  22  {^t^  —  ifiohx^f  +  42'(«y««^  —  ^^«)  {„y'^az  —  by%z)  = 

=  22:{^ar<^  —  ^^c)a  +  2:\{ayaZ'  +  aV^^aZ)  —  (*y*^  +  by'hz)\^  ~ 

—  -2?Ktfya«''  —  ay^a^)  —  (bybz'  —  by^bz)\^  j 

de  sorte  qu'oo  satisfait  identiquement  k  Tégalilé  (9)  en  posant 

\X  =  ,/=  V2xx^, 

X  =  ,/=  V2yys 

Lx  =  3/=  V2zzc, 

]*X  =  4/=  ye«4-y^2r, 

(10)  <5X=^  =  <(y2^-y^*), 
LX  =  e/=    «oj^'  +  ^^^ap, 
I  iX  =  7/=  i  («c*  —  z^x) , 

gX  =  8/=    o^y^  +  flc^, 
^X  =  g/=t(jy^  — ar^y). 

On  s'en  aasure  fiicilemeot  que  ces  foncdons  ne  prennent  jamais 
que  des  valeurs  réelles  eo  les  mettan  t  sous  Ia  forme 

\X  =  V2{^r^  +  X,^), 

,X  =  V^2(y.^  +  y.»), 

J3X  =  V^2(^r"  +  ^.^), 

(11)  LX  =  2(yr2.-y.Zr), 
Lx  =  2(ZrXr  +  ZiX,) , 
[  ïX  =  2{ZrXt  —  Zi^Tr) , 

^X  =  2{Xrlfr  +  i»eyi)  , 

gX  =  2(a;ry.  —  x.yr). 

A  première  vue  il  pourrait  sembler  que  les  equations  (11)  ne 
représentassent  une  surface  k  cinq  dimensions  parce  qu'elles  renfer- 
ment  6  paramètres,  lies  par  une  seule  relation  S  (xr^  +  x?)  --  l. 
Pourtant  les  equations  (10)  montrent  qu'on  ne  change  pas  les 
valeurs  des  X  en  moltip]iant  a*,  y,  e  par  un  facteur  (e»>)  de 
module  1,  de  sorte  qu'  k  chaeun  des  systèmos  de  rapports  de 
X,  y,  e,  il  correspond  un  et  un  seul  point  ,X .....  9X.  Réci- 
proquement   k   chaque  point  jX , ,  qX  il  correspond  un  et 
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un  seul  de  ces  Byetèmes ,  parce  que  les  équatioDs  (10)  donnent: 

no\  t^t  •»?  _  ^  ,X  +  f,X  _  x^  gX+  ii^  _y_ 
^    ^     V¥^X    "  y'     K23X    ~  «'     K2,X    "  x' 

done    la   surface   obtenue   est  réellement  une  surface  k  quatre 
dimensions. 

Si  maintenant  on  fait  subir  aux  x^  y,  z  une  substitution 
c-orthogonale,  les  points  de  la  ^surface  se  transforment  en 
d'autres  points  de  la  méme  ^surface ,  en  conservant  leurs  distan- 
ces mutuelles;  done  on  peut  concevoir  oette  transformation 
comme  un  glissement  de  la  surface  sur  elle-méme.  En  outre 
nous  avons  démontré  plus  haut  qu^au  moyen  d'une  telle  sub- 
stitution il  est  possible  de  transformer  un  système  aS  satis- 
faisant  k  accx  +  afiy  +  ay^  =  O  en  un  système  bS  satisiaisant 
k  bax  +  bfiy  +  A7^  =  O,  done  la  ^surface-image  representee  par 
les  equations  (10)  ou  (11)  satisfait  aux  conditions  posées. 

8.  Regardons  un  peu  de  plus  prés  la  Surface  dont  nous 
venons  d'établir  Texistence.  D^abord  je  dis  que  ^I  est  une 
^surface  ^gauche  ').  En  effet ,  les  equations  (1 1)  montrent  que 
les  X  satisfont  k  Téquation 

,X  +  ,X  +  3X=1 

qui  représente  un  ^E  contenant  ^I.  3i  ^I  était  situóe  dans  un 
^E,  les  X  satisferaient  identiquement  k  une  equation  de  la  forme 

qui  entrainerait  une  relation  homogene  et  du  second  degré 
entre  les  six  paramètres  reels  ^r,  Xt^  yr,  yi,  Zr^  Zt^  ce  qui  est 
absurde,  puisque  les  rapports  de  ces  paramètres  sont  tout  k 
fait  arbitraires. 

Pour  examiner  *I  du  point  de  vue  de  V analyse  situs,  je  fais 
une  trémature  (petite  ouverture),  disons,  pour  fixer  les  idees, 
au  point  a;  =  O,  y  =  O,  2?  =  1. 

L'effet  d'une  telle  trémature  peut  être :  ^) 

*)  J'  appelle  „''gauche*'  une  variété  qui  peut  se  trouver  dana  un  ^£  et  non  dans 
un  espace  k  moins  de  p  dimensions ;  done  une  courbe  plane  sera  *gauche ,  une 
courbe  gauche  ordinaire  sera  'gauche,  etc. 

')    La  eyeloae   (ou  'cjcl.)  d'une  variété  est  Ie  nombre  de  ojdes  indépendanta , 

la  ''cjclose  Ie  nombre  des  ''surfaces  fermées  indépendantes  pu'on  peut  tracer  dans 
cette  variété.  Les  surfaces  qui  sont  des  variétés  doubles  ne  comptent  jamais  poar 
indépendantes.    Voir :  Lois  cyclomatiques,  Nieuw  Ar  chiefs  sér.  2,  t.  III,  p.  126. 


123 

10  de  diminuer  de  1  la  *cy close,  s'il  y  en  a,  (c.  è  d.  si  la 
Surface  est  une  ^Yariété  simple), 

OU  bien  2^  d'augmenter  de  1  la  ^cyclose,  dans  Ie  cas  que  la 
^surface  est  une  variété  double. 

Pour  decider  lequel  des  deux  cas  se  présente  ici  nous  n'aYons 
qu'è  remarquer  qu'après  la  trémature  la  ^surface  ^I  peut  se 
réduire  par  contraction  (ce  qui  ne  change  pas  les  nombres  cyclo- 
matiques)  k  la  Sphere  ;?  =  O ;  les  nombres  cycl.  de  cette  'sphere 
aoDt: 

punctose  =  1 ,  cyclose  =  O ,  sphérose  =  1 

(ou :  ®cycl.  =  J  ,  'cycL  =  O,  ^cycl.  =  1), 

done   la  trémature  n'a  pas  cause  de  ^cycL,   ce  qui  prouve  que 
^I  est  une  ^variété  simple  atu  nombres  cyclomotiques : 

^'cycl.  =  1 ,  "cycl,  =  O,  *cycl.  =  1 ,  ^cycl  =  O  ,  *cycl  =  1. 

Sa  tctxe ')  sera  done 

r  =  (l-0+l-0+l)  =  3. 

La    trigonometrie    dans    ^I 

9.  Dans  ^I  toute  equation  homogene  f{x^  y^  z)  =  0  aux  trois 
variables  a; ,  y ,  z  ^  est  representee  par  une  'surface  ferroée. 
Regardée  du  point  de  vue  de  l'analyse  situs,  cette  ^surface  a 
les  mêmes  propriétés  que  la  surface  de  Riemann  au  moyen  de 
laquelle   on   étudie    ordinairement   les  propriétés  de  Téquation 

/(a..y,«)  =  0(ou/(-^,  -|-,   l)=0.) 

Aux  solutions  communes  (réelles  ou  non)  k  deux  de  ces 
equations  correspondent  univoquement  les  points  (reels)  com- 
muns  aux  deux  'surfaces. 

Il  existe  des  relations  remarquables  entre  les  propriétés  mé- 
triques  de  ces  'surfaces  et  les  propriétés  analytiques  des  equa- 
tions qu'elles  reprééentent.  Pour  ie  moment  je  veux  me  bomer 
k  l'étude  des  Spheres  'D  qui  correspondent  aux  equations  du 
premier  degré 

ccx  +  fiy  +  yz^O. 

Pour  simplifier  les  calculs,  je  supposerai  toujours  Saa^^S  \a'i^=  1 . 


1)     ContUnte  figurant  dans  la  loi  d*Euler.    Voir  ibid.  p.  142. 
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10.     Deux  'spheres 

ont  toujours  un  poiut  de  coroiniin;  considérons  leurs  angles 
quadi'idimensioDaux  *)  (ou  plutót  ceux  de  leurs  plans  tangents) 
en  ce  point.  Par  une  substitution  c-orthogonale  (qui  ne  change 
en  rien  la  position  relative  des  deux  Hphères)  nous  pouvoos 
faire  coin  cider  k  la  fois  Ie  point  d'intersection  de  '|D  et  '2D 
avec  Oz^x  =  O,  y  =  O,  «  =  1  et  «,D  aveo 

(13)  'aD  =  y  =  0,  ouj^'-^^ 

yi  ^  u, 

Alors  \D  deviendra 

(14)  hD  =  ax  +  Py  =  0,    la|»  +  |^|»=l, 

larXr  —  a^i  +  firVr  —  /3iy*  =  o, 

'  aar  +  CCrXi  +  p,yr  +  firyi  =  0. 

Considérons   les   points    de   ^^D  situés  k  distance  infiniment 
petite  de  O^.    Les  equations  (11)  différentiées  donnent: 

1^  :2.{xrdxr  +  x,dx,)  =  0y 

2^  (iiX  =  2y2(xrdxr  +  x,dx,) , 


d^X  «  2  (ffrdzr  +  Zfdyr  +  yidzi  4-  «crfyO , 
döX  =  2  {yrdzg  +  Zidyr  —  yidzr  —  Zrdyt), 

done  pour  a;  =  0,y  =  0,2f=l: 
1^  dzr  =  Q, 

V  d,X  =  O ,  rf^X  =  O  ,  rfaX  =  O , 

d;X  =  2  dyr ,  rfjX  =  —  2  rfy, ,  rfoX  =  2  dxr,  d,X  =  2  Ar, , 
d,X  =  0,  rfoX  =  0, 
tandis  que  (14)  donne: 

ardxr  —  a.dxt  +  (irdyr  —  fiidyi  =  O , 
a,drr  +  ardxi  +  /3,dyr  -r  firdy^  =  O , 


*)     Voir:  P.  D.  Scuoute.    Les  angles  quadridimensionauz  de  deux 
plans,    yimie  Arehief,  sér.  2,  t.  III,  p.  ill. 
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de  florte  qn'on  tronve  pour  Ie  plan  tangent  h,  'iD  en  0« : 
/  ,X  =  0,    ,X  =  0,     ,X  =  1, 

^     ^  '  •    *    ~     0.4X-^^X  +  a.,X  +  «r,X  =  O, 
(      8X  =  0,    ,x  =  o. 

Le    plan    tangent   k  \D   est  obtenu  en  substituant  a  =  O , 
^  =  1: 

,X  =  O,  ,X  =  O,  ,x  =  1 , 


(16)  .  .  .»aT=    , 

l,x  =  o,  ,x  =  o,  ,x  =  o,  ,x  =  o. 

On  Toit  qne  les  deux  plans  sont  situés  dans  un  *Ë  passant  par 
Oz,  paraUèle  k  l'«E(4,  5,  6,  7). 

Soit  maintenant  R  =  0,  O,  1,  4X',  ,X',  «X',  ,X',  O,  O  un 
point  qnelconque  de  >»T  et  S  =  O,  O,  I,  O,  O,  «X',  ,X',  O,  O  sa 
projection  sur  le  plan  '«T.    Le  cosinus  de  Tangle  RO(S  est 


cos«=        i'•x^+'^- 


l/(,x'«+»x'»^-eX'»^-,x'») 

Or,  de  la  quatrième  et  de  la  cinquième  des  equations  (15) 
OU  déduit; 

-  prX  -  ^.,X'  =  «rXo  - a.,X' , 

-  ^uX'  +  ^rjX'  =  a.oX'  +  ar,X'. 
ÉloTant  au  carré  et  ajoutant : 

O,»  +  M  (4X'» + »x'»)  =  («r» + «.»)  CX'*  +  ,x'«) . 

done 

cos«= ^^^+^' =  101. 

Done    les    deux    plans  tangents   ne   font    qu'un    seul    angle 
arccos  |  /3  |. 

Retournons  aux  ^spheres,  ^,D  et  ^,D.  Quand  on  traosforme 
les  X  ^  y  t  z  par  une  substitution  c  orthogonale ,  les  variables 
contragrédientes  a ,  fi  j  y  sont  traosformées  par  la  subsfition 
inverse ,  également  orthogonale ;  done  toute  fonction  c-isotrope 
des  a  conserve  sa  valeur. 

Or ,  la  valeur  trouvée  '  j3  |  étant  précisément  ce  que  devient 
12,^2^^!    quand  on  passé  de  \T>^  \D  k  'aD,  '^D,  il  suit  que 
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V angle  des  plans  tangents  des  deux  spheres  \Ti  et  *^  è  leur 
point  d^ intersection  est  définie  par 

Si    I  ^^a^a^  1=0,   ^  =  ^ir  et  les  plaos  tangents  sont  com- 
plètement  perpendiculaires.  *) 

11.  L'équation 

ax  +  Py  +  yz  =  0 

a  une  signification  géométrique  très-simple :  elle  exprime,  en 
yertu  de  la  formule  fundamentale  (8)  que  la  distance  de  chaque 
point  de  la  ^sphere  'D,   représentant  cette  equation,   au  point 

P  =  «s  li%  yc 

est  egale  k  2    c.  è  d.  est  maximale. 

J'appellerai    F   Ie   póle  de  ^D,  et   *D  la  'polaire  de  P,   et 
j'entendrai  par  la  distance  angiUaire  (^PaP)  de  deux  points 

iP  =  i«)  ly»  i2^> 

jP  ^  2^  >   2^  »    2^  » 

Tangle  ^  de  leurs  polaires 

«iD  =  ^xPx  +  ,y^y  +  ^z^z  =  O, 

«aD  =  ^x^x  +  ^^y  +  ^z^z  =  O, 
de  sorte  que 

008  ^  =  cos  (,PaP)  =  I  2  ja?2^  1. «) 

12.  Cela  posé,  je  considère  Tensemble  de  trois  points  A, 
B ,  C  de  4  et  des  trois  ^spheres  ^D : 

qui  passent  resp.  pa^  B  et  C,  C  et  A,  A  et  B. 

J'appellerai  eet  ensemble  un  triangle-image  et  jMndiquerai 
par  (A),  (B),  (C)  les  angles  des  ^spheres  ^h  et  ^c,  \  et  'a, 
'a  et  ^h\  en  mème  temps  (a),  (6),  (c)  seront  les  distances 
angulaires  de  B  ii  C,    de  C  è,  A,    de  A  ^  B.    Je  dis  que  les 


*)    Voir  P.  H.  ScHOUTB,  1.  c. 

')     Cet  angle  eat  la  moitié  de  Taro  de  grand  oercle  qui  réanit  ^P  et  «P  lui  la 
hphére  *D  qui  passe  par  ces  points. 
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formules   de    Ia  trigoDométrie  sphérique   sont   applicables  aux 
trianffleS'images  rectangles. 

En  eSet ,  soit  cos  (C)  =  O ;  nous  pouvons  faire  glisser  ^I  sur 
elle-méme  de  maniere  que  C  vienne  en  O,  O,  1  et  que  ^b 
coincide  avec  y  =  0.  Alors  *a  coincidera  avec  a;=  O,  de  sorte 
qu'en  appelant  A',  B',  C'  les  transformés  de  A,  B,  C,  etc., 
Ton  peut  poser: 

V  =  a?  =  0, 
>i'  =  y  =  0, 

V  =  aa?  +  0y^72  =  O,     2|a|»=^l, 

ce  qni  donne: 

A'  = ï "  "^ 


B'=  O 


c=         o  ,  o         ,  l         . 

Il  s'en  soit : 

101 


1» 


done 
et  2» 


cos    (<»')  =  r7f:---r===i:;  _- 

cos  (b  )  =.  -^^-..^==^  -  , 
y  \a  ^  +  \y  ■ 

COS  {<f)  =  eoB  (a')  cos  (*'), 

cos(A')=|j3|, 
oos(B')=|a|, 


done  cot  (A')  cot  (B';  = 


K(l-  01»)(l-|ai») 
«  ^J =  cos  (c") 

Or,  la  substitution   c-orthogonale    ne   changeant  ni  les  dis- 
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tances   rectilignes .  ni  les  angles ,   on  a  aussi  dans  Ie  triangle- 
image  ABC: 

(17)  cos  (e)  =  cos  (a)  cos  (h) , 

(18)  cos  (c)  =  cot  (A)  cot  (B). 

Par  un  raisonnement  tout  4  fait  analogue  au  «pentagone'* 
connu  de  Napier,  on  déduit  de  (17)  et  (18)  les  autres  formules 
du  triangle  rectangle. 

13.  Quant  aux  triangles-images  non  rectangles ,  les  formules 
de  la  trigonometrie  sphérique  cessent  d'etre  généralement  appli- 
cables,  dès  que  leur  demonstration  en  trigonometrie  sphérique 
ordinaire  exige  ['addition  d'arcs  de  cercles.  En  effet.  si  ,P,  ^V, ,? 
sont  trois  points  de  ^I  situés  sur  une  Sphere  ^D,  on  n'a 
pas  en  general 

(,P,P)  4-  GP3P)  =  (.PaP). 

La  regie  des  sinus  p.  ex.  sera  applicable ,  mais  non  celle  des 
cosinus. 

La  ••surface-image  '"L 

14.  Après  ce  qui  precede,  il  est  tres- facile  de  généraliaer les 
résultats  obtenus  et  de  construire  des  ^surfaces-images  M, 
représentant  les  systèmes  des  rapports  de  n  +  1  Yariables  ho- 
mogënes  complexes 

1^,  2^1 ji+iip- 

Pour  ne  pas  trop  me  répéter,  je  me  borne  aux  remarques 
sui  vantes : 

En  partant  de  la  formule  fondamentale  pour  la  distance  de 
deux  points: 

i  Ji+l 

(19)  aP*P  =  4(1  -  i  S  «a;;fem^  |)» 

et  de  la  transformation  corthogonale 

t/k  =  AiLTi  +  Jt2Ï^2  +....+  k,n+\LXn-{-\  . 

/  v"i^  T     T   l  =  0pour4^m,\ 
oüS^L^LM      /       . 
\    y—i  I  =s  1  pour  a:  «=  m,/ 
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on  obtient  pour  les  equations  de  *"I ; 


Dans  oes  formoles  les  signes  des  differences  i{kx,^  —yx'wfii^) 
8ont  arbitraires. 

Cette  ""I  est  uoe  '"surface  f  ermee ,  (» +  ^^•-^gauche ,  variété 
simple.     Ses  nombres  cydomatiques  sent : 

o^yol.  =  I , 
'cycl.  =  0 , 
«cycl.  =  1 , 
«oyd.  =  0 , 


•*cycl.  «  1 , 
«H-icyd.  =  0 , 

»»cycl.  ==  1 , 


=  n  +  1. 


ERRATUM. 

On  est  prié  d'ajouter  p.  89  &  la  dernière  note  du  mémoire 
precedent : 

£&  outre,  le  oat  n  =  6  a  été  étudié  par  M.  G.  Vb&onbsb,  La  mpêr^eiê 
ommloidê  mcrmoh  a  dut  dimmêioni  $  del  quirto  ordine  deUo  spazio  a  einfta  dimêntioni 
4  le  êuê  pr^ioni  nel  piano  $  nelio  ipazio  ordinario  {Mem,  delta  R,  Aee»  dei  Lineei^ 
LXIX,  p.  344). 


R8a,  C7,  efi. 


UBER  EINE  ZIEHLICH  YERBREITETE  UNRICHTIOE  BEHANDLÜNaS- 

WEI8E  EDIES  PROBLEMES  DER  ROLLENDEN  BEWEGDNa,  ÜBER 

DIE  THEORIE  DIESER  BEWEGUNG,  ÜND  IKS  BESONDERE 

CBER  KLEINE  ROLLENDE  8CHWIN6ÜNGEN  lH 

EINE  GLEICHGEWICHTSLAGE 


Dn.  D.  J.  KORTEWEG. 


Einleitung. 

1.  Als  ich  inioh  neuerdings,  dazu  veranlasst  durch  das 
Gutaohten ,  das  ich  über  eioe  Preisantwort  ^)  der  Frau  Ksre- 
HOVBK^-WiJTHOFF  abzugebon  hatte,  mit  der  Theorie  des  Rol- 
lens  beschaftigte ,  war  ich  nicht  wenig  verwundert  zu  entdecken , 
dass  Yon  mehroren  sehr  tuchtigen  Mathematikern  ')  auf  diesem 
Oebiete  eine  unrichtige  Methode  angewandt  worden  ist 

Zwar  hat  sich  dann  spater  beim  Nachschlagen  der  Literatur 
herausgestellt ,  dass  schon  im  Jahre  1892  von  Alfrbd  Yisr- 
KAITDT  gegen  den  Gebrauch  dieser  Methode  ausdrüoklich  ge- 
warnt  worden  ist  ^),     Wo  aber  der  Irrthum  sich  so  lebensf&hig 


^)  8ie  wird  in  eine  der  nachatfolgenden  Liefenmgen  dieser  Zeitechrift  av%e- 
nommen  weiden. 

')    Ich  ciüre  hier  die  betreffenden  Arbeiten  in  chronologiKher  Folge: 

a.  G.  Schouten.  No.  8  der  prijsvragen  voor  het  jaar  1887.  Nisuto  Arthitf, 
deel  XV,  p.  188-282. 

b,  Q.  Schouten.  Algemeene  eigenschappen  van  de  luiver  rollende  beweging 
▼an  een  omwentelingslichaam  op  een  horizontaal  vlafc,  toegepast  op  de  beweging 
▼an  een  omwentelingslichaam  om  een  vast  punt  van  cijne  as.  VêrgL  m  wuded, 
dtr  Kon,  Ah,  van  W$t.  8e  reeks,  deel  V,  p.  292—335.  (1888). 

0.  F.  Molenbroek..  O^er  de  zuiver  rollende  beweging  van  een  lichaam  over 
een  willekeurig  oppervlak.    NUuw  Arphü/,  deel  XVII,  p.  130-167.  (1890). 

d.  £.  LiNDELÖFF.  Sur  Ie  mouvement  d*un  corps  de  revolution  roulant  sur 
un  plan  horisontal.     Aeta  boc.  seimt,  Fennieaé ,  T.  XX,  No.  10.  (1896). 

e.  P.  Appbll.  Traite  dé  méeanifue  rationnelle.  Tome  II ,  p.  344 — 349. 
({  462).     (1896). 

*)  A.  ViB&KANDT.  Ueber  gleitende  und  rollende  Bewegung.  Monatthê/U  tUr 
Math,  uféd  Fhys,    III  Jahrgaug  1892.  p.  31—54.    Sieh  dort  {  4,  p.  62—64. 
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gezeigt  hat  f  dass  er  sich  selbst  ia  Appell's  Lehrbuch,  das 
Yoraussichtlich  wegen  seiner  vielen  vortrefHichen  Eigenschaften 
eine  weite  Verbreitung  finden  wird,  eingeschliohen  hat,  scheint 
es  mir  doch  nicht  überflüssig,  noch  einmal  anf  diese  Sache 
zurückzukommen  und  die  betreffende  Methode  und  die  Ursachen 
ihrer  UDrichtigkeit  etwas  ausführlicher  zu  besprechen  als  es 
dorch  YiBRKAKDT  geschehen  ist. 


Oeometrische    Eigenthümlichkeit   der   rollenden 

Bewegung. 

2.  Wir  denken  uns  irgend  einen  Mechanismus  der  aas  ver- 
schiedenen  körperlichen  Theilen  von  unveranderlicher  Oestalt 
besteht,  von  denen  einige  der  Bedingung  unterworfen  sind, 
dass  sie  über  einander  rollen  mussen.  Wir  kennen  daon  jede 
solche  Bedingung  des  Rollens  als  aus  zwei  andern  Bedingungen 
zusammengesetzt  betrachten ,  von  welchen  die  eine  aussagt ,  dass 
die  beiden  Korper  mit  einander  in  Berührung  bleiben,  die 
andere ,  dass  sie  über  einander  rollen  mussen ,  d.  h.  dass  sie  sich 
dergestalt  bewegen  mussen,  dass  der  gemeinsame  Berührungs- 
punkt  auf  den  beiden  Oberflachen  immer  gleich  lange  Weg- 
clemente  beschreibt,  und  dass  die  dabei  entstehenden  Coo- 
tactcurven  oder  Spuren  im  Berührungspunkte  stets  eine 
gemeinsame  Tangente  besitzen. 

Die  erste  dieser  Bedingungen  erfordert  die  ErfüUung  einer 
gewöhnlichen  Integralbeziehung  zwischen  den  Coördinaten , 
welche  die  Lagen  der  beiden  sich  berührenden  Eörper  bestim- 
men.  Sie  kann  also  dazu  benutzt  werden  die  Anzahl  der  zur 
Bestimmung  der  Lage  des  ganzen  Mechanismus  nothwendigen 
Coördinaten  zu  verringern.  Anders  aber  steht  es  mit  der 
zweiten  Bedingung. 

Es  seien  ;, ,  ¥2  *  •  --  ?»  allgemeine  Coördinaten,  deren  Anzahl 
80  gewahlt  worden  ist,  dass  sie  gerade  genügen  die  Lage  des 
Mechanismus  in  jedem  Augenblicke  vollkommen  zu  bestimmen. 
Jede  stetige  Aenderung  dieser  Coördinaten  wird  dann  von  einer 
Bewegung  des  Mechanismus  begleitet  sein,  bei  welcher  die 
betreffenden  körperlichen  Theile  zwar  mit  einander  in  Berührung 
bleiben,  aber  im  Allgemeinen  nicht  über  einander  rollen, 
sondern   auch   gleiten  werden.     Wir  haben  dann  festzustellen , 

10* 
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zu  weloher  Art  toq  Relationea  zwischen  den  ?i  i  ?2  *  *  *  *  9" 
die  Bediogungen  des  RoUeDs  'Veraolassung  geben  werden. 

Wir  bemerken  zu  diesem  Zweoke,  dass  die  rein  rollende 
Bewegung  mit  eich  bringt,  dass  die  beiden  Contactpunkte  im 
Attgenblioke  der  Berührung  sich  gegen  einander  in  relatiyer 
Ruhe  befinden,  d.  h.  dass  ihre  absolute  Geschwindigkeit  die 
gleiohe  sein  muss  nach  Richtung  und  Grosse.  Zerlegen  wir 
also  diese  Geschwindigkeit  in  drei  Componenten,  die  sich  be- 
kanntlich   fur  jeden    materiellen    Punkt   des  Mechanismus  als 

lineare  homogene  Functionen  der  9, ,  ^2  *  *  -  9»  darstellen 
lassen,  so  mussen  diese  Componenten  fur  die  beiden  Contact- 
punkte übereinstimmen.  Das  würde  uns  also  zu  drei  Relationen 
fiihren  von  der  Form: 

(1)  .     .     .     .     1  A,  ji  +  lA^ïa  + -r  ,  A,ji.  =  O 

WO  die  Coëfficiënten  ,A, ,  etc.  im  AUgemeinen  Functionen  sind 
der  Variabeln  9, ,  ^2  *  -  •  -  ?"-  Bedenken  wir  aber ,  dass  die 
Gleichheit  der  auf  den  beiden  berührenden  Oberflachen  senk- 
recht  stehendeii  Componenten  schon  daraus  hervorgeht,  dass 
diese  Oberflachen  mit  einander  in  Berührung  bleiben  mussen 
und  also  ohne  Weiteres  duroh  die  £infahrung  der  Coördinaten 
?i  >  9a  •  •  •  -  9»  gesichert  ist ,  so  sinkt  die  Zahl  der  unab- 
hangigen  Relationen  (1),  die  aus  jeder  Bedingung  des  RoUens 
entstehen ,  auf  zwei  herab. 

3.  Aus  den  Relationen  (1)  kann  die  Zeit  durch  Multiplica- 
tion mit  dt  eliminirt  werden.     Sie  erhalten  dann  die  Form : 

(2)  .     .    .    1  A,d3i  +  iK^q^  + +  ,  A«dy.  =  O 

und  können  also  characterisirt  werden  als  lineare  DifFerential- 
gleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den  Variabeln  9,  die  im 
AUgemeinen  nicht  integrabel  sind  und  also  nicht  durch  Inte- 
gralbeziehungeo  von  der  Form: 

♦(ji  >  Ï2 ï»>  C, ,  C2  ....)  =  O 

ersetzt  werden  können. 

Bei  diesem  letztern  Umstande  werden  wir  einen  Augenblick 
stehen  bleiben,  um  uns  auch  seiner  geometrischen  Bedeutung 
klar  zu  werden. 

Wir   w&hlen    dazu  ein  bestimmtes  Beispiel  und  denken  uns 
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einen  Körper  yod  gegebener  Oestalt  der  sicb,  yon  einergege- 
benen  Aofangslage  ausgebend,  über  eine  gegebene  Flacbe 
nur  durcb  Roliung  fortbewegen  kano. 

Die  Lage  eines  solcben  Eoq)erB  kann  durch  fünf  Coördinaten 
YoUkommen  beatimmt  werden.  Wir  wahlrn  dazu  1^  zwei 
Coördinaten  t/i  nnd  f, ,  welche  die  Lage  des  Berührungspnnktes 
anf  der  gegebenen  Flacbe,  2^  zwei  andre  f/j  und  «2,  welcbe 
die  Lage  dieses  Punktes  auf  der  Oberflacho  des  bewegenden 
Körpers  angeben,  S^  eine  Coordinate  ta^  welche  diespinnende 
Bewegung  des  Körpers  bedingen  muss ;  wozu  wir  also  z.  B.  den 
Winkel  zwischen  einer  gegebenen  mit  dem  Körper  sich  mitbe- 
wegenden  und  einer  festen  Ebene  im  Raume  verwenden  können. 

Zwischen  diesen  Coördinaten  bestehen  dann ,  wie  wir  gesehen 
haben,  zwei  Differentialbeziehungen  von  der  Form: 

,  A,d«,  + ,  Aadr,  +  ,  Ajrfiia  + ,  A4rft^2  =  O 
(3}  .     .     •     , 

aA,dt/,  +  jAarf»!  +  a  A  3^1/2  +  2A4dp2  =  O 

welche  die  Oleichheit,  nach  Lange  und  Richtung,  der  sich 
berührenden  Bogenelemente  der  beiden  Spuren  zum  Ausdruck 
bringen. 

Nehmen  wir  jetzt  (ür  einen  Augenblick  an,  dass  diese 
Gleichnngen  integrabel  waren  und  also  durch  zwei  Relationen 

♦i(W|,  t^i,  Wa.  «'a.  «^)  =  O 
♦2(tt|,   «^1,   ti2,  1^2,   M^)  =  O 

ersetzt  werden  könnten,  bei  welchen  dann  die  Integrations- 
constanten  durch  die  Anfangslage  des  Körpers  gegeben  sein 
YTürden. 

In  diesem  Falie  würden  drei  der  fünf  allgemeinen  Coördinaten 
die  zwei  uebrigen  bestimmen. 

Dass  dem  nun  nicht  so  ist,  dass  iin  Oogentheil,  yon  einer 
gegebenen  Anfangslage  ausgehend,  jede  andre  Laye  durch  rol- 
lende Bewegung  erreicht  werden  kann ,  ist  aüf  folgendem  Wege 
einzusehen.  Es  seien  (Fig.  1)  A  der  Rerührungspunkt  in  der 
Anfangslage,  P  und  Q  gegebone  Punkte  der  Flacbe  und  der 
Oberflache  des  Körpers,  p  und  q  gegebene  Tangenten.  Man 
ziehe  dann,  was  immer  möglich  ist,  zwischen  A  und  P  so  wie 
zwischen  A  und  Q  auf  den  betreflenden  Fl&chen  zwei  Curven 
gleichcr  Bogenlange,  welche  ausserdem  in  F  und  Q  die  gege- 
benen Oeraden  tangiren  und  lasse  jetzt  eine  rollende  Bewegung 
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stattfinden ,  bei  welcher  die  Curven  AP  und  AQ  die  RoUe  der 
Sporen  spielen.  Deutlieh  ist  es,  daas  auf  diese  Weise  der 
Eorper  aus  seiner  Anfangfllage  in  jede  andre  versetzt  werden 
kann,  und  daas  dabei  nicht  nur  die  Yariabeln  u^  Vi,  %i2y  ^ 
sondcm  auoh,  bei  geeigneter  Wahl  der  Tangenten  p  und  q, 
die  Variable  w  jeden  beliebigen  Werth  erbalten  kann. 


Fig.  1. 

Daraus  ergiebt  sich  also : 

1^.     dass  die  Gleichungen  (3)  kein  Integral  hositzen  könneo, 

2^.  dass  wir  durch  endliche  Bewegungen  die  fünf  Variabeln 
willkührliche  Aenderungen  erleiden  lassen  können. 

Anders  ist  es  nun  aber  bei  unendlich  kleinen  Bewegungen. 
Dann  können  nur  drei  der  fünf  Variabelu  willkührliche  Aen- 
derungen erleiden,  die  der  uebrigen  zwei  sind  dann  durch  die 
Bedinguugen  (3)  gegeben.  £s  lasst  sich  also  die  hauptsachlichste 
Eigenthümlichkeit  der  rollenden  Bewegung  rein  geometrisch 
so  definiren,  dass  wir  sagen:  Die  Anzahl  der  Freiheitsgrade 
sei  bei  ihr  eine  andre  {^kleinere)  für  unendlich  kleine  wie  für 
endliche  Verrückungen, 

Ueber   die   richtige  Beh andlungsweise    des  Pro- 
blemes   der  rollenden   Bewegung. 

4.  Wir  gehen  jctzt  dazu  über,  die  Bewegungsgleichuageo 
aufzustelien  eines  materiellen  Systemes ,  dessen  Lage  durch  die 
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n  unabhaDgigeD  Yariabeln  9, ,  92  •  •  •  •  ?»  bestimmt  sei,  das  also 
fur  endlicfae  Bewegnngen  n  Freiheitsgrade  besitzt,  dessen 
Differentialhewegungen  aber  solohermassen  beschrankt  sind ,  dass 
die  m  Oleichuogen : 

aA,rf9,  + =0 


(5) 


m^\dqi  + +  mA.n^q»  =  0. 

erfullt  seiD  mussen..  Wir  setzen  dabei  voraus,  dass  béi  Ver- 
rückangen,  welehe  diesen  Bedingungen  gcnügen,  durch  die 
Reactionskrafte  keine  Reibungsarbeit  geleistet  wird. 

Denken  wir  uns  dann  die  Yerbindungen ,  durch  welehe  die 
Bedingangen  (5)  hervorgorufen  werden,  durch  die  Reactions- 
krafte zu  weichen  sie  in  jedem  Augenblicke  Yeranlassung  geben 
ereetzt ,  so  erhalten  wir  ein  materielles  System  mit  n  Freiheits- 
graden,  dessen  wirkliche  Bewegung  mit  der  des  gegèbenen 
Systemes  vollkommen  übereinstimmen  wird. 

Für  dieses  neue  System  gelten  unbedingt  die  LAGRANGE'schen 
Gleichungen.     Wir  schreiben  diese  in  der  Form: 


(6) 


dt 

-hv- 

"^'*i 

-t-9>». 

d   ^ 

'  dj, 

dt 

=  F,. 

+  #f. 

WO  ^j^rf^, ,  ♦?,^2»  •  •  •  •  diejenigon  Theile  der  partiellen 
Arbeiten  darstellen,  welehe  durch  die  oingefuhrten  Reactions- 
krafte geliefert  werden. 

Von  diesen  Theilen  wissen  wir,  dass  ihre  Summe  gleich  Null 
sein  muss  für  jede  Bewegung,  welehe  den  Gleichungen  (5)  ge* 
nügt.     Daraus  gc^ht  nun  hervor,  dass  die  Gleichung: 

(7)  .     .     .     .     tu^i  +  h,<h2'^'  '  'hndqn  =  0 

Ton  dem  Oleichungssysteme  ^5)  abhangig  sein  muss,  dass  also 
die  Matrix: 


•  ff. 

•  |Aii 
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♦»,♦»,  ♦  •  • 
I  Ai  iAj  .  .  • 

-A,*  .*  .*.  *.  . 
gleich  Null  gesetet  werden  kann. 

Substituiren  wir  aber  in  diese  Matrix  die  Wertfae  tob 
f  11'  f  ft  ■  ■  * '  tl*  '^'"  ^^  Oleichungen  (6),  so  erhalten  wir 
schliesslioh  die  Bedingnng: 


(8) 


èT 
dt         èg,        '•'      dt 


H»_^_p 


09, 


ïf'" 


.A. 


lAj 


d  ^ 
'~dr 

,A. 


^      P 


=  0, 


»A|  «Au  I 

welche  bekanntlich  zu  einem  Systeme  von  n —  (m+l)+l  ^n^m 
unabhangigen  QleichuDgen  Yeranlassung  giebt. 

Zu   diesen   GleiohuDgen  können  nan  die  aus  (5)  herroi^eh- 
enden  m  Relationen: 


(9) 


,A,j, +  ,A2ja  + 
aA|  J,  +  aAaÏ2  + 


4-  aA»?»  =  O 


«A,  j,  +  m^Jl^  + +  «A^j»  =  o 

hinzugefugt  werden,  sodass  wir  im  Ganzen  n  Oleichungen 
zwischen  den  n  Yariabeln  ^i ,  ja ....  ;«  erhalten ,  weicbe 
zusammen  die  Löéung  der  gestellten  Aufgabe  darstellen  '). 


Die    unrichtige   Methode. 

5.  Bei  der  Auseinandersetzung  der  unrichtigen  Methode 
werden  wir  Appell's  Lehrbuch  zu  Gruude  legen,  weil  dort  ihre 
Unrichtigkeit  oder  wenigstens  ünsicherheit  am  einfachsten  «od 
klarèten  zu  Tage  tritt. 

Es  handelt  sich  um  die  rollende  Bewegung  eines  der  Schwer- 


*)  Diese  Behandlungsweite  ist  nicht  wespntHch  Tereohieden  yoo  der  tod 
A.  ViEHKANDT  I.  c  p.  47  u.  f.  angegebeoeii ,  über  dereii  I^itteretnr  mnn  dort 
nahere  AnweiBungen  finden  kann. 
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krttft  uaterworfeneD  RotatioDBkörpere  über  eiiie  horixoniale  Ebeoe. 
Folgen  wir  der  tod  Appbll  benutzten  Bezeichnungsweise ,  die 
übrigens  aas  unsrer  Fig.  2  leicht  abzulesen  ist,  so  kann  fur 
die  lebendige  Kraft  des  Systemes  geschrieben  werden: 

(10)    T  =  iM  rê»  +  li»  +f{ey .  ö"i  +  iA(^»  sin^e  +  é»)  + 

WO  y(9)  =  ^  die  Hohe  des  Schwerpunktes  über  der  gegebenen 
horizontalen  Ebene  bedeutet. 


Fig.  2. 

Daneben  gelten  nun  bei  rein  rollender  Bewegung  die  Rela^* 
tionen  ') : 

é  =     /(») .  ê  sin  ^  -  [fiO) .  (^  +  ^  cos  9)  +  A^*  ^in  9\  cos  ^ 

^  =  -  /(») .  (jicos  ^  —  [f  {9)  (^  +  ^  cos  9)  +  /(»)  .^sinffjsini^ 


1)     Dieêe  BedinguDgngleichuogen  rind  identisch  mit  den  beiden  erat^n  der  vqq 
Appbll  t  1«  c.  p.  846  imter  (2)  angefohrton, 
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Was  tbut  Dun  AppellP  Er  suHstituirt  diese  Relationen  in 
den  Ausdnick  (10)  fur  die  lebendige  Kraft,  wodurch  dieser  in 
einer  Gestalt: 

(12)  T=  4M[(/(e)^+Ae)')ö"+(/^(e)^+(/(e)co8ö+/(e)8ine)^)»]+ 

+  i  A(^«8in2ö+Ó«)  +  iC(^  +  ^co8Ö)a, 

erhalten  wird ,  bei  welcher  Ton  den  fiinf  zur  yolhtandigen  Be- 
stimmung  der  Lage  des  Eorpers  nothwendigen  Coördinaten 
£,  il,  6,  1^,  ^  die  beiden  er8ten  8purlo8  Yer8chwunden  aind, 
und  bebandelt  dann  weiter  daa  Problem,  wie  wenn  dieee 
verachwundenen  Coördinaten  gar  nicht  existirten,  d.  h.  er  schreibt 
för  ^  und  \ff  die  beiden  Lagrange'achen  Gleichungen  aus,  wobei 
er  8ich  dea  Au8drucke8  (12)  bedient,  und  combinirt  diese  mit 
der  Integralgleichung  der  lebendigen  Kraft.  Bei  der  Berechnung 
der  partiellen  Arbeiten  wird  dabei  nur  auf  die  Sohwerkraft, 
nicht  auf  die  Reactionskrafte  im  Berührungspunkte  geachtet, 
weil  die  betreffende  kleine  Verrückung  als  eine  rollende  Be- 
wegung  betrachtet  wird. 

Fragt  man  aich  nun  ob  dieae  Benutzung  in  den  LAGRAKOE^schen 
Gleichungen  dea  Ausdruckea  (12)  atatt  (10)  ohne  Weiteree, 
d.  h.  ohne  nahere  Begründung,  zugelaasen  werden  kann,  so 
mu88  die  Antwort  schon  desswegen  verneinend  sein,  weil  in 
diesen  Gleichungen  partielle  Differentiationen  auftreten,  welche 
also  Yorausseizen ,  dass  die  lebendige  Kraft  nicht  nur  ihren 
richtigen  Werth  erhalt ,  sondem  auch  in  einer  bestimmten  Form 
ausgeschrieben  ist.  Diese  Form  aber  ist  keine  andre  als 
diejenige,  welche  erhalten  wird  wenn  in  dem  Ausdrucke 
i  S  wi(jc*  4- y^  +  3*)  für  die  x,  y^  ;?  eines  jeden  materiellen 
Punktes,  deren  Werth  als  Function  der  funf  Variablen  5,  i|, 
Ö,  \/^,  0  substituirt  wird,  also  in  unserm  Falie  die  Form  (10). 

6.     Yerallgemeinern  wir  jetzt  die  Fragestellung ,  zu  welcher 
das  ApPELL'sche  Verfahren  Yeranlassung  giebt! 
Es  sei  also  für  ein  gegebenes  System: 

(13)     .     T  =  i  (,r,g,»  +  ,r;?,^  +....  +  2,rrf,?,  + ). 

Durch  bestimmte  Verbindungen ,  die  keine  Reibungsarbeit 
mit  sich  bringen ,  sei  dieses  System  genothigt  bei  seinen  Bewe- 
gungen  die  Bedingungsgleichungen : 
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,A, j,  +  ,Aaj,  +   .  .  .  .  =  O 

jA.ó,  + =  0 

(14) a  m  T^ 

-A,g',  + =  0 

■tets  >Q  erfQIlen. 

Ist   es   dann   erlavbt   bei  Anwendong   der  LAOBANOl'schen 
Qleichoog: 

(«) ^-s-.. 

die  Fonn  für  T  vorher  durch  Substitutionen ,   die  den  Gleich- 
ungen  (14)  entnommen  werden,  abzu&ndernP 

Es  is  das  Yerdienst  Alfred  Yierkakdt's,  dass  er  niohtnur 
darauf  hingewiesen  hat,  daas  dieses  nioht  ohne  n&here  Recht- 
fertigung  geschehen  darf,  sondem  dass  er  auch  an  einem 
fingirten    Beispiele  ^)   gezeigt   bat,   dass   diese   Reohtfertigung 


^)  Ich  habe  veiBuoht  das  Beispiel  Vibrkandt's  duroh  ein  andres  su  erseuen 
WO  die  Integrationen  auoh  far  die  richtige  Lösung  ausgefiihrt  werden  können. 
Auf  folgende  Weise  ist  mir  dies  gelungen. 

Es  seien  «,«,«»  Variable  welche  die  Lage  eines  materiellen  Systemes  bestim- 
men.  Es  sei  für  diesen  Mecbanismus  :  T=:}[(u  —  kufi  +  tè)^  +  v*]  ,  wo  k  eine 
gegebene  Constante  bedeutet ,  u  =  kww  eine  Bedingungsgleiobnog.  Wir  nehmen 
weiter  an ,  dass  auf  dieses  System  keine  andsm  Krafte  einwirken  als  Reactions- 
krafte,  die  bei  ErfüUung  der  Bedbgungsglficbung  keine  Arbeit  leisten. 

ünriehtig$  JjMung,  Durch  Substitution  der  Bedingungsgleichnng  in  den  Ans- 
druck  für  T  erhalt  man :  T  =  )  [ir'  -|-  v*] ,  woraus  die  Variable  w  verscbwunden 
iet.  Durch  Anwendung  der  La^rrange'schen  Oleichungen  fÜr  w  und  v  findet  man 
also  die  Oleichungen  u;  =  O  und  9  =  0,  die  man  jetst  mit  der  Bedingungsgleichnng 
au  combiniren  bat.  Die  Tollstandige  Lösung  des  Problems  ware  demgeroass 
enthalten  in  den  Oleichungen: 

•r  =  Ct  +  C./ ;  r  =  C,  +  C,<  i  «  =  C.  +  kQ^C^t  +  \kC^C^tK 
Riêhtigê  LöMung,     Die  Matrixbedingung  (8)  lautet  hier: 

d .  {u  —  kvvA-u;)     d[ — ktclu  —  *irr+ir)+p]     d(u — kwv-^w)   ...      ,    •  .    • 
*  •  '{•kv{u— hcv+w) 


dt  '  dt  '  dt 

1  :  —  iip 


=  0 


Mittelst  der  gegebenen  Bedingungsgleichung,  die  jetxt»  weil  keine  partielle  Diffe- 
rentiationen  mehr  oorbanden  sind .  ohne  bedenken  angewandt  werden  kann ,  geben 
wir  ihr  dia  einfachere  Gestalt: 


140 

nicht  gegeben  werden  kantig  weil  die  betrefFende  Methode 
wirklich  zu  unriohtigen  Resultaten  {uhren  kann.  Spater  sind 
dann  von  Hadamard  ')  die  speziellen  Bedingungen  festgestellt 
worden,  anter  denen  gewisse  dem  Systeme  (14)  entlehnte  Sub- 
stitutionen  ausnahmsweise  zugelassen  werden  können. 

7.  Weun  also  die  Methode  im  Allgemeinen  unzuyerlassig 
ist,  80  wfire  es  doch  noch  immer  niöglich,  dass  siein  den  tod 
den  im  §  1  citirten  Autoren  gemachten  Anwendungen  zu  rich- 
tigen  Lösungen  geführt  h&tte.  fiauptsachlich  beziehen  sich 
diese  Anwendungen  auf  das  einzige  Problem  der  rollenden 
Bewegung  eines  sohweren  Rotationskörpers  über  eine  horizon- 
tale Ebene.  Dass  nun  aber  hier  wirklich  unrichtige  Resultate 
erhalten  worden  sind,  kann  an  einem  wichtigen  besondern 
Falie  leicht  gezeigt  werden.  Die  Gleichungen,  zu  welchen 
der  allgeroeine  Fall  dieses  Problems  Yeranlassung  giebt,  sind 
sehr  verwickelt,  wenn  aber  der  Rotationskörper  mit  einem 
scharfen  kreisförmigen  Rande  versehen  ist,  der  mit  der  hori- 
zontalen Ebene  in  fortwahrender  Berührung  bleibt,  und  wenn 
der  Schwerpunkt  des  Eörpers  mit  dem  Mittelpunkte  dieses 
Randes  zusammenf§llt,  so  yereinfachen  sich  diese  Qleichuogen. 
Die  richtige  Lösung  (vergleiche  §  12)  ergibt  dann  bei  Anwen- 
dung  der  schon  besprochenen  Bezeichnungsweise,  wenn  überdies 
R  der  Radius  des  Ereisrandes,  E,  eine  Constante  bezeichnet, 
und  r  statt  ^  +  ^  cos  0  geschrièben  wird : 
(16)  4(MRHA)0»+iAi^^sin»0+i(MR^-fC)r^  +  MyRsin0=E, 


M» ;  —  hww  —  *ir»  +  i;  w  +  kïno       ^ 

1  ;  —  *ic  ;         O 

oder ,  wenn  wir  die  swei  einfaohsten  unabbangigen  Gleicbungen  aoflaohieiben  and 
die  Bedingungsgleicbung  hinsufClgen: 

ti  +  kwu?  =  O  j    ■—  jhi*  -|-  i*=  O  ;    il  —  ktoi  =  0. 

Durob  Integration  erbalt  man  bieraus,  obne  viel  Scbwierigkeit,  die  allgemeine 
LÖBung  in  der  Oestalt: 

Cl   r 
u=-j-  JTh,  (C,<  +  Ca)  l  Arcton  8b.  iCit+C^)  +  kC^  }  rfl  +  C,  ; 

r  =  -—  1.  Cb.  (Cl/  +  Ca)  -I-  C4  ;     V  =  -—  Arotan  8b.  (C,<  +  C.)  -|-  C,. 
k  k 

^)    I.  Hadamabd.    8ur  les  mouvementB  de  roulement.  Mémoires  de  Bordeaux , 
4e  Série,  T.  V,  p.  397. 
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(17)....    (MR>  +  C)r  — MR>8inff.^.é  =  0 

(18)  ....    AR  ^'^""'^  -  RCr  Bin  e  .  ö  =  0. 
at 

Dahingegen  erhalten  Appell  >)  und  Schouten  ^)  fiir  diesen 
FaU: 

(20) r  =  0. 

Dass  nuQ  diese  letztere  Oleichung  mit  (17)  in  offenbarem  Wider- 
spruch  steht,  \%i  leioht  zu  zeigen.  Aua  (17)  und  (20)  ziisammen 
würde  man  namlich  sohliessen  mussen,  dass  w&hrend  der  rol- 
lenden Bewegung  immer  entweder  è  oder  i^  fortw&hrend  Null 
bleiben  müsse.  Dass  dem  nicht  so  sein  kann^  geht  schon 
daraus  hervor,  dass  man  den  Anfangszustand  der  Bewegung 
Bolchermassen  annehmen  kann  dass  do,  i^o  und  flo  willkührliche 
Werthe  bekommen.  Nothwendig  ist  es  doch  nur,  dass  die 
augenblickliche  Rotadonsaxe  durch  den  Contactpunkt  des  Ereis- 
randes  mit  der  horizontalen  Ebene  gefiihrt  wird,  fur  die  Ro- 
tationscomponenten  aber,  und  also  auch  fur  00,^0»  fo9  können 
beliebige  Werthe  angenommen  werden. 

Ueber  die   eigentliche   Ursache  des   begangenen 

Fehlers. 

8.  Indem  bei  Appell  die  Substitution  der  Gleichungen  (1 1) 
in  den  Ausdruck  der  lebendigen  Kraft  ausdrücklich  angegeben 
wird,  ist  bei  den  andem  angefuhrten  Autoren  Yon  einer  solchen 
Substitution  keine  Rede.  Bei  ihnen  wird  hingegen  bei  der 
Berechnnng  der  lebendigen  Eraft  von  vorn  herein  anf  den 
Umstand  Rücksicht  genommen,  dass  der  Contactpunkt  des 
Rotationskörpers  und  der  Ebene  momentan  in  Ruhe  ist. 

Dass  nun  aber  zwischen  dieser  Behandlungsweise  und  der 
yon  Appell  angewandten  kein  wesentlicher  Unterschied  be- 
steht,  ist  deutlich ;  nur  bleibt  der  Fehler  im  erstern  Falie  mehr 
versteekt.  Weil  dann  namlich  die  Coördinaten  £  und  i|  des 
Contactpunktes  gar  nicht  auftreten  liegt  der  Qedanke  das  ganze 


1)    1.  o.  pag.  349,  Gleiohung  (6). 

*)    Nimw  Arehiift   1.   o.   p.   201    „n  =  ataadrastige'*,    wo   n   naob  p.  190, 
Glaichang  (!)  dea  Werth  ^  +  ^oos  O  bentst 
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Problem  vorlftafig  als  ein  Problem  mit  drei  Freiheitagraden 
aufiEufasBen  viel  nfther;  uad  wirklick  laest  sich  dann  oberflach- 
lich  far  diese  Auffassung  wohl  etwas  aDfuhren.  Wir  haben 
ja  geseheD,  daas  far  kleine  Bewegungen  auoh  wirklich  nur  drei 
Froiheitsgrade  Yorhanden  sind ,  and  nun  konnte  man  sagen , 
dasB  also  fur  einen  kleinen  Theil  der  Bewegung  diese  Behand- 
lungsweise  als  rich  tig  erkanut  werden  muss.  Wenn  aber  fur 
jeden  kleinen  Theil  der  Bewegung  die  so  erhaltenen  LAOBAsas'- 
schen  Gleichungen  richtig  sind,  dann  sind  sie  es  auch  fur  die 
ganze  Bewegung  *)• 

Wiewohl  nun  diese  Schlossweise  nicht  richtig  ist,  schon 
desshalb  nicht,  weil  bei  den  LAGRANGE'schen  Oleichungen  Dif- 
fereotialquotienten  zweiter  Ordnung  vorkommen,  welche  sich 
also  auf  zwei  aufeinanderfolgende  kleine  Yerrückungen  des 
Syetemes  beziehen,  so  ist  es  dooh  vielleicht  nicht  ohne  Inte* 
resse  hier  zu  zeigen ,  auf  welche  Schwierigkeiten  man  stosst 
wenn  man  versucht  den  LAGRANOE'schen  Gleichungen  eine 
solche  Gestalt  zu  geben ,  dass  sie  auch  auf  den  yeranderten 
Ausdruck  fOr  die  lebendige  Kraft  directe  anwendbar  werden. 

9.  Wir  trennen  dann  zunachst  die  n  Variablen ,  der  besseren 
Uebersichtlichkeit  wegen,  in  zwei  Gruppen  jf|,  j^»  •  •  •  9«'»i 
iii ,  u^. . . .  ilm  und  wir  geben  den  m  Differentialbedingungen 
die  Gestalt: 


(21) 


Oder  auch : 

dux=iCCxdq^+ia2dq2+ -f  ,a«-«i^»— 


(22) 


dum  =  »a,dji  4- +  ^an^mdqn-m. 


1)  Dau  dieser  Gedanke  in  me)ir  oder  weniger  ausgesprochener  Form  den  ge- 
nannten  Autoren  Yorgeaohwebt  hat,  scheint  mir  wahracheinlioh.  Die  üeberlegung 
dass  die  abêohUen  Werthe  von  ^  und  t)  selbstverstandlioh  fur  das  Torliegende 
Pioblem  ohne  jede  Bedeutung  sind ,  wird  wohl  weiter  dasu  beigetngen  haben 
den  Fehler  su  ermögUchen. 
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S  d 

Bedeutet  jetzt  -^^ ,  im  Gegenaatze  za  -r— ,  welches  letztere 

Symbol  die  BedeutuDg  einer  gewöhnlichen  partiellen  Differen- 
tiation beibehalten  boII  ,  eine  solche  Differentiation,  bei  welcher 
alle  Variablen  der  ersten  Gruppe ,  auaser  91 ,  unveraudert 
bleibeu,  die  der  zweiten  Gruppe  aber  die  den  Bedingungen 
(22)  entsprechenden  Yer&nderungen  :  ^^iSqi ,  2^1^91 1  •  •  •  n/XiSq^ 
erleiden,  so  haben  wir  nar  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Formel: 


(23) 


8T 
«il 


8T 


dt 


8j, 


8V 
8ji 


WO  y  die  potentielle  Energie  des  Systemes  bezeiohnet ,  richtig 
ist  oder  nicht,  denn  es  ist  im  Wesen  der  Sache  diese  Formel  ^ 
and  nicht  die  gewöhnliche  LAORAifGE'sche,  die  bei  der  bespro- 
chenen  Methode  angewandt  wird. 
£s  ist  nun  : 

(24) T  =  -Ii/i(i»  +  y2  +  i»)  =  2'J/i[i»] 

WO  die  Summation  über  alle  materiellen  Punkte  des  Systemes 
zu  erstrecken  iëtj  x,  y,  z  Cartesische  Coördinaten  darstellen, 
und  den  eckigen  Klammern  die  übliche  Bedeutung  beige- 
legt  ist. 

Man  hat  weiter: 


(25) 


8T 


weil  D&mlich: 


=  E 


fJOO 


(26)  .  .  . 
and  also: 


dx 


'  =  -5ï;"-^ 


=  r 


8a?  _^  èa?       dx    du,  da?       da?  _  8/* 


Dann  ist  aber : 


(28) 


dt 


lx 


-Zl-il  +  E 


yiX 


8?. 


dt 
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ffier  ist  nun  wieder: 
(2»)    •    .    52 


■•Sir 


WSre  nnn  aoch  nooh 


(80) 
also: 


Sx 

^_ 

dt 


S?i 


(31)     "£ 


d. 


ftX 


8?. 


<fó 


fix 


82. 


ST 
8?. 


80  wSre  damit  die  Bichtigkeit  der  Formel  (23)  bevieaen. 

10.    Eb  kommt  also  nur  nooh  daraaf  an  die  Riohtigkeit  oder 
ünrichtigkeit  der  Formel  (30)  darzuthun. 
Eb  ist: 


(32) 


8?. 


She. 


Sh; 


Ï.+ 


dt        Bqy  '  8j,8j, 
Andrerseito  findet  man  aus  (26)  nach  Aasföhrang  der  Sab- 


stitntionen  (21) ; 


8j, 


?.+ 


.(dx       ix  .    ix         ,  \ 


oder  auch 
(84).    . 


Die  Coëfficiënten  van  g'l  Bind  also  in  beiden  Aiisdrücken  (32) 
und  (34)  einander  gleioh;  anders  aber  steht  es  mit  den  übrigen 
Coëfficiënten.    Dass  n&mlich  die  Ausdrüoke: 
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und 


sa.        '\ 
(86). 


^_  J_^Ji^l^''^W''''^^ 


im  AUgemeinen  yerschiedene  Werthe  besitzen,  geht  Bchon  auB 
dem  ümstande  hervor^  dass  im  ersien  Ausdrock  die  Grossen 
1^1 ,  2^, ,  3^1  ...  .  im  zwei  ten  aber  an  ihrer  Stelle  die  Orössen 
1^2  7  2^2  9  3^2  •  •  •  •  u.  B.  w.  auftreten ,  welche  za  einander  in 
keiner  bestimmten  Beziehnng  zu  steken  brauchen. 

11.  Nekmen  wir  als  Beispiel  wieder  die  rollende  Bewegung 
eines  sckweren  Rotationskörpers  über  die  korizontale  Ebene. 
Die  erste  Goordinaten-Gh'uppe  bilden  wir  mittelst  0,  i^  and  ^; 
die  zweite  besteke  aus  K  und  i|.  Man  kat  dann  för  jeden 
materiellen  Punkt  des  Eörpers: 

(37)    x  =  £  +  /,(0,iA,*);  y  =  ii+/,(«,iA,*);  ^=/3(«,^,#). 

Die  Bedingungsgleicbungen  (1 1)  sckreiben  wir  der  Eürze 
wegen : 

{po) . 

Es  ist  dann : 

^      ^f*      ^5       ^/'  &B  _  d/i 

also^  weil  ^  und  i|  in    a^  und   .a.  nicbt  auftreten : 

wo: 

(41) -^  =  /(e).cos,^ 

10 
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hingegen ; 


.a, 


(42) -^=-r(e).oo8,A 

Ebenso  würde : 
(48) 


8»«  8»« 


die  Qleichheit  erfordern  der  Ausdrüoke: 

weiter : 

(46) 


S^x  S>s 


die  Ton : 

(45)  -^  =  O  and  -  J-^  =  [008  Ö  .  /'  (Ö)  +  sin  ö  .  ƒ  («)]  aio  «^. 

lm  aUgemeinen  Falie,  bei  der  rollenden  Bewegung  eines 
willkührlichen  Rotationskörpers ,  ist  keine  dieeer  Bedingangen 
erfQUt.     Alle  zusammen  sind  sie  es  nar,  wenn: 

(47) /(e)  =  _/"(fl) 

und  .zugleich  * 

(48)    .     .     .     .  co8fl.r(9)+flme./(e)  =  0 

also : 

(49) /(ö)  =  f  =  aco8fl, 

WO  a  eine  Constante  darstellt.  Dann  aber  bleibt,  wie  man 
leicht  aus  Fig.  2  ersehen  kann,  ein  gewisser  in  einer  Entfer- 
nung  a  vom  Schwerpunkte  gelegener  Pankt  Q  der  Rotations- 
axe  in  fortwahrender  Berührung  mit  der  horizontalen  Ebene, 
und  die  rollende  Bewegung  verandert  sioh  in  eine  Bewegung 
urn  einen  festen  Punkt  der  Rotationsaxe.  Für  diesen  Spesial- 
fall  können  dann  aber  auch  die  DiiFerentialbedingungen  (11) 
durch  die  Integralbedingungen  : 

^  1=  Xi  -\'  a  BiJik  O  sin  \L 

(60) .     « 

1  =  yi "—  öt  sm  é| .  cos  l/f 
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eraetit  werden ,  wo  jt,  and  y,  die  Coördinaten  des  feston  Punktos 
bezeichnen. 

Ueber    die    riohtige     Aufldsung    des    Problemes 

der    rollenden     Bewegung    eines    schweren 

Rotationskörpers  über  eine  horizontale 

Ebene. 

12.  Indem  ich  mir  vorbehnlte  spater  in  dieser  Zeitschrift 
oder  an  andrer  Stelle  auf  die  richtige  Losung  des  angedeuteton 
Problemes  zurückzukommen ,  gebe  icb  hier  schon  ganz  im 
Kurzen  einige  erhaltene  Resultato.  Es  hat  sich  mir  namlich 
gezeigt : 

F.  dass  im  allgemeinen  Falie  andre  erste  Integrale ,  mit 
Ausnahme  der  Integralgleichung  der  lebendigen  Kraft  and 
Arbeit,  nicht  zu  erhalten  sind  *). 

2^.  dass  sich  die  Auflösang  auf  die  Integration  einer  homo- 
genen linearen  DiiFerentialgleichung  mit  im  allgemeinen  Falie 
sehr  yerwiekelton  Coëfficiënten  und  auf  nicht  weniger  rerwickel- 
ten  Eliminationen  und  Qnadraturen  zurückfahren  lUsst. 

dP.  dass  in  dem  Falie  wo  die  Berührung  zwischen  Körper 
und  Ebene  durch  Vermittlung  eines  scbarfen  Kreisrandes , 
dessen  Mittolpunkt  mit  dem  Schwerpunkte  des  Eörpers  zusam- 
meniallt,  stattfiadet,  diese  DiiFerentialgleichung  in  der  einfa- 
oheren  Üestallt 

(51) 0-^)-5-2-£-*-  =  0a) 

erhalten  werden  kann ,  wo : 

MR»  C 

a?  =  cosfl;     2f  =  r^^  +  i/.oose;    *=  ^^^  ^  ^  .  -j- , 


^)  In  einem  wichtigen  Speoial&lU ,  dem  der  rollenden  Bewegung  eines  nicht 
homogenen  RotationskÖrpen  dessen  Oberflache  eine  Kugelflanhe  bildet,  besteht 
noch  eine  sweite  Integralgleichung  von  sehr  einfacher  Gestalt.  Dieee  Bemeriiung 
finde  icb  aueh  bei  Routh  ,  TVeatw  om  the  dynamtM  of  a  system  of  rigid  èêdit» » 
Advanced  Part,  Maomillan  1884,  p.  143.  Ex.  4. 

*)  Fur  den  noch  spesiellern  Fall  der  rollenden  Ereisscheibe  [k  =:  |)  gelangt 
auch  ViSBKANDT  (1.  c.  S.  127)  su  einem  Oleichungssysteme ,  aua  welchem  leioht 
«ioe  fliiiikohe  heoiogene  lineare  Differentialgleichung  sweitar  Ordnung ,  von  deren 
iBtegratlofi  die  Losnng  dee  Problemes  abhangig  ist,  hergeleitet  werden  kaon. 
Br  hat  aWr  die»  Oleiohimg  oioht  ausgeaohrieben  and  also  aneh  ikren  Saaam- 
menhang  mit  der  hypesgoemetriachen  Qlaifthfing  aioht  erkaaaf. 
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uad  k  immer  swiaohen  O  and  2  gelegen  iet  (B  Radius  dee 
Kreisrandes,  M  Maase,  A  und  C  Tragheitsmomente  des  Eörpera). 
4^.  dass  diese  letzte  Differentialgleichung  mittelst  hypergeo- 
metrischer  Functionen  >)  integrirt  werden  kann.  Wir  können 
z.  B.  der  Lösung  eine  der  beiden  folgenden  Gestalten  geben: 

(52)  .  .  .  r  =  K,.P{K+i,  c'  +  i,  1,  i(l-^)l  + 

oder : 

(68)     r  =  K', .  PU,  .c',  i,  x^  +  K>P{ic  +!,«'  +  i,  l  x^  , 
WO  E,,  E,,  K'^j  K\  willkührliche  Constanten  darstellen,   and 
(64)  .  .  .  .  K=i  +  V^r^^^;    ic'  =  4  —  VY^Hc. 


üeber  kleine   rollende  Schwingungen  um   eine 
Gleichgewichtslage. 

13.  Nachdem  ich  die  Unzuverlüssigkeit  eingesehen  hatte 
der  Methode,  auf  welche  auch  Prau  Eerkhovbn— Wijthopf 
sich  bei  der  Anflösung  der  Preisaufgabe  über  kleine  rollende 
Schwingungen  zweier  über  einander  gelagerter  Halbkugeln 
gestützt  hattQ ,  blieb  mir  noch  die  Prage  zu  beantworten  übrig , 
ob  fiir  solche  kleine  Schwingungen  um  eine  Gleichgewichtslage 
die  Methode  vielleicht  doch  als  eine  in  erster  Annöherung 
richtige  erkannt  werden  könnte. 

Glücklicherweise  ist  das  wirklich  der  Fall,  spezielle  Falie, 
WO  z.  B.  gewisse  Differentialquotienten  ^)  in  der  Gleichgewichts- 
lage unendlich  gross  werden,  yielleicht  ausgenommen. 

üm  dieses  zu  beweisen  theilen  wir  wieder  die  n  Variabeln, 
die  so  gewahlt  worden,  dass  sie  in  der  Gleichgewichtslage  alle 
gleich  Null  sind,  in  zwei  Gruppen  ^t  >  ?a  •  -  •  *  ?>•— «•  ^°^ 
u, »  Uj  .  .  .  .  Mm  ein ,  und  bringen  wir  die  zwischen  ihnen 
bestehenden  DifFerentialbedingungen  auf  die  Form  (21)  oder 
(22),  namlich: 


^)  Weil  die  Gleiohung  (dl)  aioh  mit  der  Differentialgletchuag  der  Kiigelfimc- 
tionen  identifistrt  wenn  k  duroh  —  *>(<•+  l)  eraetst  wird ,  würde  «e  noh  muoh 
mittolflt  Kugelfanctionen  mit  irrationeUen  and  complexen  Indices  integiiren  laaian. 

')    Die  partiellen  Differentialquotienten  der  |a| ,  u.  a.  w. 
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«1  =  i«i?i  +  i^aft  + +  ia»-»?*-! 

(21) 

Urn  =  ««iJ,  +  «ürjj2+ +  ^»^Jq,^n 


oder: 

d«|  =  ia,rfy,  + +  ^an^mdqn^m 

(22) 

Daneben  führen  wir  nun  weiter  dio  neuen  Yariabeln 
f?,  ,  f 2  •  •  •  •  t'»  ein  •  welche  mit  den  t/, ,  t/2  •  •  •  •  t^»  ii^  folgen- 
der  BesiebttDg  stehen  mogen: 

(55)  «2  =  aa,y,  +  j^a^a  +••••+  2Ö«-«?«»-»  +  <^a  +  ^ 

W«  =  »öi?l    +  m('2q2  +....+  mÖTm- «ï— «  +  I?»  +  C» 

WO  fO,  den  Werth  yon  ,a,  für  j,  =  0 ,  92  =  0,  eto. ,  also  in 
der  Gleiehgewichtslage ,  darstellen  soil,  und  c,,  ^2  .  .  .  .  c»  als 
Integrationsconstanten  zu  betrachten  sind. 

Diese  Integralgleichungen  (55)  verwenden  wir  nun  dazu  ans 
dem  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft  die  t/i ,  1/2  •  •  •  •  9  und 
auch  die  t/l ,  U2  9  .  •  •  ZQ  eliminiren.  Eb  sei  T^  der  80  erhal- 
tene   Ausdmck,    T"    derj enige    welcher  aus  T'  entsteht  wenn 

wir    überall    die   r, v»  und    auch  die  9, Vm  gleich 

Null  setzen,  oder»  waas  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  wir 
schon  bei  der  Elimination  statt  der  Oleichungen  (55),  die  ver- 
ein&chten  Oleichungen : 

Ui  =  l^iqi  +  iflaÏ2  + +  |Om-»Sm-«  +  c^ 

(56)  t/2  =  2Ö1Ï1  +  2«a?a  +  .....  -f  aö«-«?m-«  +  Cj 

t/«  =  »a,  j,  +  g,a2?2  + +  «o»-»?»-»  +  Cm 

anwenden. 

Wir  haben  dann  mit  voUkommener  Strenge  (vergl.  §  4) 
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wo   ^'t^dq^  + +  ^\j9m  +  ♦'.,rf^i  + ^'vjivn,  die  Ele- 

mentararbeit  der  Reactionskrfifte , 

diejenige  der  übrigen  Erafte  bedeutet. 

14.  Wir  bemerken  nun  zaerst,  dass  wenn  wir,  was  noch 
erlaubt  ist ,  die  f?,  ,  t;^  .  .  .  •  f ür  die  Anfangslage ,  also  fur 
/  =  0 ,  verschwinden  lassen ,  z.  B. 

r,  ==/  v^dt  =^  I  (u^^  ,aigf|  —  ^0^2  — —  i»— «J»-») 

Jo  Jo 

dt=     [(,«,  -  tOi)?i  + 4-  da—*  —  ,^«-.»)?«-.«]  dt 

dass  also,  wenn  inan  sich  auf  endliche  Zeitr&ume  beschrankt, 
in  der  Nahe  der  Gleiohgewichtslage ,  wo  die  a  noch  wenig 
von  den  a  verschieden  sind,  die  v  kleine  Orössen  zwei  ter 
Ordnung  sind ,  welche  gegen  die  q  vernachlassigt  werden  können. 
Qleicherweise  kann  man  die  v  gegen  die  ;,  und  die 

'vp=  (pa,  — pa,)j,  H +  -T^  Ji*  + 

dj, 

gegen  die  q  vernachlassigen. 
Dann  ist  es  aber  dentlich,  dass  in  erster  Annëherung 

dr       dr; 
^  ~     '  dj, '"  dy, '  dj,  ~  djV    d^    "    (tó  ^ 

wovon  man  sich  übrigens  durch  Ausschreiben  dieser  Formen^) 
noch  nfiher  überzeugen  kann. 

Wir  können  also  die  Formel  (57)  schon  durch  die  angen&herte 
Formel 

d    — 

ersetzen,  und  wenn  wir  nun  auch  noch  zeigen  können,  dass 
mit  gleicher  Annaherung  F'^^  +  ^'^^  durch  F'%^  ersetzt  werden 


')     T  =  l(,^r,^J,«  +....  +  ,j,y  + +2  ,J,WU  + + 


+  2  q^T^^qiVi  +  ....  a  ./.^ii»i  +  ..■■)  u.  s.  w. 


èT" 

d 

dt 

dg.  - 

B'%. 

èT" 

d 

*  ö?— . 

èT' 

=  P». 
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kann,  wo  F/'rfy,  +  P2'Vga  +  •  •  +  F/rfj«„»  die  totale  Blemeniar* 
arbeit  dantellt,  welche  geleiatet  wird  bei  solcheo  Yerrückungetli 
die  mit  den  Differentialbedingungen  (22)  im  Einklange  sind, 
80  haben  wir  die  Anwendbarkeit  der  betreiFenden  Methode 
bewiesen ,  weil  diese  eben  auf  die  Benutzung  in  erster  Linie 
der  m  "  n  Qleichungen : 


(69) 


dt  dq;^ 

zwisehen  den  m  —  ti  Yariabeln  g'i ,  92  •  •  •  •  9m-i»  beruht. 

15.     üm   diese   ann&hemde    Qleichheit  Yon  F'f^  +  f\^  und 
¥'\^  Bu  beweisen ,  schreiben  wir  suerst  fiir  die  totale  Elementar- 
arbeit  bei  einer  ganz  willkührlichen  Verrtickung: 
(60)  (F^^  +  ^\)dq,  +  (P^.  +  #'^.yj,  + + 

+  (F'^_  +  ♦  V.)^?—  +  (^\  +  *\)d^i  + 

Dann  aber   bemerken  wir,    dass    wenn    bei  der  Yerrückung 
die  DiiFerentialbedingangen  (22)  erfüllt  sind,  und  also  z.  B. 

(61)  rfr,=dw, -  i'ïjdji—jMg'a— ...=(,«,— ,o,)rf?i+(,aa—,aa)d2a+- 
ist,  dann  in  diesem  Falie  fur  die  Elementararbeit  geschrieben 
werden  kann : 

(62) 

+  l(*"f«  +  ^'0+  (*"».  +  ♦'•.)(l««.-  --  ,«-H-«)  +  ....\dq„-n 

Es  ist  also: 
(68)        P",.  =  (PV  +  ♦',.)  +  (F'..  +  f.J  (,«,  -  ,a,)  + 

+  (F^  +  *'».)(2«.-»"i)+ ••••') 

')     Zur  naheren  Erlauterung  dieser  Gleichung  machen  wir  noch  folgende  Be- 
merkuDgen : 

1°.    Weil    bei  jeder   YeriückuDg,    weUbe   die   BediDgungen  (22)  erfüllt,  die 
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oud  in  enter  AnDihening: 

(64)  F^-FV  +  ff^ 

w.  s.  b.  w. 

Arbeit  der  Reactionskiafte  Tenchwinden  muss,  eo  spaltet  sich  die  Oleichung  (63) 
in  die  beiden  nocb  YoUkommen  itrengen  Gleicbungen: 

f,,  +  f.,  .  (i«i  -    i«i)  +  f\  (.«1  -  •«!)  + =  0 

und 

P",^  =  F-l,  +  F.^  .  (,ax  -  i4ii)  +  r,^  .  {.a,  -»«,)   + 

Es  eind  alao  die  f'^  kleine  Gröaeen  im  Vergleich  su  den  f\, 

2*.    Schreiben  wir  die  Elempntararbeit  in  der  Qestalt : 
(F,,   +  ♦,,)  rff.   +  (F,,  +  ♦.J  -*.+....   +  (F.^  +  ♦.^)  *..+  ..  . 

80  finden  wir  durch  Substitution  der  differensirten  Belationen  (56) ,  Vergleichung 
mit  (60)  und  Spaltung: 

*'fx  =  ^U  ^  *-i  •  ^«1   +   *«,  •  -«^   + 

r^    =F,^+  F.^  .  xa,   +  F.^  .,«1  + 

F'.    =F« 

'i  1 

Hieraos  kann  man  dann  leicht  erkennen  daas  die  Y^  't"  ^'t  =  F«  't"  fv  in> 
Allgemeinen  Gröesen  sind  yon  denelben  Ordnung  wie 

^u  +  ♦'..  =  ^«.  +  ♦'.  +  "•  {^'.  +  *•.)  + 

und  namentlich  wie  wir  sofort  seigen  werden,  kleine  Qröesen  ertter  Ordnung. 
Dabei  bedenke  man  daas  die  Eintheüung  der  Coördinaten  in  swei  Gnippen 
tfi  f  9s  •  •  •  ^m  —  n   ^°^  Hx,  u^  .  ,  ,  u     eine  ganz  willkührliohe  war. 

3^.  Was  nun  die  GrÖssenordnung  der  verschiedenen  hier  vorkommenden 
Ausdrüeke  anbelangt ,  hat  man  zu  bedenken  daas  in  der  Gleichgewichtalage  die 
F  und  ^ ,  oder  auch  die  F  und  ^\  nicht  nothwendig  einseln  und  getrennt  sa 
▼erschwinden  brauchen.  üm  das  einsusehen  stelle  man  sich  s.  B.  die  rollenden 
Schwingungen  einer  Haibkugel  vor,  welche  auf  einer  genêi^tên  Ebene  ruht  und 
durch  die  gleitende  Reibung  an  Ort  und  Stelle  gehalten  wird.  Bei  einer  Ver- 
schiebung  über  die  Ebene  verschwindet  dann  die  durch  die  Schwerkraft  bedingte 
F  im  Allgemeinen  ebenso  wenig  wie  die  aus  der  Reactionskraft  entspringende  f, 
wohl  aber  ihre  Summe, 

Dase  namlich  die  Summeti  F'      +  *'     ,  F'      +  f-    ....  F,    +♦',,... 

oder  auch  F^     -f  ^^   »  .  .  .  .  u.  s.  w.  alle  in  der  Gleichgewichtslage  verschwinden 

mussen ,  ist  deutlich ,  wenn  man  sieh  in  dieser  Lage  die  Verbindungen ,  welche  die 
Differentialbedingungen  (22)  Yerursachen ,  aufgehoben  und  durch  die  von  ihnen 
hervorgerufeneo  Reactionskrafte  ersetxt  denkt.  Das  Gleicbgewicht  bleibt  dann 
besteheo  ,  und  das  Princip  der  virtuellen  Yerrückungen  erfordert  also  das  Ver- 
schwinden  dieser  Summeq.  In  der  Nahe  der  Gleichgewichtslage  erhalten  diese 
Summen  dann  aber  im  Allgemeinen  kleine  Werthe  erster  Ordnung.  Dahingegen 
sind  die  einselve  F  und  F',  f  und  ^\  mit  Ausnahme  der  F'^  und  ^'  im  Allge- 
meinen endliche  Grossen.  Diese  letztere,  so  wie  die  F",  sind  kleine  Gröseen 
enter  Ordnung. 
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16.  Fassen  wir  schliesslich  das  jetzt  erhaltene  Kesultat 
zufiammeD,  so  sehen  wir,  dass  es  erlaubt  ist,  bei  kleinen  Schwin- 

gungen ,  die  m  Yariabeln  m, tim  mittelst  der  Gleiohungen  (56) 

auB  dem  Ausdrucke  der  lebendigen  Kraft  zu  elimioiren  und  auf 
diesen  vereinfaohten  Ausdruck  die  LAORANOB'scben  Gleicbungen 
anzuwenden.  Die  Berechnung  der  Elementararbeiten  findet 
dabei  in  solcher  Weise  statt,  dass  die  Differentialbedingungen 
erfüllt  gedacht  werden,  wodurch  die  totale  Elementararbeit  in 
eben  so  viele  partielle  Arbeiten  zerfallt  als  noch  Yariable 
9i»  92  '  •  •  •  im—n  übrig  geblieben  sind. 

Wir  können  non  aber  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und 
die  Bemerkung  machen,  dass  weon  die  Differential bedingungen 
nicht  sofort  in  der  Qestalt  (21),  sondem  in  der  allgemeineren 
Gestalt  : 

iftji  +  ijSaïa  +....+  101.2»  =  O 
(65)  A?!  +202?2+  •  •  •  .  +2i3-?-  =  0 


gegeben  sind  (q^=  q2  =  ,  .  ,  =  qm  =  0  \n  der  Gleichgewichtslage)) 
dann  in  diesem  Falie  diese  Gleiohungen  (65)  sofort  durch  die 
Integralbedingungen : 

l^lïl  +  1^222  +....+  ibnqn  +  c,  =  O 

2^131  +  2^2?2  -}-....+  2*«?«  4    Cj  ~  O 

(66)  : 

mé|  Ji  +  m62?2  +....+  mbnqn  +  C«,  =  O 

ersetzt  werden  können,  wo  rba  wieder  den  Werth  von  rfii  in 
der  Gleichgewichtslage  andeutet. 

Mittelst  dieser  letzten  Gleichangen  können  dann  van  den  n 
Tariabeln  m  willkührlich  gewahlte  aus  dem  Ausdrucke  für  T 
eliminirt  und  hinterher  die  n  -  m  LAGRAi^oe'schen  Gleiohungen 
für  die  übrig  gebliebenen  ausgesohrieben  werden. 

Diese  Bemerkung,  durch  welche  nun  schliesslich  die  Methode 
ihre  allgemeinste  Gestaltung  erhalten  hat,  fipdet  ihre  Berechti- 
gung  in  dem  Urostande ,  dass  es  gleicbgültig  ist,  ob  man  die 
Gleicbungen : 
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(67)         

3«  =  mOiJi   4- 4-  m(in^'mqn—m  +  cfm 

die  jetzt  statt  der  Gleichungen  (56)  auftreteo  müasen ,  au8  den 

Qleiohungen  (65)  durch  Auflösung  nach  jt*— m+i ,  9m— m+2-  -qnj 
ErsetzuDg  der  Coëfficiënten  durch  ihre  Werthe  in  derOleich- 
gewichtslage  und  Integration,  oder  auch  directe  aus  (66)  be- 
rechnet. 

Wir  haben  also  folgendes  Theorem  bewiesen: 
Für  kleine  rollende  Schwifigungen  *)  urn  eine  Oleichgewicktslage 
ist  es  im  Allgemeinen  erlaubt  die  m  Bedingungen  (65)  der  rol- 
lenden Bewegung  durch  die  Integraihedingungen  (66)  zu  ersfitzen, 
mütelst  dieser  Integraihedingungen  aus  dem  Ausdrucke  für  die 
lebendige  Kraft  m  von  den  n  Variabeln  zu  eliminiren  und 
diesen  so  vereinfachten  Ausdruch  für  die  Aufstellung  von  n  —  m 
liAORjLUQE'schen  Oleichungen  in  den  übrigen  Variabeln  zu  be- 
nutzen. Bei  der  Berechnung  der  partiellen  Arbeiten  werde  dabei 
angenommen ,  dass  die  Verrückung  eine  rollende  sei. 

17,  Durch  folgende  geometrische  Uberlegungen  könnte  man 
übrigens,  wie  ich  glaube,  die  Richtigkeit  dieses  Theoremes 
Yoraussehen. 

Man  denke  sich  in  der  Anfangslage  des  Systemes  fur  jeden 
Contactpunkt  der  über  einander  rollenden  körperlichen  Theile 
die  zugehörige  Berührungsebene  angebracht  und  fieisse  diese  auf 
als  eine  fest  mit  einem  der  beiden  sich  berührenden  Eörpem 
verbnndene,  also  sich  mit  diesem  Eörper  mitbe wegende,  Ebene. 

Betrachten  wir  jetzt  die  senkrechte  Projection  auf  diese  Ebene 
eines  in  der  Nahe  des  Contactpunktes  gelegenen,  sonst  aber 
willkührlich  gewghlten  Punktes  des  andern  Eörpers.  Es  ist 
dann  leicht  einzusehen ,  dass  bei  kleinen  rollenden  Schwingungen 
diese   Projection ,    rücksichtlich  der  festen  Punkte  der  Ebene , 


*)  Vielleicht  ist  es  nicht  überflüssig  hier  noch  su  bemetken,  dsM  bei  dem 
Torhergehenden  Beweise  die  Kleinheit  nlUr  GeschwiDdigkeiten  vorauvgesetst  itt,  alio 
auch  die  der  RotatioDsgeBchwindigkeiten  um  die  Normalen  in  den  Oontactpunkten. 
Wenn  also  die  über  einander  gelagerten  Halbkugeln  der  besprochenen  Preisfrage 
endliche  RotationageBchwindigkeiien  um  ihre  yerticalen  Durohmeaser  besitsen  aoUteo, 
80  ware  das  Theorem  nicht  mehr  anuendbar,  wenn  auch  die  AmpUtuden  der 
rollenden  Schwingungen  klein  bleiben  mochten. 
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nur  Yerrückungen ,  die  zn  der  zweiten  GrosBenordnung  gehöreo, 
erleiden  wird,  dass  dahingegen,  so  bald  gleiten  eintritt  oder 
eine  endliche  Rotation  um  die  Normale  des  Gontaotpunktes 
stattfindet,  Yerrückuogen  Yon  der  ersten  Grössenordnung  auf- 
treten  mussen. 

Die  Bedingung  des  Bollens  ist  also,  bei  Yernachlassigung 
Yon  Grossen  höherer  Ordnung,  gleichbedeutend  mit  der  Be- 
dingang dass  ein  gewisser  in  der  N&he  des  Contactpunktes 
gelegener  Punkt  des  einen  Körpers  sich  auf  einer  gegebenen  mit 
dem  andem  Körper  fest  yerbundenen  Geraden  (die  senkrecht  auf 
der  anf  ftnglichen  Berühmngsebene  stehende  projicirende  Gerade) 
bewegen  mnss. 

Diese  letztere  Bedingung  stellt  aber  selbstrerstandlich  eine 
Integralbeziehung  dar,  und  diese  Integralbeziehungen  mussen 
mit  den  Bedingungen  (66)  identisch  sein. 
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men  zich  de  theorie  volkomen  eigen.  Van  deze  vraagstukken 
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kring  zouden  kunnen  stichten,  een  onoverkomelijk  bezwaar  in 
den  weg  staat,  hierin  gelegen,  dat  ze  óf  te  gemakkelgk  óf  te 
moeieljjk  zijn ;  in  het  eerste  geval  wordt  de  oplossing  wel  ver- 
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Hiertoe  is  ieder  hoofdstuk  van  elk  der  drie  deelen  in  twee 
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enkele  vraagstukken  dier  groep  bevat,  terwgl  in  het  tweede 
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reotilignee  dans  les  qnadriques  et  les  problëmes  qui  s^y  ratta- 
ehent,  p.  812—366,  19  yr.  YIII.  Les  plans  cycliques  et  les 
plans  hyperoycliques;  les  ombilios,  p.  367— 402  ^  9  vr.  IX.  Les 
problëmes  d'axes  et  de  sommets  (dans  la  section  plane  et  dans 
les  quadiïques,  p.  402—444,  7  yr.  X.  Les  surfaoes  de  révo- 
Intion.  Les  quadriques  tangentes,  p.  445—485,  14  vr.  XL 
Discussion  des  qoadriqnes,  p.  486—582,  6  yr.  XU.  Étude 
d'une  surface  (la  surface  romaine  de  Steiner),  p.  533 — 582,  12  yr. 
We  agn  er  yan  overtuigd ,  dat  het  belangwekkende  werk  yan 
den  heer  de  Longchamps  in  Frankrijk  groot  succes  zal  hebben. 
Ook  in  ons  land  wenschen  wy  het  in  yeler  handen.  Werkelgk 
kan  het  in  yerschillende  richting  de  grondslag  worden  yan 
zelfstandig  onderzoek.  We  raden  hem^  die  zich  door  deze 
aankondiging  opgewekt  mocht  voelen  het  werk  aan  te  schaffen  ^ 
aan  yooral  de  voorrede  yoor  het  derde  deel  niet  over  te  slaan  en 
eindigen  met  den  wensch,  dat  de  begaafde  schrijver,  in  strijd 
met  hetgeen  hijzelf  waarschjjniyk  acht ,  nog  meer  zulke  nuttige 
boeken  als  het  besprokene  moge  leveren  *).  S% 

Elements  d'analyse  mathématique  k  Tusage  des 
ingénieurs  et  des  physiciens.  Cours  professé  k  l'école  centrale 
des  arts  et  manufactures  par  P.  Appell,  Membre  de  Tlnstitut 
Een  deel  in  8^  695  p.,  224  fig.  Parijs,  G.  Carré  en  G.  Naad, 
3  rue  Baoinc,  1898,  24  fr. 

Zooals  men  weet  is  de  kwestie  der  wiskundige  vooropleiding 
van  ingenieurs  en  physici  thans  meer  dan  ooit  aan  de  orde  en 
worden  yooral  in  Duitschland  hieromtrent  verschillende  meenin- 
gen  verkondigd.  Om  zich  hiervan  te  oyertuigen  heeft  men 
slechts  de  „Jahresberichte  der  deutschen  Mathematiker-Vereini- 
gung^'  na  te  slaan  en  kennis  te  nemen  van  de  opstellen  yan 
B.  Schwalbe  (Y,  1896),  A.  Pringsheim  (YI,  1897)  en  het  zich 
hierbg  en  bij  een  voordracht  van  F.  Klein  in  1897  op  het 
intematLonaal  congres  van  wiskundigen  te  Zurich  aansluitende, 
met  zooveel  courtoisie  gevoerde  spiegelgevecht  tusschen  beide 
laatstgenoemden.  En  hen ,  die  aan  meer  gepeperde  artikels 
de   voorkeur   geven ,    bevelen    wij    de    lezing  aan  van  P.  yon 

')     Behalve   de   ,,CourB   de  matbómatiques  apécialee",   die  ik   in  1888  in  het 

veertiende  deel  van  het  Hieuic  Archief  aankondigde ,    verscheen  van  de  hand  des 

sohrijvere  een  „Ssaai  sur  la  geometrie   de   la   regie  et  de  Téquerre*',  Btaijê, 
Delagvwre,  1890. 
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Lo88ow*8  oordeel  over  de  tegeawoordige  iarichting  der  ^teoh- 
nieche  HochBcbolen''  yerschenen  in  de  ^Hochschul-Naohriohten'^ 
Tan  Januari  1899. 

Indien  een  wiskundige   als  Appell  tgdelijk  zijn  hoog  stand- 
punt   verlaat  om  zich  te  verledigen  met  het  schrgven  van  een 
leerboek  over  de  beginselen  der  wiskundige  analysis  ten  dienste 
van    aanstaande   ingenieurs   en    physici,  mag  men  verwachten 
dat  het  brandende  vraagstuk  van  maximum  en  minimum ,  waar- 
over   de   aangevoerde   strijdt   loopt,    een   stap    nader   tot   de 
oplossing    wordt  gebracht.    Met   voorbggang  van   de   aan  een 
gewoon  leerboek  te  stellen  eischen  van  strengheid  en  duidelijk- 
heid ,   hebben   we   dus   te   onderzoeken  P  of  in  het  voor  ons 
liggende  werk  alle  bespiegelingen  zijn  vermeden ,  die,  hoe  belang- 
rgk  ook  voor  den  wiskundige,  geen  toepassing  vinden  in  de  tech- 
nische wetenschappen   en  zonder    het   verband  te  schaden  uit 
het    geheel   kunnen    worden  weggelaten  en  2^  of  daarentegen 
wel    opgenomen   zijn  die  in  het  geheel  passende  onderdeelen, 
welke  de  ingenieur  of  physicus  niet  kan  ontberen.    Katuurlijk 
is    het   resultaat  van    dit   onderzoek   subjectief,    omdat  de  af- 
bakening der  leerstof  altijd  een  kwestie  van  appreciatie  blgft. 
Doch    —    im    grossen   und  ganzen  —  kan  zeker  van  Appell's 
werk  worden    getuigd,    dat    het  in  deze  afbakening  vrijwel  is 
geslaagd.   De  theoretische  ontwikkelingen  ^  die  gegeven  worden, 
zgn   tot    een   minimum    beperkt   en   tamelijk    eenvoudig   ge- 
houden.   En    wat   de  toepassingen  aangaat  teekenen  we  aan: 
het  zwaartepunt,  de  regel  van  Galdin,  de  enkelvoudige  slinger, 
de    stelling    van   Green,    de  vergelijking    van   den   neutralen 
vezel,  galvanometer,  krachtlijnen,  niveauoppervhikken ,  de  be- 
wegingsvergelijkingen   van    een    stoiFeljjk    punt ,    de    roulette 
Dupuj,  de  integraphen,  de  planimeter  van  Amsler,  enz. 

Men  mene  nu  echter  niet,  dat  men  uit  Appel's  werk  diffe- 
rentieeren  leeren  kan.  In  verband  met  de  verdeeling  der 
leerstof  over  de  verschillende  op  elkaar  volgende  inrichtingen 
van  onderwijs,  zie  o.a.  mijne  aankondiging  van  de  Longchamps' 
y Cours  de  mathématiques  spéciales"  (Nieuw  Archief,  deel  14  , 
p.  117),  wordt  bg  den  lezer  de  kennis  van  de  allereerste  gron- 
den der  diiferentiaalrekening  ondersteld.  Zoo  vindt  men  in 
art.  13,  getiteld  , Tableau  de  différentielles  usuelles"  de  diffe- 
rentialen van  X"*,  log  X,  ^,  sia  o;,  en^.  z>njer  aanwjjzing  der 
afleiding  opgegeven.     Eveneens    wjrdt  men  in  art.  18  getiteld 
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yDériyéeB   et   diftérentielles   partiellcs''  met  betrekking  tot  de 
yergelgkiag  /J  ^  =  y]^^  naar  de  stelkunde  yerwezen. 

Wjj  eindigen  met  de  aandacht  te  vestigen  op  een  meer  uit- 
voerige beoordeeling  van  den  nieuwen  arbeid  van  Appell,  door 
A.  O.  Oreenhill  in  druk  gegeven  in  het  eerste  nummer  van 
yL'enseigment  mathématique^'  van  15  Januari  1899.  S*. 

Calcul  de  generalisation  par  G.  Oltramarb ,  doyen 
de  la  faculté  des  sciences  de  l'université  de  Geneve.  Een  deel 
in  8%  188  p.  Parijs,  8  rue  de  la  Sorbonne,  A.  Hermann, 
1899,  6  fr. 

In  deze  generalisatie-rekening  gaat  de  schrijver  van  het  denk- 
beeld uit  eenwaardige  functies  zoodanig  in  een  symbolischen 
vorm  voor  te  stellen  ,  dat  de  hoofdbewerkingen  als  differentiatie 
en  integratie ,  waaraan  zij  kunnen  worden  onderworpen ,  door 
middel  van  zeer  eenvoudige  stelkundige  herleidingen  op  hen 
kunnen  worden  toegepast.  De  verwezenlijking  van  dit  denk- 
beeld ,  die  noch  in  uiteenzetting  noch  in  toepassing  met  groote 
moeielgkheden  gepaard  gaat,  leidt  onmiddellgk  tot  de  opstel- 
ling van  algemeene  formules  ter  bepaliog  van  die  bepaalde 
integralen,  welke  gedeeltelijk  door  Cauchj  met  behulp  van  de 
beschouwing  der  residus  gevonden  zgn ,  en  levert  voor  de 
diiFerentatie  en  integratie  met  gebroken  indices  eenvoudiger 
formules  dan  de  door  Liouville  afgeleide ,  voor  de  herleiding 
van  reeksen  tot  bepaalde  integralen  zeer  eenvoudige  handel- 
wijzen. Maar  vooral  met  betrekking  tot  de  integratie  van 
differentiaal vergelg kingen  kan  de  nieuwe  rekenwijze  diensten 
bewijzen.  Na  eenige  algemeene  beginselen  vooropgesteld  te 
hebben  past  de  schrgver  haar  toe  op  de  opsporing  van  bgzon- 
dere  integralen  van  bepaalde  differentiaalvergelgkingen  als  ge- 
deeltelijke lineaire  differentiaalvergelgkingen  met  standvastige 
coëfficiënten  en  een  tweede  lid,  als  gelgktgdige vergelgkingen, 
vergelijkingen  met  gemengde  verschillen,  enz!  Daarbg  bljjkt 
dan  verder,  dat  men  in  vele  gevallen  in  staat  is  de  functie 
te  bepalen,  die  voorkomt  in  een  bepaalde  integraal,  waarvan 
men  de  waarde  kent. 

Volgens  den  schrgver  is  de  nieuwe  rekenwijze  voor  de 
hoogere  analysis  wat  de  logarithmen  zijn  voor  de  beogfering  : 
zg  vermindert  in  vele  gevallen  de  aan  differentiatie  en  integrate 
verbonden  moeielijk  heden.  S*. 
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Peter  Guthrie  Tait,  M,  A.,  Sec.  R.  &•  E.,  honorary  fellow 
of  Peterhouse^  Cambridge,  professor  of  natural  philosophy  in 
the  University  of  Edinburgh.  Scientific  Papers,  I.  In  4^, 
498  p.,  Cambridge»  University  press,  1898. 

Dit  eerste  deel  der  algemeene  werken  van  den  bekenden 
hoogleeraar  bevat  ÜO  tusschen  de  jaren  1859 — 1881  verschenen 
verhandelingen  over  zeer  uiteenloopende  onderwerpen  van  wis-, 
werktuig-  en  natuurkundigen  aard.  Met  voorbijgang  van  de  in 
gemeeoBchap  met  Dr.  Andrews  geschrevene  en  in  diens  ^leven", 
verschenen  bg  Macmillan  te  Londen,  reeds  uitgegevene  ge- 
schriften wordt  de  hier  opnieuw  in  het  licht  gegeven  reeks 
geopend  met  eenige  studies  over  quaternionen,  door  den  schrij- 
ver opgesteld  alvorens  hg  kennis  maakte  met  Sir  W.  B. 
Hamilton,  wiens  ^bekoorlijk  boek  hg  op  een  vacantiereis  eens 
meenam  als  medgezel  bij  regenachtige  dagen.''  Met  de  quater- 
nionen  staan  21  der  60  verhandelingen  in  rechtstreeks  of  meer 
verwijderd  verband.  Verder  zullen  den  wiskunstenaar  voorna- 
melijk de  door  vele  platen  opgehelderde  vier  verhandelingen 
over  de  theorie  der  knoopen ,  de  beschouwing  over  het  golfspel 
en  het  levensbericht  vau  Clerk  Maxwell  aantrekken.  S% 

H.  PoiircARÉ.  La  theorie  de  Maxwell  et  les  oscil- 
lations. Hertziennès.  (IV,  80).  Georges  Carré  et  C.  Naud. 
Paris.    Prgs  2  frcs. 

Deze  monographic  bevat  eene  korte  uiteenzetting  van  de 
hoofdpunten  der  hedendaagsche  electriciteitstheorie.  Zij  vormt 
de  eerste  aflevering  van  het  recueil  getiteld  ^Scientia",  Waarin 
achtereenvolgens  door  erkende  geleerden ,  de  nieuwste  ontdek- 
kingen en  de  voornaamste  theorieën  op  het  gebied  der  natuur- 
wetenschap zullen  worden  behandeld.  De  uitgave  is  gesplitst 
in  een  physisch-mathematisch  en  in  een  biologisch  gedeelte. 
Tot  degenen  y  die  zich  met  de  leiding  dezer  uitgave  belasten 
behooren  onder  anderen  Appell,  Cornu,  Poincaré.  El. 
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THE  CLASSIFICATION  OP  QÜADRICS  IN  n-DIMEN8I0NAL  SPACE 


BY 


Dr.  W.   a.  WYTHOPP. 


Introduction. 

1.  A  quadric  in  n-dimensional  space  is  the  locus  of  points 
the  coordinates  (rectilinear  or  homogeneous)  of  which  satisfy 
an  equation  of  the  second  degree.  It  is  a  curved  space  of 
n  —  1  dimensions. 

As  I  shall  use  homogeneous  co-ordinates*),  the  quadric  will 
be  represented  by  a  homogeneous  equation  between  the  n  -{- 1 
.co-ordinates: 

P  =  22  a^Xpir^  =  0, (I) 

in  which  apg  =  agpy  while  the  symbols  22  indicate  summa- 
tions from  p  =  l  top  =  n-|-l  and  from  g  =  l  toy^=n-hl. 
As  I  scarcely  shall  make  use  of  other  summations  than  of  those 
from  1  to  n  -f-  1 ,  I  shall  heoceforth  abstain  from  indicating 
these  limits  and  denote  the  index  of  summation  {p  or  q)  only 
when  its  omission  would  give  rise  to  ambiguity. 

I  shall  consider  only  that  case  in  which  the  coefficients 
apg  are  real  quantities. 

2.  The  space  at  infinity  is  represented  by  a  homogeneous 
equation  of  the  first  degree ,  which  I  shall  write 

^9pXp  =  0 (2) 


*)  A  claaaification  of  quadrics  in  which  rectangular  co-ordinates  are  used  is 
given  by 

E.  Hensel.  Ueber  die  Classification  der  nicht  homogenen  qnadratitchen 
Formen  und  der  Oborflachen  zweiter  Ordnung.  {Journal  fur  dü  nine  %nd 
angewandu  Ma  thematik,  vol.  113,  1894,  p.  303). 
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8.  Every  arbitrary  point  (a/, :  . . . .  :  x'.+i)  has  with  respect 
to  the  quadrio  a  polar  space  represented  by  the  equation 

^^OpgXpX'q^^O (3) 

and  having  the  property  that  the  line  joining  any  point  of 
that  space  to  the  jj)ole*^  (x\  : :  x'»^i)  is  cut  harmonic- 
ally by  the  quadric. 

The  pohir  space  is  indeterminate  if  the  coefficients 

^a^'g  ip  =  l n+1) 

9 

of  equation  (3)  be  all  zero. 

If  a  point  P  be  lying  in  the  polar  space  of  Q ,  Q  reciprocally 
is  lying  in  the  polar  space  of  P. 

If  a  point  be  lying  in  its  own  polar  space,  it  is  lying  also 
in  the  quadric.    In  this  case  the  polar  space  is  a  tangent  space. 

4.  Conversely  every  linear  space  of  n  —  1  dimensions , 

25^^  =  0, (4) 

Has  in   general   one  definite  pole  with  respect  to  the  quadric. 

To   find   this  pole  the  co-ordioates  xf^ re^M+i  should  be 

so   chosen    that  the   equations   (3)   and   (4)  become  identical. 
The  co-ordinates  of  the  pole  therefore  satisfy  the  conditions 

^ap^g  +  lpk  =  0  (p  =  l....n+l)    .     .    (6) 

9 
If  not   all   of  these   equations  be  independent,   the  pole  is 
indeterminate. 

If  all  the  equations  (5)  be  independent ,  the  co-ordinates  of 
the   pole   are  proportional   to  the  determinants  which  we  get 

by  omitting  in  turn  the  1^ n  +  1"^  column  of  the  matrix 

formed   by  the  coefficients  of  o^ Xm^i  and  X  in  (5)  with 

signs  alternatively  positive  and  negative. 

Centres. 

5.  Centre  of  a  quadric  is  every  point  that  is  a  pole  of  the 
space  at  infinity.  Hence  the  co-ordinates  of  every  centre 
satisfy  the  equations 

^apgxg  +  ppk  =  0  (p=l...n+l)    .    .    (6) 

9 
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If  these  equations  be  indej^endent ,  the  quadrio  has  one 
single  definite  centre ,  the  co-ordinates  of  which  are  proportional 
to  the  determinants  which  we  get  by  omitting  successively  the 
1** n  +  l»t  column  of  the  matrix 


«11 


«i.ii+1       Pi 


(7) 


with  signs  alternatiyely  positive  and  negative. 

6.  If  m  of  the  equations  (6)  be  a  consequence  of  the  others, 
the  remaining  n  —  m  +  1  equations'  determine ,  X  being 
eliminated,  a  linear  space  of  m  dimensions,  every  poiiit  of 
which  is  a  centre  of  the  quadrio  {apace  of  centres). 

7.  For  the  classification  of  quadrics  I  shall  in  the  first 
place  make  use  of  the  properties  of  the  centre  or  space  of 
centres.    Especially  I  shall  distinguish: 

1^  whether  the  centre  be  definite  or  indeterminate,  and 
in  the  latter  case,  which  be  the  number  of  dimensions  of  the 
space  of  centres ; 

2P.  whether  the  centre  (or  space  of  centres)  be  lying  in 
the  space  at  infinity  or  not; 

3^  whether  the  centre  (or  space  of  centres)  be  lying  in 
the  quadrio  or  not. 


Quadrics   with   a   definite   centre. 


8.  We  now  suppose  the  quadric  to  have  one  single  centre. 
For  this  it  is  necessary  that  the  equations  (6)  be  independent, 
and  therefore  that  of  the  determinants  of  the  n  -f- 1"^  degree 
which  can  be  formed  from  the  matrix  M,  §  6  (7),  one  at  least 
be  different  from  eero, 

9.  The  condition  that  the  centre  may  lie  at  infinity  obviously 
is  that  the  equations  (6)  be  satisfied  together  with  the  equation 
of  the  space  at  infinity.    This  condition  is: 


D  = 
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««  +  1.1' 
Pi 


.  pii+i  O 


=  O  ....  (8) 


In  this  case  the  qaadric  will  be  called  a  paraboloid. 

It  follows  from  the  property  mentioned  in  §  S  (last  alinea), 
that  every  centre  at  infinity  is  lying  in  the  qnadric.  Hence 
the  centre  of  the  paraboloid  is  lying  in  the  paraboloid. 

10.  To  find  the  condition  that  the  centre  be  lying  in  the 
qnadric  (which  necessarily  embraces  the  case  of  a  paraboloid) 
the  co-ordinates  of  the  centre  should  be  snbstituted  in  the 
equation  of  the  qnadric.  For  this  purpose  we  write  this 
equation 

P  9 

Substituting  the  co-ordinates  of  the  centre  (§  5)  in  Sap^q^  we  get 

9 

ÖJI.1 <»^.»+i       0 


2apqXg  = 

f 


«u 


ai,*+i      pi 


«•+1,1 ««+i,«+i  pi»+i 

Sabstraoting  the  p  -|- 1"^  row  from  the  first  and  denoting  by 
A  the  discriminant  of  the  quadratic  equation ,  we  get: 

2a,^t=(-l)-p^A, 

and  therefore 

P  =  (-!)•  A.  ^^,. 

Substitttting  again  the  co-ordinates  of  the  centre  we  finally 
obtain: 

F  =  (—  1)»  A  .  (—  1  )*+^  D  =  -  A .  D. 

Hence  the  condition  required  is 

A-D=o :.::;,  (9) 
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This  condition  can  be  satisfied  in  two  different  ways. 

10.  by  D  =  0     (paraboloid,  §  9); 
2«.  by  A  =  0. 

11.  I  shall  now  proceed  to  investigate  the  case  A  =  0. 
This  condition  cannot  be  coexistant  with  D » 0  unless  the 

centre  is  indeterminate.  For  if  A  and  D  be  sero  at  the  same 
time,  it  follows  from  a  property  of  determinants*)  that  all 
determinants  of  the  n  +  1'^  degree  that  can  be  formed  from 
M  are  zero  (§  8).  We  therefore  assume  that  the  centre  does 
not  lie  at  infinity. 

Since  A  can  be  obtained  from  M  by  omitting  the  last  co- 
lumn we  deduce  from  the  equations  (6): 

A  =  0. 

The  co-ordinates  of  the  centre  therefore  satisfy  iho  equations 

2ap^,  =  0  (/)«l....n+l),  (10) 

one  of  which  is  a  consequence  of  the  others. 

Let  now  a;/ . . . .  x^^i  be  the  co-ordinates  of  the  centre , 
j-/^  ...  .x^^i"  those  of  another  (real  or  imaginary)  point  of  the 
quadric.  Substituting  in  F  the  coordinates  of  an  arbitrary  point 
(r/  +  ia:,"  : . . . . :  ^,+i'  +  te»+i")  of  the  line  joining  the  point 
(;r,"  : . . . . :  ap,^-i")  to  the  centre,  we  find 

F  =  SSap,(V  +  kxp")  (a?/  +  A»/')  = 

p         f 

This  will  be  found  to  be  zero  independent  of  the  yalue  of 
k.  For  the  first  and  last  term  are  zero  because  the  points 
(y/  : . . . . :  ir.+i')  and  (a?,'^ : . . . . :  a?«+i")  are  lying  in  the  quadric, 
the  middle  term  is  zero  in  consequence  of  (10).  Hence  the 
whole  line  joining  the  centre  to  any  other  point  of  the  quadric 
is  lying  in  the  quadric,  which  is  therefore  a  locus  of  straight 
lines  all  passing  through  the  centre. 

I  shall  therefore  in  this  case  call  the  quadric  a  cone  of  the 
first  order.    The  centre  is  its  Pertex. 


*)     For  this  property  and  for  some  other  properties  of  determinants  I  refer  to: 
A.   E.   Rahusen.     Sur  quelques  propriétéB  des  determinants,  Hp)»Iiquées  k  une 

question   de  geometrie  a  u  dimensions   (duntiUa  de  Cécott  po/gtrefmi^w  dc  Jhiftf 

vol.  I,  1838,  p.  104). 
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The  polar  space  of  the  vertex  is  found  to  be  indeterminate 
(§  3)  and  is  thereforo  not  necessarily  the  space  at  infinity. 


QuadricB  with  a  space  of  centres. 

12.  Wo  now  snppose  a  certain  number  m  of  the  equations 
(6)  to  be  depending  on  the  remaining.  For  this  the  condition 
is  that  all  determinants  of  degree  n  —  m  +  2  that  can  be  formed 
from  the  matrix  M,  be  zero. 

For  abridgment  I  introduce  the  notation 

to  denote  that  all  determinants  of  the  r^  degree  that  can  be 
formed  from  the  matrix  (or  determinant)  H  are  zero.  If  r  be 
the  highest  degree  of  the  determinants  which  can  be  formed 
from  Hy  I  simply  write 

H=:0. 

We  thus  proceed  to  the  case 

M,,_«+9)  =  0 (11) 

We  further  suppose  the  first  n  -  m  +  1  of  the  equations  (6), 
^S^pqXg  +  pp\  =  0        (p  =  1 n  —  m  +  1),   .  .  (12) 

9 

to  be  independent  of  one  another,  and  the  remaining  m 
equations, 

Sop^g  -i-pjA  =  0         (;}  =  n  —  m+2 «+1),    .  (13) 

9 

to  be  a  consequence  of  them. 

Equations  (12)  then  determine,  X  being  eliminated,  the 
space  of  centres  (of  m  dimensions). 

13.  If  in  the  equations  (12)  we  make  X  =  0,  they  become 

^^OpgXg  —  0  (|)=l....n  —  m  +  1).  ...  (14) 

9 

These  equations  represent  in  general  a  linear  space  of  m  —  1 
dimensions,  which  evidently  is  lying  in  the  space  of  centres. 
I  shall  call  it  the  vertex  space  of  the  quadric. 

The  particular  case  that  of  equations  (14)  one  be  depending 
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on  ^he  others  is  pro?isionally  excluded.     This  occurs  when  the 
matrix  of  (14)  is  zero ,  which  leads  to  the  condition 

A(»_«+„=0     (§  17). 

The  points  of  the  vertex  space  obviously  also  satisfy  the 
equations 

'S^pqXg  =  0        (|?=«  —  m  +  2....n+l),  ...  (15) 
f 
obtained  from  (13)  by  substituting  X  =  0. 

It  further  follows  from  (11),  that  they  also  satisfy  the  equa- 
tion  of  the  space  at  infinity,  which  is  depending  on  (14)  and 
therefore  that  the  vertex  space,  is  lying  at  infinity.  Only  in 
the  particular  case  A(».h+i)  =  0,  just  excluded,  this  conclusion 
woul^i  be  false. 

Sii^ce  the  points  at  infinity  of  a  linear  space  of  in  dimensions 
l^rpii  tqge^h^r  a  linear  space  of  m  —  1  dimensions,  we  find, 
that  the  vertex  space  generally  contains  all  the  centres  at 
infinity.  Only  in  that  case  are  there  centres  at  infinity  not 
contained  in  the  vertex  space,  when  the  whole  central  space 
is  lying  at  infinity. 

All  the  points  of  the  vertex  space  (being  centres  at  infinity), 
are  lying  in  the  quadric. 

14.  Let  (jr/  : . . . . :  Xtt+i)  be  any  point  of  the  vertex  space, 
(a?,*' :....:  Xn+i")  another  arbitrary  (real  or  imaginary)  point 
of  the  quadric. 

Following  the  same  reasoning  as  in  §  11 ,  we  deduce  from 
(14)  and  (16) ,  that  the  whole  line  joining  the  two  points  is 
lying  in  the  quadric.  If  now  we  suppose  the  point  (ar/' : . . . :  x^+i^ 
to  be  fixed ,  we  see  that  the  locus  of  lines  joining  that  point 
to  all  the  points  of  the  vertex  space  is  lying  in  the  quadric. 
•this  locus  is  a  linear  space  of  m  dimensions.  Hence  the 
quadric  is  a  locus  of  linear  spaces  of  m  dimensions  all  con- 
taining the  vertex  space  and,  since  this  is  lying  at  infinity, 
all  parallel*)  to  each!  other. 

I  shall  call  the  quadric  in  this  case  a  cylinder  of  the  m'^ 
order. 


*)     Ptirttl'el  to  eoeh  other  will  be  callod  two  linear  spnces  of  m  ^iipepsions  that 
intersect  in  a  linear  space  ot  m-^ï  dimensions  at  infinity. 
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The  linear  spaces  of  m  dimensions  above  mentioned  are  also 
parallel  to  the  space  of  centres. 

Only  then  does  this  reasoning  not  hold,  when  the  quadric 
does  not  contain  beside  the  vertex  space  any  real  or  imaginary 
point  at  all.  This  occurs  when  the  quadric  degenerates  into 
twice  the  space  at  infinity. 

15.  The  condition  that  the  space  of  centres  may  lie  at 
infinity  is  evidently  that  the  equation  of  the  space  at  infinity 
depend  on  the  equations  (12).  Taking  this  condition  together 
with  (11)  and  remembering  that  the  equalions  (12)  arc  sup- 
posed to  be  independent,  we  have 

D(,^,+8)  =  0 (16) 

In  this  case  the  quadric  is  a  paraboloidical  cylinder  of  the 
»i'*  order. 

16.  In  analogy  to  §  10  can  be  found  the  condition  that  the 
space  of  centres  be  lying  in  the  quadric. 

We  determine  for  that  purpose  any  arbitrary  centre  by  the 
equations  (12)  and  by  m  arbitrary  equations  of  the  first  degree 
independent  of  them  and  of  each  other : 

^KpqXq  =  0  (i>  =  1 m). 

9 

Performing  the  substitution  of  the  coordinates  of  the  centre 
in  the  same  way  as  in  §  10  we  find: 

0 
Pi 


9 


9n 
0 


-m  +  1 


Km,\ 5m,  ■  +  1  0 

For  the  values  olp  ^  n  —  m  +  1  we  substract  the|)  +  1**  row 
from  the  first.     We  thus  get: 

Sa^ya?^=(-  1)-  pp£i\ 
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denoting  by  A'  tbe  determinant  obtained  from  the  above  men- 
tioned by  omitting  the  first  row  and  the  last  column. 

For  the  values  of|)>n  —  m  +  1,  we   remember  that  the 
equation 

SflfrPf  +  ppX  =  0 

ff 

is  supposed  to  depend  on  the  equations  (12)  and  that  therefore 
the  quantities 


«F.i 


»F.  -  +  1 


ep 


can  be  obtained  by  adding  the  2»* n  —  m  +  2"*  row  of 

the  above  mentioned  determinant  each  multiplied  by  a  cer- 
tain coefficient.  We  therefore  may  substract  these  quantities 
from  the  first  row  of  the  determinant  and  find  thus 

Sap^,  =  (-l)»p,AS 

being  the  same  formula  found  for  the  other  values  of  |i. 
Performing  now  the  substitution  in 

P  =  (-  l)-A'.Sppa:,, 

we  finally  find  the  condition  : 


P=— 


•  «1,  »+i 


%m,  «+1 


Km,  1 
Pi    •• 


«1.  »+l 


Pi 


«»— «+1,1 . .  •  a«_H,+i,«+i   pi 
Ku Si,  -+1  0 


.  Km.  »+i  Ö 

pji+i  0 


+1 


=0 


This  condition  can  be  satisfied  by  equating  the  first  or  the 
second  factor  to  zero.  We  remember  however,  that  the  space 
of  centres  does  not  lie  in  the  quadric  unless  all  the  centres 
be  lying  in  it,  and  that  therefore  the  condition  must  bo 
satisfied  for  all  possible  values  of  the  ^'s.  For  this  it  is 
necessary,   that  the  matrix  obtained  from  one  of  the  determi- 
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nants  by   omitting  the  rows  containing  the  S's  be  zero.    Ap- 
plying this  to  the  last  factor  we  find,  combined  with  (11): 

I^(»-m+JI)  =  0, 

being  the  condition   of  the  paraboloidioal  cylinder  of  the  m^ 
order. 

The  first  factor  gives  the  condition: 

A(.-«+i)  =  0 (17) 

This  is  the  case  proTisionally  excluded  in  §  13. 

17.  I  now  proceed  to  inyestigate  the  case  A(» »«.-}.  d  =  0. 

We  easily  show,  that  the  equations  (12)  in  this  case  can- 
not be  satisfied  by  other  values  of  A  than  X  =  0.  Substituting 
ibis  value  in  (12)  and  (13)  we  find 

2a„r,  =  0  (|?  =  1 n+1),  .  .  .  (18) 

f 
m  +  1   of  which  equations  are  depending  on  the  other  n  —  m 
equations,   that  determine  the  space   of  centres  (of  m  dimen- 
sions), not  lying  at  infinity. 

By  a  reasoning  analogous  to  that  of  §§  11  and  14  we  de- 
duce from  (18)  that  the  whole  line  joining  any  centre  to  any 
other  (real  or  imaginary)  point  of  the  quadric  is  lying  in  the 
quadric,  which  therefore  is  a  locus  of  linear  spaces  of  m+  1 
dimensions  all  containing  the  space  of  centres.  I  shall  there- 
fore call  it  a  cane  of  the  m  +  V'  order.  The  space  of  centres 
IB  vertex  space  of  the  cone. 

This  reasoning  evidently  does  not  hold  when  the  quadric 
with  exception  of  the  space  of  centres  does  not  contain  any 
real  or  imaginary  point  at  all.  This  only  occurs  if  the  quadric 
degenerate  into  two  coincident  linear  spaces  of  n  —  1  dimensions. 

18.  The  cone  of  the  m  -h  1'*  order  can  also  be  considered 
to  be  a  locus  of  linear  spaces  of  m  dimensions  all  parallel  to 
the  space  of  centres  and  is  therefore  a  special  case  of  the 
cylinder  of  the  m^^  order.  Thus  considered  the  space  at  infinity 
of  the  space  of  centres  is  the  vertex  space  of  the  cylinder. 

19.  In  the  case 

A(„  =  0, (19) 

the  quadric  is  a  cone  of  the  n  —  1**  order.  The  same  oonditioi) 
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however  indicates  that  the  quadratic  equation  can  be  dissolved 
into  two  equations  of  the  first  degree.  Hence  the  cone  of  the 
n  —  1"*  order  degenerates  into  two  linear  spaces  of  n  —  1 
dimensions.  The  space  of  intersection  of  these  spaces  is  the 
vertex  space. 

The  quadric  degenerates  also  in  all  those  cases  that  imply 
the  condition  A($)  =  0 ,  such  as  M(8)  =  0 ,  D(5)  =  0  etc.  (§  20 , 
table). 


Summary    of   the     classification    of   quadrics 
according  to  the  properties  of  the  centres. 

20.  The  followiug  table  contains  the  different  cases  hitherto 
distinguished.  I  shall  denote  each  case  by  a  number  ^  n 
placed  between  square  brackets  indicating  the  number  of 
dimensions  of  the  space  of  centres.  To  this  number  can  be 
added  the  letter  P  (=  paraboloidic)  to  indicate  that  the  space 
of  centres  is  lying  at  infinity,  the  letter  C  (=  conic)  to  indicate 
that  the  space  of  centres  is  lyiog  in  the  quadric  without  lying 
at  infinity. 

The  supposition  D(3)  =  0  would  lead  to  pi  =  p^  "^  ••••••='  0 

and  is  therefore  impossible.  Hence  the  case  [n  —  1 ,  P]  is 
the  last  paraboloidic  case. 


Condition. 

llature  of  the  quadric. 

[0] 

(General  case.) 

D  =  0 

[OP] 

(Paraboloid.) 

A=0 

[OCG 

(Cone  of  the  first  order.) 

M==0 

[1] 

(Cylinder  of  the  first  order.) 

D(.+i,  =  0 

[IP] 

(Paraboloidical  cylinder  of  the  !■*  order.) 

A(,)=0 

[IC] 

(Cone  of  the  2»^  order.) 

M(.)=0 

[2] 

(Cylinder  of  the  2^^  order.) 

etc. 

etc. 

M(,_«+j)  =  0 

[m] 

(Cylinder  of  the  nfi^  order.) 

D(,_»+j)  =  0 

[mP] 

(Paraboloidical  cylinder  of  the  m**  order.) 

A(.-«+i)  =  0 

[mC] 

(Cone  of  the  w  +  !•*  order.) 

ftc. 

©tpT 

CoDdition. 
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Nature  of  the  quadric. 


ï<3)  =  0 

I>D=0 


{tl  —  2,  CJ  (Two  intersecting  spaces  of  n  —  1  di- 
mensions.) 
[ft  —  1]     (Two   parallel  spaces  of  «  —  1  dimen- 
sions.) 
[ft  —  1)1^]  (The   space    at   infinity    and    another 

space  of  n  —  1  dimensions.) 
[tt  —  1»  C]  (Two   coinciding  spaces  of  n  —  1  di- 
mensions.) 
[ri]  (Twice  the  space  at  infinity.) 

[t»  P]       (Impossible.) 
[ft  CT]       (Indeterminate.) 


21.  A.8  to  the  mutual  connection  between  these  cases  it 
Aoald  be  observed  y  that  the  case  M  «  0  is  a  particular  case 
tt  wen  of  D  =  0  asofA==0,  and  that  conversely  the  coin- 
ddence  of  both  conditions  last  mentioned  is  sufficient  to  con- 
clude to  M  =  O   (§    1  1). 

The  same  connection  exists  between  the  cases  M(»— m+i)  =  0, 
D,  m\9)  =  0  and   A(»— «+i)  =  0. 

The  follo^ng  scheme  therefore  indicates  the  connection  be- 
tveen  the  different  cases: 


[OP] 

[iP];^ 


[0] 
[2] 


[n— 1J__ 
[«-l,?]^  *[«-!.  C] 


Polar  cells. 


22.    Polar  cell  of  a  quadric  in  n-dimensional  space  is  called 
erery  set  of  n  +  I  linear  spaces  of  n  —  1  dimensions ,  of  which 
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each  one  is  the  polar  space  to  the  point  of  intersection  of  all 
the  remaining. 

I  proyisionally  limit  myself  in  the  following  considerations 
to  quadrics  with  a  definite  centre. 

Let  the  n+l  spaces  of  a  polar  cell  be  represented  by  the 
equations 


9 


0 


(p^^l 


n+l) 


(20) 


The  condition  has  to  be  satisfied  that  the  pole  of  any  one 
of  them  lie  on  all  the  remaining.  Hence ,  if  r  and  s  be  two 
different  values  of  |?  (§  4) : 


•«i.»+i 


t.l 


0 


=  0,   • 


(21) 


being  ^n  (n+l)  equations. 

We  see  that  the  first  equation  of  (20)  generally  may  be 
chosen  completely  arbitrarily ,  that  the  coefficients  of  the  se- 
cond have  to  satisfy  one  condition ,  those  of  the  third  two 
conditions,  etc.,  and  that  finally  the  last  equation  in  deter- 
mined. 

23.  We  now  proceed  to  express  the  first  member  of  the 
equation  of  the  quadric, 

F  =  ^^pgXpXg  , (22) 

in  the  first  members  of  the  equations  (20), 

Zp^r^^KpgXg        (p  =  l n  +  l) (23) 

For  this   purpose  the  co-ordinates  a;, a;«^i  haye  to  be 

eliminated  between  the  equations  (22)  and  (23). 

To   perform   this   elimination   we  introduce   n  +  l  auxiliary 
quantities  ti, Um+i  defined  by  the  equations 

Sop^a?,  +  S^p«^  =0        (i?  =  1 n+l).  .  .  (24) 

f  9 
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Malüplying  these   equations  sncoessively    vith  x^ .... x^+i 
and  adding  we  get: 

SSa„ayr,  +  S{«,SS„a^|  =  0  , 
*        r 

or ,  in  consequence  of  (22)  and  (23)  : 

F  +  ^ufy  =  0 (25) 

We    now    eliminate    the    2n  +  2    quantities   a;,.   ..x,  +  i^ 

», M.+1  between  the  2n-\-3   equations  (23),   (24)   and 

(25)  all  of  the  first  degree  with  respect  to  the  quantities  to  be 
eliminated.    We  find  : 


-P 
0 


0. 

«11 


0 


«1  • 
?.i 


2^1.4.1 


«1        Ku Khn+i        0 0 


=0.  (26) 


^a-fl      Sn+I.l    ....  5*4.1,»+!       0 0 

This    equation    determines    F    as    a    quadratic    function    of 

2r, Zn^i-    We  may  easily  show  by  means  of  the  equations 

(21),  that  all  the  coefficients  of  the  products  of  two  diiferent 
2r'8  are  zero.  Hence  the  quadratic  function  F  is  reduced  to 
a  sum  of  squares 

F  =  SCpep» (27) 

The  values  of  the  coefficieuts  Cp  can  be  found  by  reducing 
the  equation  (26).  They  are  found  in  a  more  simple  way  by 
the  following  reasoning. 

If  in  (27)  we  make  zero  all  the  «'s  except  one ,  ^r ,  we  get 

F  =  CrZr^. 

F 
Hence  Cr  is  the  value  of  —    for  that  point  of  space  in  which 

all  the  remaining  z'b  are  zero.  This  point  is  the  pole  of  the 
space  Zr  =  0. 
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It  immediately  appears  from  this,  that  Cr  is  completely  de- 
termined by  F  and  Zr  independent  of  the  other  z*s  and  that 
therefore  Cr  contains  no  other  ^'s  than  those  which  belong  to 
the  space  Zr  =  0. 

Denoting  by  accents  the  quantities  relating  to  the  pole  of 
the  space  Zr  =  0 ,  we  have  (§  4) : 

S(/«a/+5.,X  =  0        (p  =  l n  +  1).  .  .  .(28) 


We  further  have  identically: 


(29) 


Multiplying  the  equations  (28)  successively  with  a?/ . . .  Xn^x 
and  adding  we  find 

p 
or 

F  +  ^/X  =  0 (30) 

Eliminating  x^' x»4.i' and   X    between  (28),  (29)   and 

(30)  we  get: 

-P  0 0  Zr' 

0  a,, ^l.n-^l  5r,l 


0  «11+1,1 an+l,n+l     ?r,H-l 

Z/  £r.l Sr,H-l  0 


If  now  we  put 
«II 


E.= 


«1,H-1  £r,  1 


««+1.1 a,^+i,|»+i        Sr,»+1 

Kr.l Êr,.+1  0 

equation  (31)  may  be  written 
and  therefore 


=  0.  (31) 


(32) 


E. 


(33) 
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Hence  equation  (26)  or  (27)  may  be  written : 

ï'=Z-|:v. (S4) 

24.  Gonyenely  it  may  be  shown,  that,  if  the  equation  of 
a  quadrio  be  thrown  into  the  fonn 

p  =  S(V2^  =  0, (86) 

in  which  z^ ..  ..z^^x  denote  independent  homogeneouB  fonctionB 

of  the  first  degree  of  the  co-ordinates,  e^ c  +  i  arbitrary 

constants,  the  spaces 

z,  =  0        (p=l n  +  1) (36) 

form  a  polar  cell  of  the  qnadric. 

We  therefore  select  one  of  the  spaces  (36),  Zr  =  0y  and 
indicate  by  an  accent  all  the  quantities  relating  to  the  point 
of  intersection  of  the  n  remaining  spaces. 

The  polar  space  of  this  point  of  intersection  is  given  by  the 
formula  (8)  (§  3),  which  may  easily  be  reduced  to  the  form 

^CfZpz/  =  0. 

In  this  equation  the  quantities  z/  are  all  sero,  Zr'  only  ex- 
cepted.   The  equation  of  the  polar  space  is  therefore 

or,  Zr'  being  different  from  sero: 

Hence  each  one  of  the  spaces  e^  =  0  is  the  polar  space  to 
the  point  of  intersection  of  the  remaining  spaces. 

25.  Being  given  a  homogeneous  quadratic  equation  F  and 
a  homogeneous  function  of  the  first  degree  Zr ,  the  formula  (38) 
indicates  by  which  coefficient  Cr  the  square  Zr^  has  to  be 
multiplied  in  order  that  Crtr^  may  be  one  of  the  terms  of  F 
reduced  to  a  sum  of  squares.  This  is  only  possible  with  a 
definite  coefficient  Cr  whateyer  may  be  the  fïürther  reduction  to 
squares. 

In  one   case  only  the  formula  is  insufficient:  in  the  case 

12 
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A  =  Er  ==  O ;  or  geometrically :  if  the  quadrjc  F  =  0  be  a 
coDe  the  vertex  of  which  is  lying  in  the  space  Zr  =  Ö. 

(n  one  case  the  function  Zr  cannot  ^e  used:  in  the  case 
Er  =  0 ,  A  ^  0.  In  this  case  we  find  Cr  =  oo  and  at  least  one 
of  the  other  coefficients  ==  ao ,  the  eum  of  squares  is  then 
indeterminate.  The  geometrical  interpretation  of  this  case  is 
that  the  space  a^r  =^  0  is  a  tangent  space  of  the  quadric. 

26.  If  all  the  signs  of  the  coefficients  of  F  be  changed,  it 
appears  from  (33)  that  the  sign  of  Cr  is  also  changed.  Muhi- 
plication  however  of  2rr  =  0  with  any  positive  or  negative 
quantity  is  without  any  influence  whatever  on  the  sign  of  Cr> 
Arbitrary  change  of  the  succession  of  the  indices  1 ....  n  +  1 
is  also  without  influence  on  the  sign  of  Cr. 

Classification    of   quadrics  with  a  definite   centre 

according   to    the    properties    of  the 

conjugate    diameters. 

27.  We  now  select  a  polar  cell  of  the  quadric ,  one  of  the 
spaces  of  which  is  the  space  at  infinity. 

We  see  that  for  the  space  at  infinity  the  determinant  E^  (32) 
is  equal  to  D,  and  that  therefore  the  equation  of  the  quadric 
must  be  reduced  to  the  form 

F  =  2,«CpV--|-{2p/^pP  =  0,  .     .     .    (37) 

a  reduction  which  is  always  possible  except  when  we  have 
D  =  0  (§  25).  In  the  case  D  =  0  (paraboloid)  the  reduction 
is  impossible  with  finite  coefficients,  the  case  A  =  D=0 
(cylinder)  being  excluded. 

28.  If  the  functions  2*,  ....  ^^  be  all  made  =  0  except 
one ,  Zry  we  obtain  n  —  1  equations  which  represent  a  line 
passing  through  the  centre  and  (at  infinity)  through  the  pole 
of  the  space  Zr  =  0. 

Taking  thus  for  the  z  which  is  not  made  equal  tot  zero  suc- 
cessively each  one  of  the  functions  2',  ....«„,  we  obtain  n 
lines  passing  through  the  centre,  which  will  be  called  a  set 
of  conjugate  diameters  of  the  quadric. 
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For   determining   the    points   of  intersection  of  one  of  theni 
with  the  quadric,  we  faaye  the  equations 


and 


CrZr' 


««  =  0  . 


a  — 


D 


\^pXp]^  =  0 


p  =z  I  .  .  ,  .  r  —  1, 
p  =  r  +  1  .  .  .  .  n. 


These  equations  evidently  are  satisfied  by  the  co-ordinates  of 
two  real  points  when  Cr  and  —  —  haye  different  signs  and  by 

A 

those  of  two  imaginary  points  when  thesignsof  Cr  andof —  — 

are  the  same. 

Hence,  when  A  is  different  from  zero,  there  are  as  many 
conjugate  diameters  intersecting  the  quadric  in  real  points  as 
there  are  quantities  among  c,  .  .  . .  c»  which  ha?e  the  opposite 

sign  of  that  of —. 


29.  I  now  make  use  of  the  following  well  known  theorems 
concerning  the  reduction  of  a  quadratic  function  to  a  sum  of 
squares : 

P.  The  number  of  positive  and  of  negative  terms  is  for 
every  quadratic  function  completely  determined  (law  of  inertia) ; 

2^.  The  number  of  negative  terms  is  equal  to  the  number 
of  variations  of  sign  in  the  series 

1  0    0 


Ao=l;    A,= 


1  0 
0«„ 


=  a, 


II  J 


0  a,.  a,„ 
0  a.j^^a^ 


'a,,a, 


ll"^22 


12    i 


....  A»4.i  =  A  ; 

in  which  the  indices  1  ....  >f  -4-  1  are  so  chosen  (which  is 
always  possible)  that  no  two  successive  terms  are  zero  at  the 
same  time; 

3®.  The  reduction  to  n  —  m  +  1  squares  is  possible  if 
A(»-«^f8)  =  0. 

As  we  have  supposed  that  there  is  a  single  centre ,  it  appears 

12* 
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from  the  third  theorem  that  there  are  at  least  n  terms.    This 
occurs  in  the  special  case  A  =  0  (cone  of  the  first  order). 

30.  It  follows  from  the  first  theorem  above  mentioned  in 
connection  with  §§  26  and  28,  that  every  set  of  conjugate 
diameters  of  a  quadric  not  belonging  to  the  case  [1  C]  or  [I  P] 
does  always  contain  the  same  number  of  diameters  intersecting 
the  quadric  in  real  points.  I  shall  call  this  number  the  species 
of  the  quadric.  To  indicate  the  species  we  adjoin  this  number 
to  the  mark  [0]  (§  20);  thus  [0]o,  [0],  ....  [0]«. 

To  determine  the  species  we  have  to  know  the  number  of 
variations  v  in  the  series  A^ ,  A,  ....  A  and  the  sign  of  D. 
The  sign  of  A  is  determined  by  v  (+  when  v  is  an  even , 
—  when  it  is  an  odd  number).  The  rule  given  in  §  28  then 
indicates  the  species. 

We  thus  find  the  following  four  cases : 

1^.  When  V  is  an  even  number  and  D  positive,  species 
n  +  l  ^  v; 

2^     When  v  is  an  even  number  and  D  negative ,  species  t; ; 

3^.     When  v  is  an  odd  number  and  D  positive ,  species  v ; 

4^.  When  v  is  an  odd  number  and  D  negative,  species 
n  -)-  h  —  V. 

31.  If  in  equation  (37)  we  put 

2  ppXp  =  0 , 

i.  e.   if  we  seek  the  space  of  intersection  of  the  quadric  with 
the  space  at  infinity,  we  find 

2|"  cpzp^  =  0. 

This  equation  cannot  be  satisfied  by  any  real  point  when 
the  quantities  Cp  have  all  the  same  sign.  In  the  opposite  case 
there  are  always  real  points  satisfying  the  equation. 

Every  quadric  that  does  not  have  any  real  point  at  infinity  j 
will  be  called  an  ellipsoid ,  every  other  quadric  belonging  to  [0] 
a  hyperbohid. 

There   are   two   species  of  ellipsoids.     In  the  first  place  the 

A 

quantities  Cp  can  have  all  the  same  sign  as  —  — ;  in  this  case 

the  quadric  does  not  contain  any  real  point  at  all  ([0]o  =  ima- 
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^mory   ellipsoid).     In    the    second   place  the  quantities  Cp  can 
hare  all  the  opposite  sign  ([0]m  =  recU  ellipsoid). 
The  hyperboloids  are  [0],  ....  [0]»— i. 

32.    In    the    case  9  =  0  all  the  squares  (and  therefore  also 
—  j  are    positive.     The   sign    of  A  is  +•    Hence  D  must 

be  negative. 

In  the  case  «?  =  n  +  1  we  find  that  A  and  D  have  the  same 
ngn  (-|-  if  n  have  an  odd,  —  if  w  have  an  even  value). 

In  both  cases  the  qnadric  is  an  imaginary  ellipsoid. 

33.  I  now  proceed  to  class  the  different  species  of  ellipsoids 
and  hyperboioids  in  such  a  manner  that  by  continuous  variation 
of  the  coefBcients  a„,  ^i^  etc.  and  thus  by  continuous  defor- 
mation of  the  quadric  they  may  change  into  one  another. 

It  is  obvious ,  that  we  can  pass  io  such  way  from  any 
quadratic  function  F  to  any  other  and  thus  as  extreme  cases 
from  a  quadratic  function  for  which  v  =  0  to  another  for 
which  o  =  n  4-  1-  By  this  variation  it  may  always  be  avoided 
(as  a  particular  case  of  the  second  order)  that  the  determinants 
A  and  D  become  zero  at  the  same  time.  We  may  therefore 
provisionally  exclude  the  qoadrics  with  a  space  of  centres. 

The  quantities  c,  .  .  .  .  Cn  obviously  vary  continuously  simul- 
taneously with  the  coefficients  On,  a,2  etc.  Hence  a  change 
of  species  can  take  place  only  by  A  or  D  becoming  lero. 
These  two  cases  of  transition  have  to  be  investigated  separately. 

1^     A  =  0,  [OC]. 

By   this  transition   the   coelBScient =-  changes   sign,  the 

signs  of  the  quantities  Cp  remaining  unaltered.    For,  if  one  of 

xh^»   quantities    was   to   become    zero  at  the  same  time,   we 

should  have  in  consequence  of  §  29 ,  3^  A(»)  =  0  and  therefore 

also  D  =  0. 

A 
Hence  those  quantities  Cp  which  had  the  same  sign  as  —  — 

before  the  transition,    will  have  opposite  sign  thereafter ^    and 
oooversdy. 
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If  therefore  ju  and  v  indicate  the  species  before  and  after  the 
transition,  we  have 

/i  +  v  =  « (38) 

2^    D  =  0,  [OP]. 

By  tills  transition  we  have  —  TT  ^^  °° '  H®^^®  ®°  ^^^  ™^' 
ment  of  transition  the  form  (37)  cannot  be  used.  Immediately 
before  it  and  thereafter  however  the  quantity  —  —  has  oppo- 
site signs.  Yet  the  whole  number  of  positive  and  negative 
signs  cannot  have  been  altered,  A  having  remained  different 
from  zero. 
Hence  the  numbers  /i  and  v  satisfy  the  condition 

^  +  v  =  n  +  l (39) 

34.  By  the  rules  hitherto  given  all  possible  changes  of 
species  of  quadrics  with  definite  centre  are  completely  determined. 

The  following  tables  contain  all  these  transitions  from  the 
case  in  which  all  the  squares  are  positive  to  that  in  which 
they  are  all  negative  for  a  space  of  an  even  and  of  an  odd 
number  of  dimensions. 

The  different  paraboloidic  and  conic  cases  are  distinguished 
by  adding  to  the  mark  [OP]  or  [0  C]  two  indices,  indicating 
the  species  of  the  hyperboloids  (ellipsoids)  changing  into  one 
another  in  each  case.  These  numbers  indicate  at  the  same 
time  the  number  of  squares  of  different  sign  to  which  the 
function  F  can  be  reduced  in  each  case. 

The  sum  of  the  two  indices  of  [0  C]  must  be  n  in  consequence 
of  (38)  or  §  29,  3«,  that  of  the  two  indices  of  [OP]  must  be 
n  +  1  in  consequence  of  (39). 

All  possible  cases  are  found  twice  iu  both  tables.  This  is 
obvious,  if  we  remember  that  by  multiplication  of  the  equation 
with  a  negative  quantity  all  the  squares  chauge  sign.  The 
second  part  of  each  table  will  be  therefore,  as  to  the  nature 
of  the  quadrics,  indentical  with  the  first  part  taken  in  opposite 
order.  Only  one  term,  the  middle  term,  will  be  found  but 
once  in  each  table. 

It  may  be  further  noticed,  that  the  cone  [OC]o,«,  the  case 
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<i  tranaiiioD  bet^nreen  both  species  of  ellipsoids ,  contains  no 
real  points  but  the  centre  (vertex).  We  shall  call  therefore 
this  case  the  insulated  point. 

Bo.    Table    of    quadrics  with  a  definite  centre  in  a  space  of 
ill  fpen  Dumber   of  dimensions  ft. 


I  Sign  of  ^ 


Sign  of  D 


Nature  of  the  quadric. 


O 


1 

1 

1 

» 

2 

etc. 

i" 

i« 

i« 

i»+  1 

etc.      1       etc. 

n       I        + 

n        \         + 

'  0 

-+1      '         - 


etc. 


O 


0 

+ 

+ 
etc. 

0 


0 

± 

etc. 

+ 
0 


[0]o  (Imaginary  ellipsoid.) 

[OC]o,ft  (Insulated  point.) 

[0]n  (Real  ellipsoid.) 

[OP]«,i  (Paraboloid.) 

[0],  (Hyperboloid.) 

[0  C]i,  «-1  (Cone  of  the  first  order.) 

[0]„-i  (Hyperboloid.) 

etc. 

[0]j«+i  (Hyperboloid.) 
[OP]in+i,è«  (Paraboloid.; 

[0]i«  (Hyperboloid.) 

[0  C]j«, !«  (Cone  of  the  first  order.) 

[0]j«  (Hyperboloid.) 

[0  P]è«,  è«+i  (Paraboloid.) 

[0]in+i  (Hyperboloid.) 

etc. 

[0],  (Hyperboloid.) 

[OP]i,ii  (Paraboloid.) 

[0]»  (Real  ellipsoid.) 

[OC]»,o  (Insulated  point.) 

[0]o  (Imaginary  ellipsoid.) 


36.     Table    of   quadrics  with  a  definite  centre  in  a  space  of 
an  odd  number  of  dimensions  ;?, 
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V 

Sign  of  A 

Sign  of  D 

Nature  of  the  quadric. 

0 

4- 

^^^ 

[0]o 

(Imaginary  ellipemd.) 

0 

— 

[OC]o., 

(Insulated  point.) 

1 

— 

— 

[01. 

(Real  ellipaoid.) 

1 

— 

0 

[OPki 

(Paraboloid.) 

1 

— 

+ 

[0], 

(Hyperboldid.) 

0 

+ 

[oqi.«_i 

(Cone  of  the  first  order.) 

2 

+ 

+ 

[0]-i 

(Hyperboloid.) 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

\n-k 

±. 

"^ 

[0]»^ 

(Hyperboloid.) 

0 

H= 

[OC]^^M+j 

(Cone  of  the  first  order.) 

4«+l 

=P 

^ 

[0]*.+» 

(Hyperboloid.) 

i«+l 

^ 

0 

[OP]i.+ii.+ 

I  (Paraboloid.) 

\n+h 

=P 

±_ 

[0]4.+» 

(Hyperboloid.) 

0 

±. 

[OC]v.+^^._l 

t  (Cone  of  the  first  order.) 

4»+* 

± 

± 

[0]*.-4 

(Hyperboloid). 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

n 

— 

— 

[0], 

(Hyperboloid.) 

n 

— 

0 

[OP]i., 

(Paraboloid.) 

n 

— 

+ 

[0]« 

(Real  ellipsoid.) 

0 

+ 

[OC]^o 

(Insulated  point) 

«+i 

+ 

+ 

[0]o 

(Imaginary  ellipsoid.) 

37.  Comparing  the  two  preceding  tables  we  obserye  tbe 
following  differences: 

1^    as  to  the  signs  of  A  and  D : 

In  a  space  of  an  even  number  of  dimensions  the  sign  of  D 
is  completely  determined  bj  the  nature  of  the  quadric;  the 
sign  of  A  can  be  made  as  well  +  as  —  for  every  quadric. 
Conversely  in  a  space  of  an  odd  number  of  dimensions  the 
sign  of  A  ie  determined  by  the  nature  of  the  quadric,  that 
of  D  can  be  taken  arbitrarily  +  or  —  for  every  quadric. 

2^.    as  to  the  middle  term: 

In  the  case  of  n  even  the  middle  term  is  a  cone,  in  the 
other  case  it  is  a  pataboloid.  Hence  in  a  space  of  an  even 
number  of  dimensions  there  is  always  one  —  and  only  one  — 
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kind  of  cone  of  the  first  order  that  can  change  by  continuous 
deformation  in  only  one  species  of  hyperboloid.  All  other  cones 
of  the  first  order  and  all  paraboloids  have  to  be  considered 
as  forms  of  transition  between  two  different  species  of  hyper- 
boloids  (ellipsoids).  In  a  space  of  an  odd  number  of  dimen- 
sions there  is  always  one  —  and  only  one  —  kind  of  paraboloid 
that  can  change  by  continuous  deformation  in  only  one  species 
of  hyperboloid  (for  n  =  1  exceptionally  ellipsoid).  All  other 
paraboloids  and  all  cones  of  the  first  order  have  to  be  consi- 
dered as  forms  of  transition  between  two  different  species  of 
hyperboloids  (ellipsoids). 

Further    classification   of  quadrics   with 
a   space   of  centres. 

38.  We  now  assume  that  there  is  a  space  of  centres  of  m 
dimeusioDs  and  thus  investigate  the  case  [m]  with  the  particular 
cases  [mC]  and  [mP]. 

Suppose  we  have  an  arbitrary  linear  space  of  n  —  m  dimen- 
sions not  intersecting  the  vertex  space  (in  the  case  [mC]  the 
vertex  space  of  the  cone  considered  as  a  cylinder,  §  18). 

The  intersection  of  the  quadric  with  this  space  is  a  quadric 
in  that  space.  This  quadric  contains  one  point  of  each  of  the 
parallel  m-dimensional  spaces  that  form  the  given  quadric. 
The  point  of  intersection  with  the  space  of  centres  is  its  centre. 

The  quadric  of  intersection  belongs  to  the  cases  [0],  [OP] 
or  [OC]  according  as  the  given  quadric  belongs  to  [m]»  [mP] 
or  [m  G]. 

The  given  quadric  is  the  locus  of  the  linear  fti^dimensional 
spaces  brought  through  the  vertex  space  and  through  a  point 
of  the  quadric  of  intersection.  It  is  therefore  completely  deter- 
mined by  the  quadric  of  intersection  and  the  vertex  space. 

39.  Suppose  we  have  two  spaces  oi  n—  m  dimensions  not 
intersecting  the  vertex  space,  we  obtain  two  quadrics  of  inter- 
section. 

These  two  quadrics  are  related  to  each  other  in  such  a 
manner  that  to  every  point  of  one  of  them  corresponds  a  point 
of  the  other  lying  with  it  and  with  the  vertex  space  in  one 
linear   m-dimensional   space.     It  may   be   easily    shown    that 


186 

the  same  relation  exists  between  every  polar  cell  of  one  of  tho 
two  quadrics  and  a  polar  cell  of  the  other  and  therefore  that 
the  species  of  both  quadrics  is  the  same.  Hence  this  species 
may  be  considered  to  be  a  property  of  the  given  quadric. 

The  classification  of  the  cylinders  of  the  m^^  order  therefore 
completely  agrees  with  that  of  quadrics  with  a  definite  centre 
in  a  space  of  n  —  m  dimensions. 

I  therefore  shall  add  to  the  symbols  [m] ,  [m  P]  or  [m  C] 
the  same  index  (or  indices)  that  should  have  to  be  added  to 
the  symbols  [0],  [OP]  or  [OC]  to  indicate  the  quadric  of 
intersection. 

40.  We  can  choose  as  our  space  of  n  —  m  dimensions , 
which  serves  to  determine  the  species «  the  space  of  intersection 
of  m  spaces  of  co-ordinates. 

a?M  — «,  +  2  =  x»— «,  +  s  =  ....  =  iTi, -1-1  =  0. 

The   equation   of  the  quadric   of  intersection  then  becomes : 

2j«-«+i2j»--  +  ^ap^^,  =  0. 

The  space  at  infinity  of  the  n  —  m  dimensional  space  con- 
sidered is  represented  by  the  equation 

V""'"  +  ^pp«p  =  0. 

If  the  chosen  space  of  n  —  m  dimensions  intersect  the  ver- 
tex space,  the  following  relation  will  bo  satisfied: 


ai,«_w4.i 


Pi 


+1.1 


=  0 


. .  a„— «,4-1, »— «-f  1     Pn— M+i 

In  this  case  it  is  necessary  to  choose  another  set  of  spaces 
of  co-ordinates.  It  is  always  possible  to  choose  from  the  spaces 
of  co-ordinates  a  set  of  m  spaces  that  can  be  used. 

41.  We  now  assume  that  the  chosen  n — i»-dimensional 
space  satisfies  the  condition. 

To  determine  the  species  of  the  quadric  of  intersection  we 
apply  the  method   described  lor  quadrics  with  definite  centre. 
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The  series  Ao  A, A  (§  29,  2P)  is  then  reduced  to  Aq  A, 

. . .  Aii~«-f  1 ;  the  determinant  D  is  replaced  by 


D.__„+i  = 


«1.»— +1 


9\ 


Pi 


We  further  replace  n  by  n  —  m  and  thus  apply  the  table 
of  §  35  when  n  —  m  is  i^n  even,  that  of  §  36  when  it  is  an 
odd  number. 

When  the  quadric  of  intersection  is  found  to  be  an  imaginary 
ellipsoid,  the  given  quadric  is  an  insulated  space  of  m  —  1 
dimensions  at  infinity  (the  vertex  space) ,  when  it  is  an  insulated 
point  the  given  quadric  is  an  insulated  space  of  m  dimen- 
sions, etc. 


42.     Table  of  quadrics  with  a  central  space  of  m  dimensions. 


V 

Sign  of 

A«_«,+i 

Sign  of 

Nature  of  the  quadric. 

0 

a_ 

— 

Wo 

(Insulated  space  of  m  —  1  dimen- 
sions at  infinity.) 

0 

— 

(Insulated  space  of  m  dimensions.) 
(EUipsoidical  cylinder  of  the  m^ 
order.) 

1 

— 

— 

1 

"~~ 

0 

[mP],_«.i 

(Paraboloidical  cylinder  of  the  nfi" 
order.) 

1 

— 

.+ 

[H. 

(Hyperboloidical  cylinder  of  the 
m*^  order.) 

0 

+ 

_i  (Cone  of  the  m  +  !•*  order.) 

2 

+ 

+ 

(Hyperboloidical    cylinder  of  the 

m^  order.) 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

In  the  middle  and  at  the  end  of  this  table  we  find  for 
even  and  odd  values  of  n  —  m  similar  differences  aa  between 
tho  tables-  of  §§  35  and  36, 
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Appl 

ication    on 

the   cases   it^sS   and   n  =  4. 

43.    n 

=  3. 

I.    m 

=  0. 

[0] 

[OP]     D  =  0; 

[OC]     A  =  0. 

V 

Sign  of 
A 

Sign  of 

Nature  of  the  quadric. 

0 

0 

— 

OCJo, 

(Imaginary  ellipsoid.) 
(Insu  ated  point.) 

1 

— 

— 

oH. 

(Real  ellipsoid.) 

1 

•'— 

0 

(Elliptic  paraboloid.) 
(Hyperboloid  of  two  sheets.) 

1 

— 

+ 

^\ 

0 

+ 

;oc,. 

(Cone.) 

2 

+ 

+ 

Sk 

(Hyperboloid  of  one  sheet.) 

2 

+ 

0 

(Hyperbolic  paraboloid.) 

2 

+ 

— 

oi 

(Hyperboloid  of  one  sheet.) 

0 

— 

0C]« 

(Cone.) 

3 

— 

— 

OP]., 

(Hyperboloid  of  two  sheets.) 

3 

— 

0 

(Elliptic  paraboloid.) 
(Real  ellipsoid.) 

3 

— 

+ 

0], 

0 

+ 

0,0, 

(Insulated  point.) 

4 

+ 

+ 

0]o 

([magioary  ellipsoid.) 

II.    m 

=  1. 

[1]        M     =0; 
[IP]     D(.)=:0; 
[IC]     A(,)=0. 

p 

Sign  of 

A, 

Sign  of 

Nature  of  the  quadric. 

0 

+ 

_^ 

ri]o 

(Insulated  point  at  infinity.) 

0 



icjo. 

(Insulated  line.) 

1 

— 

— 

ftt, 

(Elliptic  cylinder.) 

1 

— 

0 

(Parabolic  cylinder.) 

1 

— 

+ 

1]. 

(Hyperbolic  cylinder.) 

0 

+ 

AC., 

(Two  intersecting  planes.) 

2 

+ 

4- 

.1. 

(Hyperbolic  cylinder.) 
(Parabolic  cylinder.) 

2 

+ 

0 

iP.a 

2 

+ 

— 

1^ 

(Elliptic  cylinder.) 

0 

— 

ICio 

(Insulated  line.) 

3 

— 

— 

li, 

(Insulated  point  at  infinity.) 
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m.  M  =  2. 


[2]         M(„=0; 

[2P]  D(„=0; 
[2C]  A(,)==0. 


,  S^  ofjsign  of 

Natare  of  the  quadrio. 

0 

0 

-      + 

O 

2]o        (Insnlated  line  at  infinity.) 

2Cr|o,    (Two  coinciding  planes.) 

2],         (Two  parallel  planes.) 

2  P], ,    (The  phne  at  infinity  and  another  plane.) 

2],         (Two  paraUel  planes.) 

2C],o    (Two  coinciding  planes.) 

;2Jo        (Insulated  line  at  infinity.) 

IV,     ««  =  3. 


[3]      M«=0; 
[3CG  A(i,  =  0. 


Sign  of  .Sign  of 
,    A.  D. 


Nature  of  the  quadric. 


Ü 


+ 
O 

1  .    — 


3]o         (Twice  the  plane  at  infinify.) 

3  C]oo    (Indeterminate.) 

S]o        (Twice  the  plane  at  infinity.) 


44.     M=4. 

L     «•  =  0. 

[0] 

[OP]     D  =  0; 

[OCJ     A  =  0. 

,     SigDOf 

i     A 


Sign  of 
D 


Nature  of  the  quadric. 


0 

-i- 

+ 

0 


0 
0 


0]o  (Imaginary  ellipsoid.) 

O(y]ot  (Insulated  point.) 

'0]^  (Real  ellipsoid.) 

0P]«  (Paraboloid.) 

0],  (Hyperboloid.) 

'0  C],,  (Cone  of  the  first  order.) 

IL  (Hyperboloid.) 

iP]„  (Paraboloid.) 

0]a  (Hyperboloid.) 

0  Cla  (Cone  of  the  first  order.) 
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V 

Sign  of 

A 

Sign  of 

Nature  of  the  quadric. 

3 

_ 

_ 

[0], 

(Hyperboloid.) 

3 

— 

0 

OPL, 

(Paraboloid.) 

8 

— 

+ 

P» 

(Hyperboloid.) 

0 

4- 

:oc„ 

(Cone  of  the  first  order.) 
(Hyperboloid.) 

4 

+ 

■1- 

0  P].* 

4 

+ 

0 

(Paraboloid.) 

4 

+ 

— 

(Real  ellipsoid.) 

0 

— 

(Insulated  point.) 

6       - 

[0]o 

(Imaginary  ellipsoid.) 

II.    m 

=  1. 

[1]     M     =0; 
[1P]D(«=0; 
[IC]  A(4,=0. 

t> 

Sign  of 

^4 

Sign  of 

Nature  of  the  quadric. 

0 

+ 

[IJo 

(Insulated  point  at  infinity.) 
(Insulated  line.) 

0 

— 

ioi« 

1 

— 

— 

y\ 

(Ellipsoidical  cylinder.) 

1 

— 

0 

\  p]« 

(Elliptic-paraboloidical  cylinder.) 

1 

— 

+ 

:i]. 

(Two-sheeted-hyperboloidical  cylinder.) 

0 

+ 

1  C]„ 

(Cone  of  the  second  order.) 

2 

+ 

+ 

'y\ 

(One-sheeted-hyperboloidical  cylinder.) 

2 

+ 

0 

y  i^L 

(Hyperbolic-paraboloidical  cyhnder.) 

2 

+ 

— 

y\ 

(One-sheeted-hyperboloidical  cylinder.) 

0 

— 

1C]„ 

(Cone  of  the  second  order.) 

3 

— 

— 

:i]. 

(Two-sheeted-hyperboloidical  cylinder.) 

8 

— 

0 

;ip].a 

(Elliptic- paraboloidical  cylinder.) 

3 

— 

4- 

I3 

Ellipsoidical  cylinder.) 

0 

+ 

lOk 

(Insulated  line.) 

4 

+ 

+ 

a 

(Insulated  point  at  infinity.) 

Idl 


IJL    m  =  2. 


l^] 

M<4,  =  0; 

[2P] 

D(«  =  0; 

[2C] 

A(s)  =  0. 

V 

Sign  of 

As 

Sign  of 

Nature  of  the  quadiïc. 

0 

+ 

^]o         (Insulated  line  at  infinity.) 

0 

- 

2C]o2    (Insulated  plane.) 

'2]^         (Elliptic  cylinder  of  the  second  order.) 

1 

— 

— 

1 

- 

0 

2  F].^,     (Parabolic  cylinder  of  the  second  order.) 

1 

— 

+ 

.^]i         (Hyporboliocylinderofthesecondoider.) 

0 

+ 

2C],,     (Two  intersecting  spaces.) 

2 

+ 

+ 

2],         (Hyperboliccvlinderofthesecondorder.) 
2  P],2    (Parabolic  cylinder  of  the  second  order,) 

2 

+ 

0 

2 

+ 

— 

2\        (Elliptic  cylinder  of  the  second  order.) 

0 

— 

2C].^    (Insulated  plane.) 

2]o        (Insulated  line  at  infinity.) 

3 

— 

-  • 

IV.     m  =  3. 


[3]  M(3)  =  0; 
[3P]  D(s,=  0; 
[3C]     A(3)  =  0. 


Nature  of  the  quadric. 


(Insulated  plane  at  infinity.) 

(Two  coinciding  spaces.) 

(Two  parallel  spaces.) 

(The  space  at  infinity  and  another  space.) 

(Two  parallel  spaces.) 

(Two  coinciding  spaces.) 

(Insulated  plane  at  infinity.) 

[4]        M^„  =  0; 
[4C]     A(i)  =  0. 


Nature  of  the  quadric. 


'4]q        (Twice  the  space  at  infinity.) 

4  C]qo    (Indeterminate.) 

'4]o        (Twice  the  space  at  infinity.) 


L'  16  a 


BARYCENTRE  PODAIRE  ET  BARYCENTRE  SYMÉTRIQUE 


J.  NEUBEBG. 


Soient  données  dans  un  plan  n  droites  D, ,  D^ ,  .  •  •  .  D« , 
affectées  respectiyement  des  poids  X, ,  X, ,  .  .  .  .  X..  D'iin 
point  queloonque  M  du  plan  abalssons  sur  oes  droites  les  per- 
pendiculaires  MM|  =r  d^ ,  MM^  =  d^j.. .  .j  MM»  =  d» ,  et  posons 

Vi^  + Va*+  •  •  •  •  +  A.d,a  =  u. 
Si    Xj    y    sont    les    coordonnées    rectangulaires    de    M,    et 
x  cos  a  +  y  sin  a  —  jf  =  O  Téquation  de  D  ^) ,  l'égalité  précédente 
prend  la  forme 

S  \{x  cos  a  +  y  sin  a  —  ^)2  a  u (1) 

Le  lieu  des  points  M  oii  ti  a  une  valeur  donnée,  est  one 
ellipse,  dont  le  centre,  la  direction  et  le  rapport  des  axes  ne 
changent  pas  avec  u.  Ce  centre  est  le  point  pour  lequel  u 
présente  un  minimum;  on  l'appelle  le  centre  des  moindres 
carrés  on  le  point  de  Oauss  des  droites  D  pour  les  poids  A. 
Il   a   donné  lieu  récemment  4  quelques  travaux  interessants^). 

Nous  généraliserons  la  question  en  supposant  les  quantités  X 
positives  ou  negatives,  et  nous  étudierons  la  conique  (1),  que 
nous  convenons  de  representor  par  la  lettre  F.  Si  cette  courbe 
est  une  hyperbole  ou  une  parabole ,  u  n'admet  plus  ni  maximum 


*)  Poor  aimplifler  réoriture ,  nous  sous-en  tendons  les  indices  1 ,  2 ,  .  .  .  •  m 
lorsque  la  olarté  du  discours  n'en  souffre  pas. 

')  Voir  par  exemple  les  C,  S.  dé  FAe,  de  Furü,  1876,  \»  senu,  p.  6S6 
(Bertot);  /.  dê  VÉc,  PolyL^  LXIII<  Cahier,  p.p.  1  et  22  (d'Ooagne,  Laisant); 
Intermediaire  dee  Math,,  1899,  p.p.  20  et  22  (Espanet,  Dupotcq) ;  Amnake  dele 
8oe.  Seient,  de  BruxeUee,  X.  XXIII,  p.  26  (Neuberg). 
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ui   minimam.    Dans   Ie  oas  d'une  ellipse  ou  d'une  hyperbole, 
Ie  centre  et  les  axes  seront  designés  par  E,  EX»  ET. 

1.     Les  coordonnées  de  E  vérifient  les  equations 
S  X{x  cos  a  +  y  sin  a  — />)  cos  a  =  O , 
2  X{x  cos  a  +  y  sin  a  —  j>)  sin  a  =  O ; 
de  celles-ci  on  tire 


x  = 


2  Xp  cos  a,  2  A cosasin a 
2  Ap  sin  a,  2  A  sin^  a 


2  A  cos^  a       ,  2  A  sin  a  cosa 
2  Asinacosa,  2A  sin*  a 


Les   deux   determinants  proyiennent  de  la  multiplication  du 
système 

A|  cos  «1    A^  cos  02  •  •  •  A»  cos  a» 

A|  sin  a|    Aj  sin  Oj  •  •  •  A»  sin  o» 
respectivement  par  les  systèmes 


Pi        Pt 

...!>• 

COSOi    cos  02    .    .    .    cos  o» 

sin  €4  sin  o,  ...  sin  a» 

> 

sin  0|  sin  02  •  •  •  sin  o« 

de  sorte  que 

z 

ArOOSflri    A«0OSa« 

Ar  sin  ory  X,  sin  a« 

X 

Pr     ,     P* 

sin  Or,  sin  o« 

x 

Ar  008  ar,    A 
Ar  sin  Or,    A 

f  COS 

s  sin 

0, 
Os 

X 

cos  Or,    COSO« 

sin  Or,  sin  ot 

y 

ra    étant    une    combinaison    binaire    quelconque    des   nombres 
1 1  2 ,  •  •  •  n* 

Par  suite,  si  Xr,  j   tfr*  représeutent  les  coordonnées  du  point 
d'intersection  D„  des  droites  Dr,  D«,  on  a 

2  ArA,  sin»  (Dr ,  D,)  y 


2ArA,sina(Dr,  D,)a?r* 


^(2) 


2ArA,sin2p,,  D,)     '    "^  2  ArA,  sin»  (Dr ,  D,) 

Ainsi,   Ie   centre  de  F  est  Ie  centre  de  gravité  des  points  D 
pour  les  masses  XrK  sin"^  {Dr ,  D«)  >). 


')  Noas  employons  rezpression  de  cantre  de  grrvité  (barycentre)  de  masseB 
pofittvee  ou  negatives  pour  designer  ie  centre  de  forces  parallèles  et  proportion- 
nelles  de  ces  masses,  Ie  sens  de  ces  forces  changeant  avec  Ie  signe  des  masses. 

Les  formules  (2),  si  ra  =  3  et  Xi  =  Xg  .=  X,,  montrent  que  Ie  point  de 
Lemoine  d'un  triangle  ABC  a  pour  coordonnées  barycentriques  a^,  ^,  e*. 

13 
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Si  les  droites  D, ,  D, ,  .  .  .  D,-  (»  <  n)  étaient  parallèles ,  on 
les  remplacerait,  dans  les  formules  (2),  par  une  parallèle  &  D^ 
affectée  du  poids  A|  +  A^  +  •  •  •  +  ^i  ®^  passant  par  Ie  bary- 
centre  des  poids  A,  ,  X^ ,  •  •  .  A»  places  aux  points  de  rencontre 
de  D|,  D2,  .  •  .  D»,  avec  une  transyersale  quelconque. 

2.     Développons  Téquation  (1).    En  posant 

A  =  2  A  cos^  a,     BsSAcosasinay     G:=2A  sin*  a , 

D=  2  A;?  cos  a,    E  =  SAjpsina,  P  =  SAp*-i«, 

noua  aurons 

Aar»  +  2Bay-f  Cy»  — 2Dic-2Ey+F  =  0    •    .     (3) 

Le  binóme  caractéristique  est 

2  A  cos^  a        ,  2  A  cos  a  sin  a 
2  A  sina  cos  a,  2  A  sin^  a 

Buivant  qu'il  est  positif,  négatif  ou  nul,  la  conique  F  est  une 
ellipse,  une  hyperbole  on  une  parabole. 

Lorsque  n  =  8 ,  on  peut  considérer  A, ,  A, ,  A3  comme  les 
coordonnées  barycentriques  d'un  point  L  par  rapport  au  triangle 
D1D2D3,  et  réquation  AC  —  B^  =  O  représente  la  circonférence 
circonscrite  k  ce  triangle.  Done,  si  L  est  sur  cette  circonférence, 
F  est  une  parabole;  s'il  est  intérieur  ou  extérieur,  F  est 
respectifement  une  ellipse  on  une  hyperbole. 

Pour  avoir  un  système  de  deux  droites  sécantes,  le  discri- 
minant de  réquation  (3)  doit  être  nul ;  cette  condition  se  ramene  k 

«  S  A,  X,  sin»  (Dr ,  D.)  H-  S  XrAA< 


AC  —  B»  = 


=  SA,X,ein»(Dr,  D.); 


cos  Of    cos  a#    COS  at 
sin  ar   sin  o»   sin  at 

Pr  Ps  Pt 


=  0. 


Si  A  =  C,  B  =  0,  F  devient  une  circonférence ;  ces  égalités 
sont  faciles  k  interpreter  sous  la  forme 

2  A  COS  2a  =  O,       2  A  sin  2a  =  O (4) 

En  effet ,  par  l'origine  O  des  coordonnées  menons  des  perpendi- 


^)    Ce  determinant  est  égal  k  Taire  du  triangle  DrD«D/,  di^iaée  par  le    rayon 
du  cerole  circonscrit. 
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culaires  ')  aux  droites  D ,  puis  oonstruisons  les  symétriques 
Qi,  Qj,  .  .  .  Q«,  par  rapport  &  cee  perpeudiculaires ,  d'un  point 
quelconque  Q  de  Taxe  des  abscisses ;  les  coordonnées  de  Qr  étant 
OQ  cos  2ar ,  OQ  sin  2ar ,  les  égalités  (4)  expriment  que  O  doit 
étre  le  barycentre  des  points  Q, ,  Qa» .  . .  Q»  chargés  des  masses 

I  >  ^ »  •  •  •  ^i»* 

Si  A  =  0,  B=0,  C  =  0  rse  reduit  k  une  droite;  on  peut 
remplacer  ces  égalités  par  A  —  C  =  0,  B  =  0,  A+C==0, 
ou  par 

S  X  cos  2o  =  0 ,     S  A  sin  2a  =  0 ,     S  X  =  0. 

On  en  conclut  que  les  masses  attachées  aux  points  Qi,  Q,, . . .  Q» 
définis  ci-dessus  sent  en  équilibre. 

Enfin,  on  obtient  pour  F  une  hyperbole  équilatère  lorsque 
A+C  =  0,  ou  SA  =  0. 

3«  Si  nons  plagons  lorigine  des  coordonnées  en  E,  on  a 
D  =  0,  E  =  0;  done 

2A})OO0a  =  O,     2Xp8ina=:0 (5 

Or  PfCOBQry  pr  Bin  Or  sout  los  coordonnécs  de  la  projection 
de  Torigine  sur  Dr;  par  suite ,  si  nous  appelons  avec  M.  d'Ocagne, 
barycentre  podaire  d'un  point  M  par  rapport  aux  droites  D  et 
aux  poids  A,  le  barycentre  M'  de  ces  poids  attaches  aux  pro- 
jections de  M  sur  les  droites  D,  les  equations  (5)  expriment 
que  K  ctnncide  avec  aan  barycentre  podaire. 

Cependant,  lorsque  2  A  =  0 ,  le  barycentre  podaire  d'un  point 
quelconque  M  du  plan  est  k  Pinfini  dans  une  direction  déter- 
minée,  et  des  forces  parallèles,  proportionnelles  &  A, ,  A2, .  .  •  A» 
et  appliquées  en   M, ,   M, ,  .  .  .  M»  se  réduisent  è,  un  couple. 

II  y  a  exception  pour  une  certaine  position  de  M;  alors  les 
forces  se  font  équilibre  et  le  barycentre  podaire  est  indéter- 
niiné.  Ce  point  est  le  centre  de  l'hyperbole  équilatère  repre- 
sentee par  réquation  (3). 

4.  Pour  détermiüer  géométriquement  le  point  E ,  nous  allons 
étudier  la  correspondence  qui  existe  entre  un  point  quelconque 
M  et  son  barycentre  podaire  M'.  L'hypothèse  de  2  A  =  O  est 
exdue. 


')    Il  reviendmit  au  même  de  mener  des  parallèlet  aux  droites  D. 

13» 
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Nottfi  nous  appuyons  sur  Ie  lemme  suiyant: 

Si  Q  est  Ie  bary centre  des  points  A,  B,  ...  F,  O  portani 
les  masses  a,  b^  .  .  .  fy  g^  un  déplacement  redUigne  OG'  de 
la  masse  g  imprime  au  barycentre  du  système  un  déplacement 
QQ'  parallèle  h  GG'  et  égal  h  jr .  GG'  :  (a  +  6  -h  ,  .  .^g). 
Carsi  R  est  Ie  barycentre  des  masses  a  ,&,.../,  les  points 
Q,  Q'  divisent  les  droites  RG,  RG'  dans  Ie  méme  rapport 
i^  2(0+6  +  .  .  .+/). 

On  peut  énoncer  autrement  oe  lemmé.  Prenons  sur  QQ'  un 
segment  QGj  =  GG' ;  alors 

Q,Q!'.Q!G,=g:{a  +  b+.  .  .+/). 

Done  l'effet  du  déplacement  GG'  de  Ia  masse  g  est  Ie  mème 
que  si,  après  avoir  réuni  les  masses  a,  fr,  .  .  .  /,  ^  au  bary- 
centre Q,  on  imprimait  &  j|r  un  déplacement  QGj  =  GG'.  Plus 
généralement,  si  les  diffirentes  masses  iprouvent  les  déplacements 
AA',  BB',  .  .  .  QQ',  on  trouve  Ie  déplacemetU  correspondant 
de  leur  barycentre  en  réunissant  ces  masses  en  leur  barycentre 
primüif  (^  et  en  leur  imprimant  ensuite  des  déplacements 
QAj ,  QB, ,  .  .  .  QGj  équipollents  aux  premiers. 

Cela  posé,  considérons  deux  points  quelconques  S,  M  du 
plan;  soient  Sr  et  Mr  leurs  projections  sur  Dr,  S'  et  M'  leurs 
barycentres  podaires.  Pour  passer  de  S'  è,  M',  on  peut  mener 
par  8'  des  droites  8'P, ,  S'Pj,  .  .  .  S'P«  équipollentes  è  S,M, , 
82M2,  .  .  .  S«M»;  alors  M'  sera  Ie  barycentre  des  points  P  pour 
les  poids  A. 

Cette  construction  montre  que,  si  M  parcourt  une  droite 
8V,  M'  dócrit  également  une  droite  8V';  de  plus,  les  ponc- 
tuelles  engendrécs  par  M  et  M'  sont  semblables..  Par  con- 
séquent, un  point  quelconque  M  du  plan  et  son  barycentre 
podaire  UT  se  correspondent  dans  deux  figures  affines  ^,  ^' 
ayant  K  pour  point  double. 

La  construction  précédente  se  simplifie  si  Pon  fait  coïncider 
8  et  8'  avec  K:  Le  barycentre  podaire  d'un  point  M  par  rap- 
port aux  droites  D  coincide  avec  le.  barycentre  podaire  de  M^ 
pour  les  mêmes  masses ,  par  rapport  h  des  parallèles  menées  par 
K  aux  droites  D. 

5.  Nous  app'lons,  avec  ^,  A^OaSipve ,  barycentre  symétrique 
d'un  point  M  par  rapport  aux  droites  D  aifectées  des  masses  A , 
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Ie  barjcentre  M'^  de  ces  masses  placées  respeciivemeDt  aux 
poiots  Bjmétriqües  de  TA  par  rapport  aux  droites  D.  H  est 
évident  que  M'^  est  Ie  symétrique  de  M  par  rapport  k  W. 

La  correspondance  (M,  M^)  ^)  est  plus  simple  que  Ia  corres- 
pondence (M ,  W).  En  effet ,  pour  passer  d'un  premier  couple 
de  points  homologues  88"  k  un  couple  quelconque  MM'% 
menons  par  8  des  parallèles  s^,  ^2}  •  •  -  ^o  ^^^  droites  D, 
prenons  les  symétriques  m^,  ^2,  .  .  .  m»  de  M  par  rapport  è, 
ces  parallèles  et  déterminons  Ie  barycentre  /i  des  points  m  pour 
les  masses  X;  lës  droites  Snii ,  87^12,  .  .  .  8^?»  étant  équipoUentes 
aux  déplacements  qu'éprouvent  les  symétriques  de  M  par 
rapport  aux  droites  ü  dans  Ie  passage  de  8  en  M,  la  droite 
S^M"  est  egale  et  parallèle  k  8/1.  Or,  lorsque  M  se  déplace, 
les  rayons  8mi ,  Snr2,  .  •  •  Sntn  sont  toujours  égaux  k  SM  et 
toument  autour  de  8  ayec  la  même  vitesse  angulajre  que  8M, 
mais  en  sens  contraire;  par  suite  les  rayons  8M,  8/li  ont  un 
rapport  constant  et  des  directions  symétriques  par  rapport  k 
une  droite  fixe.  Les  droites  8M,  S^W*  jouissant  de  la  même 
propriété ,  les  points  Jf ,  M"  se  correspondent  dans  deux  figures 
inversemeni  semblables  0,  0'^  ayant  les  mêmes  elements  doubles 
que  les  figures  0,  0'. 

6.  Ces  elements  doubles  se  déduisent  tres  simplement  de 
la  connaidsance  de  deux  couples  de  points  homologues  88'^  et 
MM''.  On  divise  les  droites  MM'',  88''  additivement  aux  points 
M"',  8"'  et  soustractiyement  aux  points  M'^,  8*^  dans  Ie  rap- 
port de  similitude  M8:M"8'';  les  droites  M'"8'",  W8'^  sont 
les  droites  doubles,  et  leur  intersection  est  Ie  point  double  de 
0,  0". 

Pour  simplifier,,  prenons  pour  M  Ie  point  8''.  Les  droites 
KM",  KR  étant  toutes  deux  symétriques  de  K8"  par  rapport 
k  la  droite  double  M'"8'",  la  droite  M"8  passé  par  K.  Les 
angles  homologues  KS8",  K8"M"  étant  égaux ,  8"K  touche  la 
circonférence  circonscrite  au  triangle  S8"M".  On  peut  aussi 
remarquer  que  M"'8"'  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  bis- 
sectrice  de  l'angle  88"M"  arrètée  k  M"8. 


1]    Le  csractère  de  cette  correspondence  a  étésignalé  par  M.  Schols.   M.  d*Ocagne 
l'a    établi  ana]jtiquemen1;nGUB  n^avons  pu  consulter  le  travail  du  géomètre  hollaiidais. 
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7.  Avant  d'examiner  les  cas  particuliers,  nous  allons  démon- 
trer  que  les  axes  de  F  sont  les  droites  doubles  des  figures  0,  4>" • 

Ces  axes  seraient  parallëles  aux  axes  coordonnés  Ox^  Oy  si 
Ton  avait  B  =  0.  Supposons  B  7^  O ;  nous  pouvons  fieiire  toumer 
les  axes  Oo?,  Oy  d'un  angle  0  tel  que  Ie  coefficient  de  xy  dans 
la  nouvelle  equation  de  F  soit  nul.     Nous  aurons  alors 

S  A  sin  2a 

2XBin2(a-0)  =  O,  d'oü  tg20=— —  .     .(6) 

2  A  cos  2a 

Prenons  sur  Fancien  axe  des  x  un  point  quelconque  Q,  et 
cherchons  les  symétriques  Qi,  Q2»  .  .  .  Q»  de  Q  par  rapport 
aux  perpendiculaires  abaissées  de  Torigine  O  sur  les  droites  D. 
Les  coordonnées  de  Qr  étant  OQcos2ar,  OQ8iD2art  celles  du 
barycentre     j     des    points    Q    pour    les    masses    A    seront 

,^-  SA  sin  2a     ^^SAcos2a     ,        ,         ,         «     .   ,. 

OQ ,  OQ r ;  la  valeur  de  tg  2^  mdique  que 

2  A  SA 

les  axes  de  F  sont  parallëles  aux  bissectrices  de  l'angle  {OQ 
et  de  son  supplément  adjacent. 

Dans  la  construction  précédente,  on  peut  remplaoer  les  per- 
pendiculaires abaissées  de  O  sur  les  droites  D  par  des  parallëles 
è  ces  droites;  mais  alors  la  correspondance  (Q,  ;),  si  Ton 
change  la  direction  de  l'axe  Ox^  devient  la  correspondance 
(M,  /a)  rencontrée  ci-dessus  (5).  Il  en  résulte  que  les  axes 
de  F  sont  les  elements  doubles  des  figures  0,  0'^ 

Les  directions  des  axes  de  F  resolvent  Ie  problème  suivant: 
6^i  Si,  S21  .  .  .  S»  déaignent  les  projections  (Tun  segment  AB 
sur  les  droites  D ,  comment  faut-il  orienter  AB  pour  que  la 
somme 

A,V-^AaV  +  .  .  .  +  A.8.^  =  iij 

soit  maximum  ou  minimum  ^)?  Soient  a  et  0  les  angles  d'un 
axe  Ox  avec  les  normales  k  la  droite  D  et  &  la  direction  AB ; 
on  a  en  supposant  A  B  =  1. 

Wi  =  SAco82(a  — 0),  -7-^  =  SA,  sin2(o  — 0); 

a0 


^)    Cette  intorpréiation    des  axes  de  V  nous  a  été  suggéréé  par  une  oorreqpon- 
dance  ayec  M.  Lemoine. 
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rangle  ^  résalte  done  de  réquation 

2  A  sin  2a 
2  X  sin  2(a  —  0)  =  O ,  OU  tg  20  =      ,    .    ^  . 

^  2X8in2a 

C^est  la  mème  égalité  qui  nous  a  servi  è.  determiner  les  direc- 
tions des  axes  de  F. 

8.  Passons  h  Tétude  des  cas  particuliers,  en  supposant  d'abord 
S  X  ^  O  et  en  rappelant  sommairement  la  solution  générale  du 
problème  qui  nous  ocoupe. 

Après  avoir  determine  directement  Ie  barycentre  symétrique 
S'^  d*uD  premier  point  S,  nous  avons  construit  (5)  lessymétri- 
qoes  tifi ,  ffi^,  .  .  .  m«  d'un  point  quelconque  M  par  rapport  aux 
paiaUëles  menées  par  8  aux  droites  D,  puis  cherché  Ie  bary- 
centre ft  des  points  m  pour  les  masses  A ;  alors  la  droite  S'^M'' 
est  équipoUente  k  S/i.  Or ,  il  peut  arriver  que  /i  coincide  avec 
S;  alors  Ie  barycentre  symétrique  de  M  coïncide  avec 
8",  et  8"  est  Ie  point  oberché  K.  De  plus,  les  axes  de  F  étant 
parallèleB  aux  bissectrices  de  Tangle  /uSM  et  de  son  supplément, 
ces  droites,  dans  Ie  cas  actuel,  sont  indéterminées.  Ainsi,  on 
pent  prendre  pour  axes  de  F  deux  droites  rectangulaires  quel- 
conqoes  menées  par  E;  done  F  est  une  drconférence ,  résultnt 
qui  A  déjit  été  trouvé  ci-dessus  (2). 

Sapposons  maintenant  /c  distinct  de  8.  Pour  determiner  Ie 
point  E  et  les  axes  EX,  EY,  nous  avons  divisé  les  droites 
MM^  et  88",  aux  points  M'^',  U'\  8"',  8'\  dans  Ie  rapport 
M8  :  M"  8";  les  droites  M'"  8"',  M^^  S^^  gont  les  lignes  cher- 
chées  EX,  ET. 

Si  les  droites  8  M,  8"  M"  sont  égales,  les  figures  0,  0"de- 
viennent  symétriquement  égales.  Les  points  M'^',  8'^'  sont  les 
milieux  des  droites  MM",  SS"  et  les  points  M^\  8^^  passent  èi 
Pinfini.  La  courbe  F  est  done  une  parabole  ayant  pour  axe 
principal  la  droite  M"'  8*"'. 

Si,  en  même  temps  que  8M  =  S^M",  les  droites  SS",  MM" 
sont  parallèles,  les  figures  0,  0"  sont  symétriques  par  rapport  è, 
la  droite  8"'M"';  chaque  point  de  cette  droite  étant  un  point 
double,  F  se  reduit  è,  deux  parallèles. 

9.  Supposons  maintenant  S  A  =  0.  M/ ,  Ma' , . . .  M«'  étant 
les  symétriques  d'un  point  quelconque  M  par  rapport  aux  droites  D, 
eherclions  Ie  barycentre  !N  des  points  M/ ,  M2', . . .  M'^^i  pour 
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les  masses  Ai ,  X2 , . . .  X»— 1.  Le  barycentre  symétrique  M'^  de  M 
par  rapport  k  D] ,  D2 , . . .  D»— 1 ,  D»  est  k  riofiDi  sur  la  direction 
KM'n,  k  moins  que  N  ne  ne  confonde  avec  M'» ;  dans  ledernier 
cas,    M'»  est  le  centre  cherché  E  de  Thyperbole  equilatère  F. 

Lorsque  M  se  déplace  dans  le  plan ,  les  points  M  et  N  se 
correspondent  dans  deux  figures  inyersement  semblables;  de  même 
M  et  M'«  se  correspondent  dans  deux  figures  symétriques.  Par 
suite,  N  et  M^  sont  des  points  homologues  de  deux  figures  di- 
rectement  semblables  ^,  xp'  ayant  pour  point  double  le  point 
cherché  K.  Pour  construire  E,  il  suffit  de  connaitre  deux  cou- 
ples de  points  homologues  de  \pf  yf/. 

La  direction  des  axes  de  F  r^sulte  de  la  methode  indiquée. 
Par  un  point  quelconque  O,  menons  des  perpendiculaires  aux 
droites  D,  et  cherchons  les  symétriques  Ai,  A^y  .  .  .  A»  d'un 
point  quelconque  A  par  rapport  k  ces  perpendiculaires;  enfin, 
soit  a  le  barycentre  des  points  Ai,  A2, .  .  .  A»-i  pour  les  masses 
Al ,  A2 ,  . .  .  Am— 1 :  les  axes  de  F  sont  parallèles  aux  bissectrices 
des  angles  des  droites  O  A,  a  A.. 

10.  Nous  allons  établir  les  formules  relatives  aux  correspon- 
dances  (Mj  M'),  (Mi  W). 

Soient  {x,  y),  {x\  y'),  {x'\  y")  les  coordonuées  d'un  point 
quelconque  M,  de  son  barycentre  podaire  M'  et  de  son  bary- 
centre symétrique  M'' ;  nous  supposons  d'abord  deux  axes  rectan- 
gulaires  quelconques  Ore,  Oy. 

La  projection  de  M  sur  D  ayant  pour  condonnées 

X  —  (a;  cos  a  +  y  sin  a  —  p)  cos  a^y  —  (x  cos  a  +y  sin  a  —  p)sin  a, 
on  trouye  facilement 

-                  2*  A  (o;  cos  a  +  y  sin  a  —  p)  cos  a 
^  =  0: ,  etc.; 

d^oü,  en  posant  comme  ci-dessus 

A  =  2  A  cos*  a ,  B  =  2  A  cos  a  sin  a,  C  =  S  A  sin*  a 
et  faisant  2  A  =  L , 
,_  Ca;  —  By  -f  2  A  ;?  cos  a       ,       -  Bx  +  Ay  +  2  A  jo  sin  a 

L  >  y  —  L 

Si   la   courbe  r  est  une  ellipse  ou  une  hyperbole  scalene, 
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OB  peut  mettre  I'origine  0  au  centre  E  et  prendre  pour  axes 
eoordosDes  les  axes  principaux  EX,  ET,  oe  qui  reduit  les 
fonniiles  précédentes  k 

Cx     -       Ay 

x^  =  -j^,y'=-f- (7) 

On   passe    done  de  M  ii  M'  en  multipliant  I'abscisse  et  I'or- 
donnée     de     M     respectiyement    par    les    nombres    constants- 

L   '    L* 

Uaffinité  (M,  H')  est  caractérisée  par  les  propriétés  que  les 
droites    doubles    sent   rectangulaires  et  que  la  somme  des  mo- 

C       A 

dules  -zzr-  J  -=—  est  ^;ale  k  lunité. 

Li         Ij» 

Soient    P ,    P'   les  projections  de  M  sur  les  axes  EX ,  EY. 
Comme  on  a 

^  y 

le  point  M'  est  situé  sur  la  droite  Q^Q.  De  plus 

Q^^      a?^       ^   C^ 
WQ~  x  —  x'         A  ' 

done  M'  diyise  la  droite  Q'Q  dans  un  rapport  constant  ^).  Si 
la  oonrbe  F  est  une  ellipse,  A  et  G  sent  de  même  signe,  et 
M'  tombe  entre  Q'  et  Q;  si  r  est  une  hyperbole,  M'  tombe 
en  dehors  du  segment  Q'Q. 

Lea  formules  de  la  correspondance  (M,  M'')  sont 

.      c^  C  — A         „       A  — C 

x"  ^2jf  —  x=:  —J—  X,  y"  =  — 17- y; 

x'^    y" 
lea  rapports  .— —  étant   égaux  et  de  signes  contraires,  on 

▼oit  fiacilement  que  ces  formules  se  rapportent  k  deux  figures 
inyersement  semblables. 

Le  rapport  de  similitude  a  pour  yaleur  absolue 


O    Ce  ESpport  Mi  égal  au  quotient  des  carrés  dee  axes  de  r. 
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KM"         C-A        C-A  C 


KM  L       ""C  +  A        ,.A' 

il    est   plus  petit  on  plus  grand  que  Tunité  suiyant  que  F  est 
une  ellipse  on  une  hyperbole. 

11.  Des  développements  qui  precedent,  on  déduit  des  con- 
sequences intéressantes  pour  la  geometrie  du  triangle. 

Supposons  done  n  =  3  et  désignons  par  A, ,  A^,  Aa  les 
sommets  du  triangle  formé  par  les  droites  D,,  D2,  D3.  La 
courbe  F  a  méme  centre  et  mèraes  directions  des  axes  que 
la  conique 

S  A  (o;  cos  a  4-  9  Bin  a  —  p)*  =  O , 
qui   correspond   k  u=  O,    Celle-ci  est  autopolaire  par  rapport 
è   Al ,    A2,    A3,  de   sorte  que  trois  couples  de  diamètres  con- 
jugués   ont   les  directions  (KA,,  AjAg),    (KA2,  AgA,),    (KA^, 
A.1A2). 

Si  l'origine  des  coordonnées  oartésiennes  coincide  avec  Ie 
centre    K  de  F,  on  a  2  A  ;?  cos  a  =  O,  2  A  p  sin  o  =  O,  d'ou 

^  .^   .«        «n  A,      sin  A2     sin  A^ 

Pi  '  P2  •  Pz  =  — i^ :  — r = — r ...     (8) 

A|  A2  As 

Les  quantités  p, ,  ^2 1  J's  sont  évidemment  les  coordonnées  nor- 
males  de  K  par  rapport  k  A,,  A2,  A,. 
Nous  examinerons  trois  cas  particuliers. 
a)    Pour   que   F  soit  une  circonférence ,  les  nombres  A  doi- 
vent   yérifier    les  equations  2Acos2a=0,  2Asin2a=0; 
d'oü  Ton  tire 

Al  :  A2  :  A3  =  sin  2  A,  :  sin  2  A2  :  sin  2  A3, 
1  1  1 

Pi  '  P2'  P^^^  T  ' T  • T"* 

cos  Al    cos  Aj    cos  A3 

Le  centre  de  F  est  done  Porthocentre  H  de  AjAaA,,  re- 
sultat  connu.  Ce  point,  d'après  ce  qu'on  a  yu,  est  le  barycentre 
symétrique  d'un  point  quelconque  du  plan.  On  a  done  ce 
théorème  élégant :  Si  aux  symétriques  d^un  point  par  rapport 
aux  cótés  d'un  triangle  AxA^A^  on  place  des  poidspropor- 
tionnels  a  sin  2  -4, ,  sin  2  A2 ,  sin  2  A^j  le  barycentre  de  ces 
poids  coïncide  constamment  avec  Vorthocentre  de  A^A^A^. 
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h)  Supposons  X|  =  Aa  =  A3 ;  Ie  centre  de  F  est  Ie  poÏDt  de 
Lemoine  E  de  AiA^A).  Le  barycentre  symétrique  de  M 
est  Ie  symétrique  de  M  par  rapport  aa  point  de  concours  des 
médianes  de  son  triangle  podaire.  Les  droités  EM,  EM'^  ont 
des  directiones  symétriques  par  rapport  k  un  axe  TSX  de  F. 

Les  barycentres  symétriques  des  sommets  Ai »  Aa ,  Ag  sont 
les  points  Ai^,  Aa'',  A3''  qui  divisent  les  hauteurs  At  Hi, 
AaHa,  AgHs  dans  le  rapport  2  :  1.  Les  triangles  AjAaAg,  Ai  "A3"A3'^ 
Bont  inversement  semblables,  et  ont  pour  cent^'e  de  simititude 
E ,  pour  droites  doubles  les  axes  EX ,  EY  de  F.  Done  E  a 
les  mêmes  coordonnées  barycentriques  ai',  &t',  c^^  dans  les 
deux  triangles;  c'est  aussi  le  barycentre  des  mémes  masses 
Oi',  Oa^,  aa^  placées  aux  points  divisant  les  droites  AiA/% 
AaAa",  A3  A3"  dans  un  même  rapport.  En  particulier,  E  est 
le  barycentre  des  pieds  Hi,  Ha,  H3  des  hauteurs,  pour  les 
masses  Oi'^  a^',  03^;  ce  théorème  est  Aéjk  connu. 

Si  Ton  place  M  au  centre  O  du  cercle  A^A^A^^  M^  se 
confond  avec  le  milieu  0'^  de  GH ;  done  un  axe  de  F  est  la 
bissectrice  de  l'angle  OEO'^. 

Si  Ion  projette  un  segment  de  longueur  donnée  sur  les  cótés 
d'une  triangle  ABC,  la  somme  des  carrés  de  ses  projections 
passe  pas  un  maximum  ou  par  un  minimum  lorsque  le  segment 
est  parallèle  k  un  axe  de  F. 

c)  Considérons  encore  le  cas  de  Ai  :  Aa :  A3  =  Oi'  :  Oa*  :  ^3^- 
D'après  les  formules  (8),  le  centre  de  F  se  confond  avec  le 
point  de  concours  G  des  médianes  de  A1A2A3,  et  comme  les 
cótés  sont  parallèles  aux  diamètres  conjugués  k  GA,,  GA^,  GA,, 
parmi  les  ellipses  comprises  dans  l'équation 

2  (ar  cos  a  +  y  Bin  a  —  p)^  sin  ■  A  =  t* 

se  trouvent  les  deux  ellipses  inscrite  et  circonscrite  kA|AaA,, 
ayant   pour   centre    G;    les   valeurs  correspondantes  de  u  sont 

r— 2  ,  -— -,  8   et   R  désignant  Taire  des  triangles  A,A2A3  et 
2  ü         ü 

le  rayon  dn  cercle  circonscrit. 

Le  barycentre  podaire  de  H  pour  les  masses  a^^,  a^^  a^^ 
étant  le  point  de  Lemoine  E ,  son  barycentre  symétrique  est  Ie 
symétrique  H'^  de  H  par  rapport  k  E;  done  un  axe  de  Tel- 
lipse  de  Steiner  est  la  bissectrice  de  l'angle  HGH'^ 


B8a,  07,  efi. 


NOTE  SUR  LE  MOUVEMENT  DE  ROULEMENT  DTN  CORPS  PESANT 
DE  REVOLUTION  SUR  LE  PLAN  HORIZONTAL 


PAR 


Dr.  D.  J.  korteweg. 


M.  Appell,  ayant  pris  coniiaissaiice  de  mon  article, 
p.  130 — 155,  sur  la  theorie  du  mouvement  de  rouIemeDt, 
vient  de  mMnformer  qu'il  a  reconnu  lui  aussi  Terreur  de 
M.  Lindelof  reproduite  dans  son  Traite  au  §  452  (yoir  la 
note  (2)  de  mou  article). 

Dë8  l'année  dernière  il  l'a  corrigée  dans  tons  les  exemplaires 
restant  en  magazin,  les  pages  347,  348,  349,  350  ont  été 
modifiées  et  un  numero  452^"  ajouté.  De  plus  il  a  fait  au 
mois  de  Décembre  1898  une  note  dans  Ie  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France  relative  k  cette  question  et  en  co 
moment  même  il  publie,  dans  la  collection  „Scientia"  (Carré 
et  Naud,  éditeurs)  un  petit  volume  y,sur  les  mouvements  de 
roulement"  qui  parattra  en  Septembre  1899  au  plus  tard. 

Dans  la  nouvelle  version  du  §  452,  qu'il  a  eu  Tobligeance 
de  me  faire  parvenir  et  qu'il  s'empressera  d'envoyer  aux  per- 
sonnes  qui  la  désirent»  M.  Appell  s'est  borné  k  déduire  les 
equations  du  mouvement  dans  Ie  cas  du  cerceau.  Alors  Ie 
corps  pesant  est  une  circonférence  homogene  de  rayon  B  et 
les  equations  auxquelles  il  arrive ,  sont,  en  effet,  comme  il  est 
facile  de  Ie  verifier,  conformes  au  système  des  formules  (16), 
(17)  et  (18)  de  mon  article,  obtenues  par  une  methode  différente. 

Bentheim,  18  Juillet  1899. 


R  8  e  g. 


ON  tL  CASE  OP  SMALL  OSCILLATIONS  OF  A  SYSTEM  ABOUT  A 
POSITION  OP  EQUILIBRIUM. 

Anstver  to  prize-question  No.  6  for  the  year  1898 

BT 

A.  G.  KERKHOVEN— WYTHOPP. 


A  heavy  homogeneous  hemisphere  is  resting  in  equilibrium 
on  a  perfectly  rough  horizontal  plane  with  its  spherical  sur- 
£Bice  downwards.  A  second  heavy  homogeneous  hemisphere  is 
resting  in  the  same  way  on  the  perfectly  rough  plane  face  of 
the  first,  the  point  of  contact  being  in  the  centre  of  that  circle. 
The  equilibrium  being  slightly  disturbed  it  is  required  to 
find  the  small  oscillations  of  the  system. 

§  1.  Deduction  of  the  equations  of  motion.  If  both  bodies 
were  free,  their  motion  would  be  determined  by  12  quantities, 
6  for  each  body.  As  the  surfaces  are  all  perfectly  rough  there 
is  no  sliding  at  the  points  of  contact  and  we  have  for  both 
bodies  the  condition  that  at  the  point  of  contact  the  two  sur- 
faces have  the  same  velocity.  This  gives  us  for  each  body 
three  equations  between  the  fluxions  of  the  co-ordinates,  in 
all  six  equations:  the  system  has  12  —  6  =  6  degrees  of  free- 
dom. The  six  equations  cannot  be  integrated  for  finite  motions, 
we  cannot  in  general  make  use  of  them  to  reduce  the  number 
of  independent  variables  to  that  of  the  degrees  of  freedom  of 
the  system  and  then,  the  kinetic  and  potential  energy  having 
been  expressed  in  these  six  independent  variables,  use  the 
method  of  Letgrange.  That  this  cannot  be  done  follows  from 
the  way  in  which  the  equations  of  Lagrange  are  deduced. 
[Routh,  Elementary  Rigid  Dynamics,    Ch.  YIII  §  396:    The 


206 

independent  variables  in  terms  of  which  the  motion  is  to  be 
fonnd  may  be  any  we  please,  with  this  restriction,  that  the 
coordinates  of  every  particle  of  the  body  conld,  if  required, 
be  expressed  in  terms  of  them  by  means  of  equations  which 
do  not  contain  any  differential  coe£Bcients  with  regard  to  the 
time.]  In  this  case  however ,  where  the  motion  of  the  system 
consists  of  small  oscillations,  the  six  equations,  which  express 
the  conditions  of  rolling,  can  be  integrated  and  may  be  used 
to  reduce  the  number  of  independent  variables  to  six,  the 
number  of  the  degrees  of  freedom  of  the  system. 

We  now  express  the  kinetic  and  the  potential  energy  in 
these  six  independent  variables  and  we  may  then  write  down 
the  equations  of  Lagrange. 

I  had  not  at  first  paid  attention  to  the  fact  that  this  way 
of  solving  the  problem  of  finding  the  motion  of  rocking  bodies 
is  not  a  general  method,  that  it  may  be  used  only  for  small 
motions.  That  such  is  the  case  is  fully  demonstrated  by  prof. 
Korteweg  in  this  number. 

We  take  as  axes  of  reference : 

firstly :    a   rectangular    set  of  axes,  Z^  .  XYZ ,  through  the 
centre  of  gravity,  Z^»  of  the  upper  hemisphere  and 
fixed  in  this  body, 
secondly:  a  rectangular  set  of  axes,  Z|  .  S  HZ,  through  the 
centre  of  gravity ,  Z, ,  of  the  lower  hemisphere  and 
fixed  in  that  body,  and 
thirdly :  a   rectangular   set   of  axes ,  R  .  LMN ,  through  the 
point   of  contact,  R,  of  the  lower  hemisphere  with 
the  horizontal  plane,  in  the  position  of  equilibrium 
and  fixed  in  space. 
In    the   position  of  equilibrium  the  axes  ZjZ,    Z,Z  and  BN 
are    vertical   and  therefore  coinciding;  the  axes  Z^X  and  Z,S 
are   parallel   to   RL,  an  arbitrary  line  in  the  horizontal  plane 
and   in    the   same    way   the   axes   Z^T   and  Z|H  are  püraliel 
to  RM,  the  line  at  right  angles  to  RL  and  RN. 

Throughout  the  motion  we  have  for  these  different  sets  of 
axes  the  following  transformation  formulae: 

K=^  a+  a^X  +  aj/  +  a^Z^ 
5  =  7+7i«+Tay  +  782^) 
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m=  6  -t-*i5  +  6ji|  +  6,J, 

n  =  c  +  Ci5  +  C211  +  C3C, 
The  last  may  be  written: 
Z  =  a  +  «ia  +  «a0  +  «57  +  (a^a,  +  «aft  +  OsYt)  ^  + 

m  =  6  +  6,0  +  *aP  +  *37  +  (*ifli  +  *20i  +  ^sTi)  ^  + 

+  (ftioa  +  *202  +  *3T2)  y  +  (*i«3  +  63^3  +  i»73)  «» 

+  (c,aa  +  c^j  +  CjyJ  y  +  (0,03  +  CJ^3  +  c,73)  «. 

The  24  quantities  a ,  6 ,  c ,  a, ,  6, ,  c, ,  a^ ,  6^ ,  c^,  O3,  63,  c,, 

«»  01  7i  «i>  3i>  7i»  «2»  02»  72?  "3ï  03»  78  ^^^  ^^^  co-ordi- 
nates by  which  the  position  of  the  system  is  determined.  They 
are  not  independent,  for,  as  the  axes  of  both  sets  remain  at 
right  angles ,  we  have  the  following  relations  between  the  quan- 
tities a,,  oj,  03,  0,,  02>  03»  7i>  72  ^^^  73' 

V  +  °2*  +  «3*=l. 
ft*  +  02^  +  ft'=l, 

71^  +  72^+73^=1. 
«ift  +  aa0a  +  «303  =  O> 
«i7i  +«272  +  0373  =  0» 

ft7i +0272+0373=0, 

from  which  we  deduce: 


(1) 


7i 


72 


73 


=  1. 


«203  —   «302         «301    —   «103         «102  —  «201 

Corresponding  relations  exist  between  the  quantities  a,,  a^,  a^j 
^1)  ^2  9  ^3  1  ^1  ^  ^^^  ^3)  ^^^^  these  too  are  written  down 
under   (1)   we   have    12  relations  between  the  24  co-ordinates. 

The  quantities  a,,  b^^  c,,  a,,  ^2  ^^^  73  ^'®  equal  to  unity 
for  the  position  of  equilibrium;  they  differ  from  unity  by  a 
small  quantity  of  the  second  order  when  the  system  is  per- 
forming small  oscillations. 
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The  quaQtitiöS  a,  o^,  o,.  0,  ft,  0,,  y^,  y^,  a,  o^,  a,, 
^)  ^19  h»  ^1  ^^^  ^  '^'^  small  quantities  of  the  first  order  when 
the  system  is  osoillatiag,  they  are  zero  for  the  position  of 
equilibrium. 

For  the  position  of  equilibrium  we  have :  c  =  B|  ^  I| , 
7  =  B^  +  ^  —  ^2ih  bail's  ^^0  distance  of  the  centre  of  gra- 
vity of  the  lower  hemisphere  from  its  plane  fiice ,  Ri  its  radius, 
l^  and  B^  the  corresponding  lengths  relating  to  the  upper 
hemisphere. 

Let  x^y  ^21  2^2,  Cjf  V2y  ^  ^  ^^®  co-ordinates  of  the  point  of 
contact  of  the  upper  hemisphere  with  the  plane  bioe  of  the 
lower.  We  remark  that  the  centre  of  the  upper  hemisphere 
has  the  same  (  and  q  as  this  point  of  contact,  and  that  Zt  ^ 
known,  being  equal  to  a  constant  quantity ,  {,.  We  haye  for 
the  centre  x  ss  o^  y  =  o,  z^l^. 

Substituting  we  get: 

€j,  =  o  +  Cj^a  =  a  -h  a,  «a  -f  a^^  +  afy , 

from  which  follows: 

«a  =  (^  -  7  —  TaÜTi  • 
ya  =  (^  —  r  —  7»Ü7a  t 
H  =  k  +  ih—ll—  78^73- 
As  the  point   of  contact  is  a  point  of  the  spherical  surfiftce 

of  the  upper  hemisphere,  we  have: 

or 

(',  -  7  -  y,^J»  (7.'  +  7,*  +  7s')  -  R»*  . 
or  finally 

^1— 7  — 73^=  — Ra (^^ 

which  relation  may  also  be  deduced  by  substituting  in 
5  =:  -y  -f  Y,a;  +  y^y  +  73^  the  co-ordinates  of  the  centre  of  the 
upper  hemisphere :    2  =  R2  +  f|,a?  =  0,y=KÜ,  ar  =  l|.     Substi- 
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tuting  Z,  —  7  —  73/2  =  —  Ra   in  the  co-ordinates  of  the  point 
of  contact ,  we  have : 

y-i  =  —  Baya 

We  have  for  the  lower  hemisphere : 

c  +  C3i,=R, (3) 

by  substitution  in  n  =  c  +  CiK  +  c^n  +  cJ^  of  the  co-ordinates  of 
its  centre :  £  =  0,  i|  =  0,  K=^hi  n  =  R,. 

We  have  for  the  co-ordinates  of  the  point  of  contact  of  the 
lower  hemiphere  with  the  horizontal  plane: 

S,  =s  —  RiC,  , 
m  —  —  II1C2 , 

The  conditions  that  the  point  of  contact  of  the  upper  hemi- 
sphere be  at  rest  relatively  to  the  lower  hemisphere  or  to  the 
set  of  axes  L,SHZ  are : 

a  +  a,a?2  +  ajf2  +  03^2  =  0  , 

/i  +  0i^4-^2y2+AJ3^2  =  O, 

r+r,a?2  +  r2y2  + 73^2  =  0, 

or: 

a  --  a,R27,  —  cr2R272  +  «3(^2  -  ^^273)  =  ^ ,     .     .     (4) 

/3-ftR27l-/32R272+^^3('2-K^73)  =  0,       .       .       (6) 

y  —  7il^7t  —  72^272  +  73(^2  -  1^273)  =  0.      .     .     (6) 
The  last  equation  may  be  written : 

7  —  ^2(7171  +  7272  +  7373)  +  ^273  =  0, 

or 

7  +  ^273  =  0. 

It  is  the  equation  Z,  —  y  —  y^l^  =  —  R2  differentiated. 
The  conditions    that  the  point  of  contact  (£, ,  i|, ,  ^,)  be  at 
rest  relatively  to  the  axes  fixed  in  space  are : 

14 
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a  -  a,R,c,  —  a.fiyc^  +  a^x  —  ^1^3)  =  0  , .    .      .     (7) 
6  -  b,K,c,  -  6,R,c,  4-  Ul,  -  R,f,)  =  0 , .    .     .     (8) 
c  —  r,R,c,  —  CgRiOj  +  c,(i,  —  RyC^  =  0.  .    .     •     (^) 
We  have  from  (4)  and  (5)  as  a  first  approximation : 
a  =  aaCRj  —  l^  » 

0=/Ï3(R2-i2), 

which  equations  may  be  integrated  to 

a  =  «,(R,-7^, (10) 

/3=0,(R,-g, (11) 

if  we  make  the  initial  values  of  a,  03  and  ^^  equal  to  zero, 
which  however  is  not  a  necessary  condition;  we  may  in  every 
case  use  this  mode  of  solution.  If  the  initial  values  are  not 
zero  the  right-hand  side  of  the  equations  (16)  and  (18)  is  not 
zero,  for  to  U  has  then  to  be  added  c,  and  &3,  both  multiplied 
by  a  constant  small  quantity  of  the  first  order.  For  the  rest 
everything  remains  the  same,  the  solution  is  of  the  same  kind. 
Wo  now  write  in  the  same  way 

a  =  a,(R,-/,) (12) 

6  =  63(R,-/,) (13) 

It  is  not  necessary  to  make  the  initial  values  of  a,  a,,  h 
and  ^3  equal  to  zero  as  these  values  do  not  even  enter  into 
the  equations  of  motion. 

The  fact '  that  the  equations  which  represent  the  conditions 
of  rolling  can  be  integrated ,  enables  us  to  deduce  the  equations 
of  motion  by  the  method  of  Lagrange  from  the  potential  and 
kinetic  energy  expressed  in  six  independent  variables  with  the 
aid  of  those  equations.  If  the  equations  (4)  and  (5)  cannot  be 
integrated  it  is  impossible  to  express  the  potential  energy  in 
the  same  six  independent  variables  as  the  kinetic  energy  so 
that  there  is  no  question  of  applying  Lagrange's  method.  If 
the  equations  (4)  and  (5)  can  and  the  equations  (7)  and  (8) 
cannot  be  integrated  it  is  possible  to  express  the  potential  and 
the  kinetic  energy  in  the  same  six  independent  variables,  but 
these  functions  so  expressed  cannot  serve  to  deduce  the  equations 
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of  motion.  If  the  oscillations  of  the  system  be  finite  there  is 
certainly  one  of  the  equations  (4) ,  (5) ,  (7)  and  (8)  that  cannot 
be  integrated,  therefore  our  method  may  be  used  for  small 
oscillations  only. 

The  equations  (1)  give  as  a  first  approximation: 

7i  +«3  =  0,  c^  +a^  =  0, 

72  +  38  =  0,  and  c.^-\-b^  =  0, 

«1  =  j3a  =  73  =  1-  Oi  —  62  =  <^  =  1- 

and  as  a  second  approximation: 

o,=l-4(o2^+a,^),  ^  =  l-m^  +  M.  73  =  l-4(7.*  +  7A 

We  are  now  able  to  express  our  24  original  co-ordinates  in 
the  following  six:  02,  jSa,  jiy  (hj  h  and  (;, ;  thus: 

a  =  r,(^  — B2),  «  =c,(ï,  — R,), 

ai  =  1  -  i(«2'  +  7i")»  a.  =  1  -  {{a^^  +  r,«), 

«2  =  ^^2  »  0^2  =  0^2 

«3  =  —  7i »  Ö3  =  —  <^l  J 

^=:/33(R2-y,  ft    =&3(R,-M, 

0,  =  — 02,  4,  =r  — a^ 

0,=  l-i(o2^  +  03»),  ft2=l-K«2'  +  V), 

ft  =  /33  63=^3. 

7=R2+^-yi-K7i'+03^)l,    o  =  R,-/,{l  -.i(^,2+ 632)1 

71  =71  ^1    =  ^1 

72  =  — ^3»  ^2=~*3 

^3  =  1  -  J(y,^  +  ^3^).  C3  =  1  -  i(^,^  +  ia»). 

In  substituting  the  differential  coefficients  with  regard  to  the 
time  in  the  expression  for  the  kinetic  energy,  we  may  in  '/, 
m  and  n  omit  all  terms  of  the  second  order  as  T  consists  of 
terms  of  the  second  degree  in  /,  m  and  n.  In  the  expression 
for  the  potential  energy  on  the  contrary  the  co-ordinates  w 
should  be  second  approximations. 

14* 


212 

If  /L(i    be   a   particle  of  the  lower  and  /1.2  one  of  the  upper 
hemisphere,  we  have: 

or,  omitting  constant  quantities  and  small  quantities  of  an  order 
higher  than  the  2»*: 

U  =  iM,flf/,(r,»  + V)  +  ^29[i(h  -  R2)  (^,"  +  h^)  +  i/2(y,* -h  ft»)  4- 

+  &3ft(/2-R2)  +  c.7.(/2-R.)], 
or,  finally  : 

H=63»(,3^R,M,  -  t\R.M,)-  jM,liAft+  i%fi,^^2^i  +  c/Vi^R,M,- 
9 

We   now    proceed   to   find  the  kinetic  energy,  expressed  in 
the  same  six  independent  variables  as  the  potential  energy. 
We  have  for  a  particle  of  the  upper  hemisphere: 

1  =  d+a+  ^37  +  (ffa  +  a2)y  +  («3  +  «a^j 
m=h  +  ii  +  ky^  (6,  +pi)x+(b^  +  /3,>, 

w  =  (^i  +  7i)^  +  ('-2  +  72)y> 

or: 

/  =  -  c,(R,  +  R,  -  g  -  ;,(R,  -  g  +  (ia  +  a,)  y  -  (^1  +  7,K 

m=  63(Rl  +  R2-/2)-ft(B2-/2)-KH-<^2)^+(*3+ft)-, 

w  =      (c,  +  V,)  a?  —  (63  +  /33)y. 

We  find  for  the  upper  hemisphere: 

+  IK  +  «2)'  +  (*3  +  ti^ri  S/u.y^  +  K^i  +  7.)'  +  (*3  +  ft)M  2^a^, 
and  for  the  lower  hemisphere : 

S  ^,(P  +  m«  +  n»)  =  M,  K»(R,  -  l,)^  +  V(R,  -  l^y]  + 
or,  for  the  whole  system: 
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2T  =  «a»  I  (M,R,=«  +  MjR,»)  -H  J  «aaaMaRa»  +  «2»  j  MsRj»  + 
+*3T:13  R.'M,  +  MJ  i8R,»+ 5R,  R,+  R,»{]  +  2«,^MaRa(UR^+  2li,)+ 
+  /ia*  i8  M,K,»  +  c.»  [y  R,«M,  +  MJ 13  Rj»  +  i  R,R,  +  R,«j]  + 
+  2c,y,lf,R,(g  R,  +  IS  R,)  +  7.»  iS  M,R,«. 

In  rcduciog  the  expressions  for  U  and  T  use  has  been  made 
of  the  formulae: 

S/j,5*  =  iM,R,«,  S/usa;»  =  iMjR2», 

S  ;i„»  =  i  M.R.» ,  S  /u^y»  =  i  M,R,« , 

S /i,C»  ==  ,'A  M,R,«,  S  iu,e»  =  ,'j%  M,R,«. 

63   and  c,    occur  in   the   same   way  in  both  T  and  U,  so  do 
(Ï9  and  7,. 

The  equations  of  motion  are: 

~  {aa(M,R.»  +  M,R,«)  +  «,M,R,*j  =  0,  .    .    .    (14) 

|{a,  +  ;,}=0. (15) 

[iS  R,«M,+M,  |R,»+|  R,R,+ig  R,»n«3+M,R,(iR,+i«Ra)A{3+ 

+  (?(|R,M, -^R,M,)&3-i^f  M2Rj/33  =  0,    .    (16) 

(|Bi  +  HR2>Ï3  +  4aM3-  U*»  +  S^33  =  0,  .    (17) 

[i5  R,*M,+M»  {R,»+ i  R,R,+i3  R,»në,+M,Ra(t  R,+i8  R,)y3+ 

+  j^(^R,M,-|R,M3)c, -irSM3R2/33  =  0.    .    (18) 
and 

§  2.  Integration  of  the  equations  of  motion,  a,  and  02  do 
not  occur  in  U.  This  indicates  the  existence  of  other  positions 
of  equilibrium  than  the  particular  position  which  wc  have  taken 
as  our  initial  position.  The  equilibrium  is  not  disturbed  if 
one  of  the  hemispheres  or  both  be  turned  through  an  arbi- 
trary angle  about  their  axis  of  revolution. 
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The  solution  of  the  equations  (14)  and  (15)  is: 


"a  —  {92)0 


+fêl 


If  (-^j  aodf-pj    be    infinitely  small,   it  is  only  alter 


an 


infinite  time  that  the  terms 


t    cease    to    be 


infinitely    small,     (a^^   and   (02)0  m^^y  be  supposed  to  be  zero. 

a,  =  0  and  o.^  =  0  means  no  relative  angular  velocity  about 
the   common   normal   at   the  point  of  contact,  or  no  spinmng. 

To  prove  this  algebraically  we  calculate  the  moment  of  mo- 
mentum of  the  upper  hemisphere  about  the  common  normal  at 
the  point  of  contact ,  which  normal  is  parallel  to  the  axis  of  Z. 
This  moment  of  momentum  is 

^fh  {(5  -  K2)  Oi  -  1)2)  -in-  ^2)  (t-  «2)1. 
q,   and    ti   aro  zero  and   the  only  term  which  is  not  a  small 
quantity  of  the  second  order  is  —  oj  SjU2(^  +  y'),  which  term 
is  zero  for  02  =  0. 

The    equations   (16)   and    (17)   form    one  sot  of  differential 
equations  and  the  equations  (18)  and  (19)  another. 
To  solve  the  system  (16)  an  (17)  we  put: 

6,  =  M  sin  (pt  -\-  k) , 

^3  =  N  sin  (pt  +  k), 

and    thus   find  for  the  determination  of  p  the  following  deter- 
minantal  equation: 


Hi  R,»M,  + 
+  M2(R,^+jR,R,+iiR2»)j;,«. 
-ir(iR,M,-5R2M2) 


{i^i-^ii^)p'  +  i9 


=  0, 


ii^Y-^9 
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which  is  equal   to: 

+  i  R,It,  +  a  R^^l  M^]p^  +  g^  U\  R,M,  -  i  R^M^j  =  0. 

The    roots    p^    of  this  equations  are  real.  (Routh,    Advanced 
Rigid  Dynamics,  p.  36). 
They  are  positive  for 

AR,M,  >SR,M2 
or 

9R,M,  >40RaM2 

which  is  the  only  condition  for  the  stability  of  the  system  as 
the  set  of  equations  (18)  and  (19)  gives  us  the  same  equation 
for  the  determination  o{  p^. 

If  the  two  hemispheres  be  of  the  same  material  or  have  the 
same  density  this  condition  becomes: 

R,  >*R^  1^360. 

If  the  two  hemispheres  be  of  the  same  dimensions,  but  the 
density  of  the  lower  hemisphere  be  k  times  (hat  of  the  upper 
one  ,  we  find : 

A:>4i. 
The  equation  in  p^  can  be  written : 

Ri^Ei  [0.4225  M,  +  0,259375  Ma]?*  ~  //[0.24375  R,(R,  V  Ra)*!,  + 
+  {0.375  R,2+ 1.25  R,Ra  + 0.65  Ri2|jfjy2^ 

+  g'^  J0.140625  R,M,  -  0.625  RaM^j  =  0. 

The  complete  solution  of  the  differential  equations  (16)  and 
(17)  is,  if  Pi*  and  p-^  be  the  roots  of  the  equation  m.p^: 

63  =  M,  sin  {pxt  +  A^i)  +  M2  sin  (pa^  +  ^2)  y 

^3  =  N,  sin  {pxt -\- h^) -\'  Na  sin  (pa^  +  ^i). 

M  M 

The  ratios  r~  and  — ^  are  equal  to  the  ratios  of  the  consti- 

N,  Na  ^ 

tucnts   of  the   same   row   in    the  determinantal  equation  if  in 
those  constituents  for  p^  be  substitued  p,^  or  pa^,  thus: 

M,  :  N,  =  \{\  R,  +  \^  Ra)p,»  "^igl'U^  R2P1'  -  i9\ 
and 

Ma  :  Na=  Kf  R,  +  i«  R2)P2'  +  t  <7l  :  \ki  R^ft'  -  I9I 


216 

Potting  N,  =/iiM,  and  N2  =  AaW2,  we  may  write: 
63  =  M|  sin  (pit  +  *•,)  4-  Ma  sin  {p2t  +  i'a) , 
03  =  A,M,  sin  (pit  +  ky)  +  A2M2  sin  {p^t  +  h). 

The  solution  of  the  differential  equations  (18)  and  (19)  is  : 
c,  =  M3  sin  {p^t  -f  ia)  +  M4  sin  (pa^  +  k^), 
7,  =  AjMa  sin  (p,^  +  k^)  +  ^4^4  sin  (|?2*  +  *^4)- 

In  these  formulae  pi,  p^^  hy  and  Aa  have  everywhere  the 
same  value ,  which  is  for  Aj  and  h^  a  function  of  jp,  and  p^. 
M, ,  Ma,  M3,  M4,  A;, ,  A^a»  ^s  ^^^  K  ^^^^  constant  values  which 
are  functions  of  the  initial  conditions.  M, ,  Ma ,  ky  and  Ara  are 
the  same  functions  of  (63)0,  (63)0,  03)0  and  (^3)0  as  M3,  M4, 
Ar3  and  ^-4  are  of  ((;,)o,  (c,)o,  (yOo  and  (7,)o. 

As  an  example  let  us  suppose  that  the  system  be  put  in  motion 
by  a  blow ,  we  have :  (63)0  =  (^3)0  =  (Ci)o  =  (rOo  =  0 »  and  Ar,  = 
—  «a  —"■  ^3  -~—  ^4  ^^  *'• 

Prom         (63)0  =  ;>,M,  COB  Cp,Oo  +  P2Ma  cos  (paOo, 

083)0  =  PiA|M,  cos  (jp,Oo  +  P2A2Ma  cos (pjOo, 


or: 


follows : 


and 


(*3)o=i>iM,  +i>aMa, 
(03\=l^iAiM,+PaA2Ma, 


'        Pi         K  —  *i 


JMa  =  —   7 1 . 

P2        /«a  —  "I 

We  also  find: 

1^   ^  J_  *a(^i)o  —  (yi)o 

and 

1   (71)0  — Ai(ci)o 


M4  = 


jPa       Aj  —  Aj 
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§  3.  Further  examination  of  the  motion.  It  is  easy  to 
determine  the  trace  of  the  lower  hemisphere  on  the  fixed  ho- 
rizontal plane. 

We  find  for  that  trace  by  substituting  in  I  and  m  the  co- 
ordinates of  the  point  of  contact : 

Z,  =  —  c,Ri , 

trti  =       63R1 , 
or: 

i,  =  —  R,  {M3  sin  Ipyt  +  fcj)  +  M4  sin  (p^t  +  k^)], 

m,  =       R,  {M,  sin  (jp,^  +  A,)  +  Mj  sin  {p2t  +  ArJ J. 

We  find  for  the  trace  of  the  upper  hemisphere  on  tho  plane 
face  of  the  lower  hemisphere: 

^=  —  y,R2  =  —  Rj  {AiMg  sin (pyt  +  k^)  +  h^^^Bin(p.;^t  +  k^)\ , 
Ha  =      /SaRa  =       R,  JA,M,  sin  (p,t  +  i,)  +  h^M^sm (p^t  +  A-^)}. 

Those  two  curves  are  not  closed  in  general,  they  are  har- 
monic curves,  both  having  two  principal  oscillations  of  the 
same  period. 

We  have  for  the  trace  on  the  curved  surface  of  the  lower 
hemisphere : 

Ill  =  m, 
and  for  the  trace  on  the  upper  hemisphere : 

^2  =  S2 » 

y2  =  »?2* 

That  point  of  one  of  the  hemispheres ,  which  is  the  point  of 
contact  in  the  position  of  equilibrium ,  always  remains  in  the 
same  normal  on  the  plane  on  which  the  surface  is  rolling.  To 
prove  this  let  us  calculate  S  and  i|  for  this  point  of  the  upper 
hemisphere ,  by  substituting  x  =  0,  y=0,  ^  =  /2--R2.  This 
gives : 

g=a  +  ci3(/2-R2)  =  0, 
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The  distance  of  the  point  from  the  plane  is  a  small  quantity 
of  the  second  order,  for: 


or: 


?  -  i,  =  (1  -  73)Ka  =  i(r.^  +  ft')Ri. 


§  4.  More  than  two  hemispheres.  We  now  place  a  third 
hemisphere  on  the  second,  in  the  same  way  as  this  second 
hemisphere  has  been  placed  on  the  first.  We  use  a  fourth 
rectangular  set  of  co-ordinates,  Z3  .  UVW ,  through  Z^  the  centre 
of  gravity  of  the  third  hemisphere.  The  axes  of  this  set  are 
in  the  position  of  equilibrium  parallel  to  the  corresponding  axes 
of  the  other  sets.  We  have  for  a  point  (m  ,  f? ,  m?)  of  this  third 
hemisphere : 

X  =  A  +  A,u  +  Ajf?  +  Ajir, 

y  =  B4-B,u  +  B2t?+B3ir, 

^  =  C  +  CiM  +  CaP  +  CaW, 

£  =  a  +  a,(A  +  A,M  +  A2r  +  A3tt7)  +  Oa(B  +  B,M-fB2r  +  B3«')4- 

n  =  0-f-/3,(A  +  A,ti  +  A^r  +  A3M?)  +  0a(B  +  B,M  +  B2t»  +  B,v)+ 

+  03(C+C,ii  +  C2r  +  C3M^), 

2^  =  7  4- 7,(A  +  A,ti -t-A2r  + A3U7)  +  72(B  +  B,u  +  B2P -hB3l^)  + 
+73(C+C,tt^- C^r+Caf^), 

^  — a4-öia+^i2i3+<'37  +  («i«i  +  «2^1+ «371  )A+((ï,  02+02^3+0372)8+ 
+(a,a3+«2ft+»373)C+kaiai+Ö23,+a3y,)A,+(a,a3+aj32+flr3y2)B,+ 

+(«103  +flr233 +«373>  C,  J  M  +  {(a,a,  +  aSx  +  «371 )  A2+(flr,aa+a2ft+ 
+  ^372)  B2  +  («I  «3  +  02/33  +  0^373)  C2}  «?  +  { (a,a,  +  Oa/Si  +  ajy,)  A3  + 

+  {*h^i  +  O202  +  «372)  B3  +  (^^lOs  +  Ö2/33  +  O373)  Cj}  tt7, 
with  similar  expressions  for  m  and  n. 

Differentiated  they  give  as  a  first  approximation: 

Z  =  i  +  a  +  ffjy  4-  A  +  (rï3  +  03)  C  +  (A2  +  a'a  +  ^2)  «^  + 
+  (A3+'a8+'a3)«? 
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or 

/=  a3(Ki  +  «2  +  R3  -  ^)  +  a3(B2  +  K3  — ?3)  +  A3(R:,  -  I,)  , 
+  (flTa  +  «2  +  Aa)  p  +  ((I3  +  03  +  A3)  i€ 
and  also: 

m  =  63  (R,  +  Ea+  E3  ^  h)  +  ^3(E2  +  R3-^3)+  B3{R3-/3)  + 

«1  =  ( ^i  +  71  +  C,)  u  +  (c^  +  72  +  C3)  t;. 

We   find  for  the  n  of  the  centre  of  gravity  of  tho  third  he- 
misphere : 

c  +  qa  4-  62/3  +  <?37  +  (^i«i  +  ^1  +  ^371)  ^  + 
+  (c,02  +  C^  +  C372)  B  +  (C,03  +  Ca03  +  C373)  C , 

or,  omitting  terms  of  the  third  order: 

C  +  Cja  +  Cj^  +  C37  +  (C,  +  7,)  A^  +  (^2  +  72)8  +  (<^l«34-  ^2^3+  ^373)C» 

or,  finally,  omitting  constant  terms: 

—  '•«TiCR»  +  R3  -  '») -  *»03(Ri  +  R,  -  y  -  (c,+7.) C,(R,-/3)- 
-  (6,  +  p,)  B,  (R,  -  /,)  +  i  /,  (C»  +  B,») , 

if  we  take  into  consideration,  that  between  the  A's,  B's  and 
C's  and  their  differential  coefficients  similar  relations  exist  as 
between  the  a's,  6*8  and  their  differential  coefficients  and 
between  the  a's,  /3's  and  y's  and  their  differential  coefficients. 

A^,  B3  and  Ci  are  the  three  new  independent  variables, 
our  system  has  nine  independent  variables ,  as  it  ought  to  have 
and  we  can  use  the  same  method  we  have  used  for  two  hemispheres. 

We  have  for  the  whole  system: 

U  =  the  value  calculated  for  a  system  consisting  of  two 
hemispheres  4-  ^^g  multiplied  by  the  value  just  found  for  the 
n  of  the  centre  of  gravity  of  the  third  hemisphere. 

It  is  a  function  consisting  of  terms  which  contain  separately : 
^3*,  03',  B3^  c,^  7,^  C,^  63/33,  hB,,  ^.B^,  r,^,,  c,C,  and  7,0,. 
Terms  containing  02,  02  or  Aj  do  not  occur.  As  was  the  case 
for  two  hemispheres,  b^  and  Cj  and  also  /Ss  and  7,  occur  in  the 
same  way  in  Ü,  so   do  B3  and  Cf    None  of  the  products  of 
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one  of  the  co-ordinates  b^ ,  02  or  Bj  and  one  of  the  co-ordinates 
f,,  7,  or  C,  occurs. 

To  the  expression  for  2T  is  added  for  the  third  hemisphere: 

MnCCör'a»  +  V)(R,  +  R2  +  R3  -  /af  +  W  +  p3'){^2  +  R3  -  hf  + 
+  2(^3 A3  +  i3B3)(R,  +  Ra  +  R3  -  h)(R2  -  /a)  +  2(^3 A3  +  li,}i,)x 

+   {(«2  +  «2  +  A,)^  +  (^  +  ^^  +  C^)^}  2  ^3pa  +  1(^3  +  Ó3  +  A3)2  + 

+  {h  +  ii,  +  h,fl:s^,u^. 

The  co-ordinates  have  been  so  chosen,  that  the  symmetry 
is  greatest,  for  deriving  the  equations  of  motion  we  have  to 
substitute  the  variables  a.^,  o.^,  A^,  b^,  /j,,  B3,  c, ,  yi  and  U|. 

We  shall  not  write  down  the  equations  of  motion,  but  we 
shall  determine  their  nature. 

We  have  in  the  first  place  a  set  of  diiferential  equations , 
homogeneous  and  linear  in  a^,  02  and  A^  and  which  do  not 
contain  any  other  co-ordinates. 

The  solution  is: 


t. 

We  further  have  two  other  sets  of  differential  equations. 
The  first  set  contains  the  co-ordinates  63 ,  /Sg  and  B3  and  their 
second  differential  coefficients,  the  second  set  the  co-ordinates 
C| ,  7i  and  C,  and  their  second  differential  coefficients  In  the 
two    sets    the   corresponding    terms  have  the  same  coefficients. 

The  solution  is: 
A3  ==  M,  sin  (pi^  -+-  A-,)  -f  M2  sin  (p2<  +  ^2^  -r  M3  sin  {p^t  -f-  k^) 

/Sg  =  M, A,  sin  (/?, t  +  ki)-\-  112^2  "Q  CP2^  +  h)  +  M3ft3 sin  (pa^  +  A3) 

B3  =  11,^4  sin  (Pi  ^  +  At,)  +  M2*5  sin  (pa^  +  A2)  +  M3A0  wo  (pa^  +  h) 
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r,  =  M^  aia  (p^t  +  k^)  +  M5  sin  (p^t  +  k^^)  +  M^  sin  (p^t  +  Are) 

7,  =  M4A,  sin  ip^t  +  A-J  +  M5A2  sin  ip^t  +  A5)  +  Mg/zj  sin  (p^t  -f  A-J 

C,  =  M4A4  sin  {p^t  +  A-4)  +  MgAg  sin (pa^  +  ^5)  +  ^6*6 sin {p^t  +  k^) 

p^  j  P2  And  P3  are  the  roots  of  a  cubic  which  always  has  real 
roots,  the  conditions  that  the  roots  be  positive  constitute  the 
conditions  for  the  stability  of  the  equilibrium.  We  may  now 
expect  to  find  more  than  one  condition. 

The  h's  are  functions  of  p, ,  p^  and  ^3. 

The  M's  and  k^a  are  determined  from  the  initial  conditions 
and  Ar, ,  A-,,  A-3,  M, ,  M^  and  M3  are  the  same  functions  of  (63)0, 
(^\^   (83)0,  (^3)0,  (/33)o»  and  (133)0  as  A-^,  A-,,  A-g,  M4,  M5  and 

Mg  are  of  (c^\,  (yOo,  (COo,  (^,)o»  (71)0  and  (C,V 
The  motion  has  now  three  principal  oscillations. 
The  different  traces  are  all  curves  of  three  periods,  the  same 

for  all   the   traces.     Here  also  the  system  does  not  in  general 

return  to  its  initial  position. 

We  shall  now  place  a  fourth  hemisphere  on  the  third  and 
we  shall  for  the  salce  of  symmetry  take  other  letters  to  desig- 
nate the  direction  cosines  of  the  axes  and  the  position  of  the  origin. 

We  shall  corite  a\  ai\  ...  c^^  for  has  been  called  in  the  above  a,  a, ...  c^ 

»  9  »     ^  »  ^1    ?  •  •  •  ^3      »       »        »  »        n     n         »      <*)  «1  •••  73 

/«in  /«  ni  ^  III  AAP 

and  the  corresponding  co  ordinates  for  the  fourth  hemisphere 
will  be  a'^  0,^^,  ....  Cg^^. 

Between  these  quantities  there  exist  similar  relations  as 
between  the  other  a's. 

Let  R  .XYZ  be  the  set  of  axes  fixed  in  space,  Z,  .  X'Y^Z' 
the  set  which  is  fixed  in  the  first  hemisphere  and  so  on,  we  then 
find  for  a  point  of  the  fourth  hemisphere : 

+ir3'^(R4-y+y'^(ii,«+i.;'+i,"'+i.;^)+^'^'K 

y=*3'(K,+R,+  R3  +  R4-W3"(R2+Ii3+R-^4)+^3'"(R3+R4~y^- 

+63-^(R4-g+a?'^(6,'+^"+fc,'"+ftr)+^'^(6^ 
i=  x'\c,*  +  c,"  +  c/"  +'cr)  +  y'^(V  +'^2"  +  c^'"  +  ^2'')- 
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We  may  expect  to  find  for  a  point  of  the  n"*  hemisphere: 

i=a,'(R,-|-R^....+R,-Z.)4-a3"(B.,+  ...R.-g+ff3"'(R3---  R»-M-t- 

+ -|-V(R.  — /.)  +  y»2fl2«-l-2"Sa3S 

,;=6,'(R,-|-R24- . .R.-Z.)-|-V(R2-'-  •  •  R.-i.)+6V"(B3+- •R'-H-l- 

+  . . .  +  63"  (Rn  —  In)  -f  rc"  S  6, «  -h  2;»  2  63»  , 

r=  1  «  =  I 

Kz=n  c  =  II 

«= I  c= 1 

As   to    the   z   of  the  centre  of  gravity,  it  is  for  the  fourth 
hemisphere : 

{c,\^'  +  CzV  )  (Ra  +■  R3  +  R4  -  h)  + 

(c/a3«"  +  c,"a3'"  +(^;63"'  +  ^,"i3"')  X  (R3  -^  R4  -  h)  + 

-h  K^i'  +  ^1"  +  <')  «3'^  +  W  +  ^2"  +  C3"')  63'^  (R4  -  '4)  - 

-4(^/HO(I^  +  R3  +  R4-«4)-i(^t"'+0(R3+R4-?4)~ 

-  i  (c,*"' + c,n  X  (R4  -  ?4) + 4  h  (cr + r^n- 

and  for  the  fifth: 

(^.•«3"  +  ^2'*3")  (R2  +  R3  +  R4   +  R5  -  h)  +  1(^1*  +  ^,")  «'"  -f 

+ (^2' + 0," + ^^3'")  63'^  J  (R4 +R,  -  g + {(^,'+^i"+^,'"+c.>3^'+ 
+W+e;'+c.;«'+c.;>3^l(R,-/,)-i(c/'+c.;o 
- i (^1"' + ^"0(R3  -\- R4+R5-'5)  -  i (^/"^+(5,'"')(R4+R5  - W  ~ 

-  i  {cr + ^2'"')  (R5  -  g + i  (,( ^/" + o. 

We  have  again  chosen  those  co-ordinates  that  give  the 
greatest  regularity  to  the  expression ;  for  the  deduction  of  the 
differential  equations  U  and  T  should  be  expressed  in  the 
a./s,  63's  and  f,'s  only. 

We  can  discuss  for  four  and  for  five  hemispheres  the  nature 
of  the  solution. 
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We  liave  in  the  first  place: 

ö^a' =  (c'2»)o  +  («a«W, 

of  the  other  co-ordinates  the  63*8  form  one  set  and  the  Ci's  an 
other. 

The  motion  has  four  principal  oscillations  if  the  system  con- 
sist of  four  hemispheres  and  five  if  it  consist  of  five  hemispheres. 
It  is  to  be  expected  that  also  for  more  than  five  hemispheres 
the    number    of  principal   oscillations   is  equal   to   that  of  the 
hemispheres. 

There  is  no  reason  why  we  should  limit  the  application  of 
this  method  to  hemispheres.  We  may  substitute  for  them  seg- 
ments of  spheres  and  it  is  not  necessary  that  each  segment  be 
the  same  part  of  the  corresponding  sphere.  In  this  case  also 
we  expect  to  find  the  number  of  principal  oscillations  equal  to 
that  of  the  segments. 

§  5.  Two  half  ellipsoids  of  revolution.  We  shall  now  sub- 
stitute for  the  two  hemispheres  two  half  ellipsoids  of  revo- 
lution. 

The  equation  of  the  upper  one  is: 

^^  +  y^  .  (z  -  g^  _  - 

Zj    signifying   the   distance   of  the  centre   of  gravity  from  the 
plane  face. 

The  co-ordinates  oTj,  y^  and  z^  of  the  point  of  contact  and  y 
are  determined  by: 

VL2  ^  ?2y2  ^  "3(^2  -  k)  _  0 ,20) 

^_^M^    .    ^3(^2-^2)  ^0 (21) 

^1  =  7  +  7i^  +  r#2  +  73^2 (22) 


and 


^"+fc--^=. (^3, 
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From  (20)  and  (21)  we  find : 

^2=-^  .  ^'(^■a-y  and  y  =  ^  .  ^^,{z.,-h\ 

Substitution  of  these  values  in  (23)  gives . 


P'A7i'  +  72')  +  73V 
or 

We  may  write  for  the  equation  (22) : 

'i  —  7  —  73^  =  7i^i  +  72y2  +  73(^2  —  W« 
If  in  this  equation  we  substitute : 

73     ?a' 


and 


it  becomes; 


73     ?a' 


^,  -  7  -  7,^  =  -  —  J  ;>»»  +  (?2'  -  i'a»)73l- 

In  the  foregoing  wo  hare  made  use  of: 
73=l-i(7.»4-7a*). 

—  =  l+4(7.»  +  7/). 

73 

The    conditions   that    the    point   of  contact  has  no  velocity 
relatively  to  the  axes  Z^SHZ  are : 
•        •  •  • 

a  +  «1^2  +  «2y2  +  «3^2  =  0  , 

7  +  71^2  +  72y2 + '73^2  =  Ö- 
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The  fint  two  give  as  a  first  appoximation : 

/3  =^3(3,-^2). 

Eyerything  goes  here  as  in  the  case  of  two  hemispheres »  it 
is  unnecessary  to  complete  the  solution.  What  has  been  said 
about  the  principal  periods  in  the  case  of  hemispheres  may 
be  repeated  here,  we  may  also  place  a  third  an  a  fourth 
ellipsoid  on  the  foregoing  and  it  is  not  necessary  that  we  take 
half  ellipsoids,  for  the  plane  upper  &ce  may  be  taken  an 
arbitrary  section  normal  to  te  axis  of  revolution. 

If  instead  of  segments  of  ellipsoids  of  revolution  we  had  taken 
two  segments  of  arbritary  ellipsoids  the  products  a^c, ,  0,71  etc. 
would  have  entered  into  the  function  T ,  if  we  had  not  taken 
the  corresponding  axes  parallel  to  each  other  in  the  initial  state 
and  allowed  no  spinning.  The  consequence  would  have  been 
that  the  6  differential  equations  did  not  form  three  different 
sets  and  that  we  should  find  6  principal  oscillations. 
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FORMELN  FÜR   DIE  KKIMMUNO  EINE8  SYSTEMS  V<)N  EitENEN 

CURVEN  IN  KRUMHLINIOEK  COÖRDINATEN.  ERWEITERCNG 

DER  ERHALTENEN  RESÜLTATE  AlF  DEN  RADH 


D».  A.  D.  VAN  DEE  HABST. 


Ist  die  GleichuDg  einer  ebenen  Carre  in  rechtwinkligen  oder 
im  Allgemeinen  in  krammlinigen  Coördinaten  gegeben ,  se»  be- 
trachtet  man  in  den  meisten  FftUen  die  Rechnangsgrösaeo  als 
Functionen  einer  unabhangig  veranderlichen  Coordinate.  Man 
kann  aber  auch  die  gegebene  Curve  als  zugehörige  Car?e 
eines  Systems  betrachten ,  also  beide  Coördinaten  als  unabhangig 
Veranderliche  annehmen  und  erhftlt  auf  diese  Weise  yiel  aym- 
metrischere  Formeln.  Wir  wollen  diese  Methode  auf  die  Krüni- 
mung  ebener  Curven  an  wenden,  und  gehen  dabei  Ton  der 
Formel 

1       da       ,        l       db 
n       dx'  R       dy 

aus,  WO  mit  R  der  Krümmungsradius ,  mit  (op,  y)  der  betracbtefe 
Punkt  der  Curve  und  mit  a  und  b  die  Richtungscoeflicienten 
der  Normale  (d.  h.  der  Cosinus  und  Sinus  des  Winkels,  wel- 
chen  diese  mit  der  Axe  OX  bildet)  bezeichnet  sind.  Bei 
dieser  Differentation  ist  vorausgesetzt,  dass  der  Fnukt  auf  der 
Curve  bleibt;  betrachtet  man  also  die  gegebene  Curve  als 
Teil  des  Systems 

F(xyj  =  C, 
so  genügen  dx  und  dy  der  Gleichung 

öF  ,        öF  ^        ^        ,      dy  a 

T-dx+^-dy=zO,    oder  -f-  = --. 

dx  dy  dx  b 
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Folglich  ist 


1       da      da      ha    dy      ha  a     ha    • 

B,      dit      hx      htf    dx      hx  6     dy  ' 

ha        h6 
nnd ,  da  a*  -f  i'  =  1,  also  0^-4-6:^  =  0  ist,   ao  ergiebt  sich 

djr        df 

1       ha     hb 

R  =  h.+  h, (^) 

Besonders  sei  erwahnt,  dass  man  tui  a  und  b  nur  Aosdrücke 
Bubstituiren  kann,  welche  fur  das  System  gelten.  Betraobtet 
man  £•  B.  den  Ereis  «^  +  ^  =  r*  ala  Teil  des  Systems  ar*  +  y*  =  C, 

8o   sehe   man  in  a  =  —  und  6  =  —  die  r  nicht  als  Constante 
r  r 

an  ;    betrachtet   man    aber  re*  +  y*  =  r*  als  Teil  des  Systems 

y2         r* 
rrH =  C,  so  ist  r  wirklich  eine  Constante, 

9  9 

Es  handelt  sich  nun  darum ,  den  Ausdrnck  v~  +  v-  auf  be- 

dx      dy 

liebige  krummlinige  Coördinaten  zu  transformiren.  Wir  nen- 
nen  diese  Coördinaten  pi  und  p^  und  führen  fur  alle  folgenden 
Entwickelungen  die  Abkürzungen 

è«  dy  _  öa?  dy 

dpy  ópi  öpa  Cp2 

*i'*  +  yi*  =  *iii    «1^2  +  y,y2  =  *i2 »    a?2*  +  y2*  =  *ïi2, 
ein.     Es  gelten  nun  die  Gleichungen: 
^  dp, 


+  0^2 


^■•1 


dpi  upo 

und    entsprechende  für  ~-  und  ^;  folglicb  giebt  Auflösung: 

^^m^         dp j   _  IW^        Öp2  ^   P^      ^  _  Ül»  /gx 

da;         A   '  dy         A  '  dar         A    '  dy         A   '  ' 

15* 
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vo  M  durch  A  uad  ihre  Minoren  durch     "    '*  dargestellt 

I  *a  y»  1  •••ai*''» 

sind.    Aas  diesen  Formeln  ergiebt  sioh 


Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (2)  der  Reihe  nooh  erst 
init  x,  and  yi ,  and  dann  mit  x^  und  y, ,  and  addirt  die  Pro- 
dukte,  80  erhiUt  man 

und  entsprechende  Gleichungen  fur  y-   und  —-. 

Die  Determinante  dieses  Systems  ist  A^;  nennt  man  ihre 
Minoren  M,, ,  M,2  =  M2i  und  JA^^  so  erpebt  sich  durch  Aüf- 
lösung 

èJ='iï''''  +  'Z^'^'     0^7       Ai"  ""^^A^'^'     '^^^ 

und  entsprechende  Gleichungen  für  -^  und  ^,     folglich    fiir 
die  Lamé'schen  Functionen  A,  und  h^ 

v=è)v(ir-^.v.fe)%tr=^.(., 

da      d& 
Oer  Aasdruck  c*  +  n-  l^sst  sich  nun  wie  folet  transformiren: 
dx      djf 


te"*"dy~d»U,Pè»/'^èyUPöy/~  A.P    *    "^     dx  è«U,P/' 


WO 


„      l//dP\»  ,   /dP\»        „       d»P      d»P 
und  2  die  Summe  von  je  zwei  Gliedern  bezeichnet. 
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Nach  Formeln  (6)  aber  ist,  wenn  man  zar  Abkürzung 

1    /        dP  èP\  1    /       èF  èP\ 


setzt, 

dF  }^z  d^ 

da?  opi  df>2 

also  gelten ,  wenn  man  diese  Gleichungeo  der  Reihe  nach  mit 

èP  èP  è   /    1    \  d    /    1    \ 

r—   und  T— ,   oder  mit  --  I — =7)  und  v"     — ï^I    multiplicirt 

und  die  I^odukte  addirt,  die  Gleiehungen 

èP  öP 

mittels  Differentiation  und  Anwendung  der  Formeln  (4)  erhlUt 
man 

1 


A2P:       ^ 


d  d  1 

Op,  Cp2  J 


und  also 


Diese  Pormel,  welche  Tom  Zeichen  des  A  unabhüngig  ist, 
erh&lt  eine  einfaohere  Porm ,  wenn  man  die  Winkel  vi  und  v^ 
einfuhrt,  welche  die  Normale  der  gegebenen  Curre  resp.  mit 
deren    der    p,-    und    ps-Curren    bildet.     Sieht    man    n&mlich 

^  :  *,,  yi  :  A,    und    7^ :  h^^  ^  :  h^  (wo  \  und  h^  posüiv  sind) 

als  Richtungscoefficienten  dieser  Normalen  an,  so  ist: 

'^r^  èP    öp, 

-^  dx    S"  U,  Ua 
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also  — :^  =  ft,  A  cos  V,,  — —  =  AjA  cos  Vj  ,  oder  da  nach  Por- 
AjF  A|F 

meln  (6)  A,  A  =  A:2  und  h^A  =±  A:,  ist  (A  ist  positiv  gewahit  and 
ebenso  sind  k^  and  k^  die  positiven  Quadratwurzeln  ?on  k^^ 
und  k^): 

AÜ,        ,  AU,       . 

— —  =  Ar»  cos  V,     — ~  =-•  A,  cos  Vn* 
A,F         ^  *      A,F         ^  * 

Die  Grossen  A;,  und  A-g  lassen  sich  aus  der  Figur  leicht  be- 
rechnen;  k^dp^  und  k2dp2  n&mlich  sind  die  unendlich  kleinen 
Bogenelemente   der   /o,  und  p^  Curren,   deren  Richtungen  fur 

wachsende  p^  und  pa  duroh  jj-  ^  und  p  p   dargesteUt  wer- 

den.  Auch  A  hat  eine  geometrische  Bedeutung,  ist  naxnËch 
der  Inhalt  des  aus  A;,  und  k^  (in  die  ebengenannten  Richtungen) 
construirten  Parallelogramms,  also  A  =  AtjA:,  ^^^  <i  wenn  €  den 
eingeschlossenen  Winkel  (oder  dessen  Supplement)  bezeichnet. 
Deshalb  erhalt  man  aus  (7)  : 

Zur  Berechnung  yon  cosvi  und  cosv,  wollen  wir  noch  be- 
merken ,  dass  die  Tangente  der  gegebenen  Curve  sich  stets  durch 
Parallelogrammconstruction  aus  k^dp^  und  k^dp^  bestimmen  lasst; 
hieraus  ergiebt  sich  durch  Drehung  um  einen  rechten  Winkel 
sofort  eine  solche  Construction  fur  die  Normale,  In  Bezug  auf 
das  Zeichen  des  Cosinus  aber  muss  noch  bestimmt  werden , 
welche    Ton    zwei  Richtungen  in  den  Normalen  der  pi  und  p2 

Curven  durch  ^-  :  A,  u.  s.  w.  dargesteUt  werden.  Eine  genaue 
dx 

Betracfatung  lehrt  1^.  dass  diese  Richtungen ,  senkrecht  auf  die 
eine  Curve ,  mit  dem  Bogenelemente  der  anderen  einen  spitzen 
Winkel  bilden ,  2^.  dass  das  Seiten?erhaltniss  im  Parallelogramm 
der  Normalen  demjenigen  im  ersten  Par.  entgegengesetzi  ^  also 

A-arfpa  .    ,    öF     ,    èF    . 

gleich  -  r— ^  =  +  Ara  V-  :  *i  N—  wt- 
k^dp^  öp,         O/oa 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  die  Systeme  von  Curven 
senkrecht  auf  einander  stehen,  und  die  gegebene  Curve  eiiiem 
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dieser  Systeme  z.  B.  p^  angehört,    hat  man  €  =  v,  =90*^  und 
Va  =  O®  also  : 


1 
E 


d*. 


(9) 


1 

wie  auch  direct  aos  der  Figur  erBichtlioh  ist. 

Die  Formel  (8)  ist  anwendbar  in  den  Fallen ,  wo  die  Gleichung 
der  Carve  ihrer  Entstehungsart  entspricht  oder  durch  die  Wahl 
der  Coördinaten  eine  einfache  Form  erhftlt.  Wir  wollen  hierron 
eioige  fieispiele  anführen* 


Kg.  1. 

I.  Ellipse.  Als  Coördinaten  nehmen  wir  die  Brennstrahlen, 
also  als  Gleichung  der  Curve  :  /o,  -f  ^  =?  2ci ,  zugehörige  Curve 
des  Systems  p,  +  p.^  =:  C.  Sei  P  (siehe  fig.  1)  der  betrachtete 
Punkt ,  PR  das  Bogenelement  der  /oj'Curve  bei  wachsendetH  p, ; 
im  rechtwinkligen  Dreieck  PQR  ist  nun: 


PR=: 


PQ         dp. 


sin  e 


sin  c 


(Z0,P02  =  €)  also  i,  = 


sine 


Ebenso :  K  ^= 


1 


sm  i 


èF         öF 
Da  Ara  r—  :  fri  r—  =  1    ist   (die  positiven 
dp,         dpa 

Richtungen    der    Tangenten    und    Normalen  sind  in  der  Figur 

angedeutet  worden)  halbirt  die  Normale  ^  0,P02,  daher  erh&lt 

man  parh  Formel  (8): 


R^^'^^dpi 


/cos  \t\        d      /cos  i  €\1 
\  sin  e  '      d/oa   ^  Bin  c  / J' 
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Hierin  ist  c  eine  Function  tod  />,  und  f^^  namlich,  wenn 
man  OiOj  durch  2c  bezeichnet ,  isi;  4c^  =  p,*  -|-  p^*  —  2p^p^  cos  c , 
folglich  erhalt  man  durch  Ausführung  der  Differentiation: 

also  die  Eigenschaft :  Die  Erümmung  der  Ellipse  ist  gleich  dem 
arithmetischen  Mittel  der  Beitrage ,  welche  jeder  der  Brenn- 
strahlkreise  in  die  Richtung  der  Normale  liefert 

Da  die  Halbirungslinie  von  Z  OiPO,  d.  h.  die  Lange  N  der 

Normale  von  P  bis  zum  grossen  Axe  gleich  cos  ^  €  ist, 

Ri  +  fh 
hat   man  auch   R  =  N  :  cos'  ^  c ,   welche  Formal  die  bekannte 

Construction  des  Erümmungscentrums  giebt. 

Für  die  Hyperbel  erhalt  man : 

^  /sin  i  c\       ^  /sin  j  c\1  _  (/oi  -■  Pa)  «n  i  c  ^ 
dpi  \  sin  c  /      d/02  ^  ^in  c  'j  ^P\P2 


5  =  """ 


sin^c, 


also    dieselbe   Eigenschaft   und   Construction;    ebenso    für    die 
Parabel  als  Grenzfall. 

II.  Der  Kegehchnitt  im  Allgemeinen.  Der  Eegelschnitt  stellt 
sich  als  Ort  eines  Punlctes  P  (fig.  2)  dar,  dessen  Abst&nde 
(PB  und  PQ)  zu  einem  festen  Punkt  B  und  einer  festen  Gerade 
ein  constantes  Yerh&lltnis  e  haben.  Entsprechend  dieser  Ent- 
stehungsart  nehmen  wir  als  Oleichung  der  Curve  p2  —  epi=^  O, 
also   p2  —  ep,  =  C    als   G-leichung   des   Systems,   wo   e  eine 

Constante  ist.   Hatten  wir  —  =  ^   als   Oleichung   der  Curve, 

Pi 

also  —  =s  C  als  Gleichung  des  Systems  angesehen ,   so  ware  e 

Pi 
keine  Constante.    Die  Rechnung  giebt  in  beiden  Fallen: 

^=d«:exBQ», 

WO  d  der  constante  Abstand  BD  des  Brennpunkts  zur  Directrix 
bezeichnet.    BQ  nun  steht  in  einfacher  Beziehung  zur  Normale 


N,  gemeasen  Ton  P  bis  zum  Schnittpunkt  A  mit  der  grossen 
Axe;  BQ  und  N  namlich  sind  homologe  Seiten  in  den  ahnlichen 
Dreiecken  ABP  und  BPQ  ;  fulglich  ist  N  =  e;  x  BQ  und  da 
ZAPB  =  ZBQP  =  ZDBQ, 

R  =  Nx??'  =  N:co82ZAPB, 

i.  b.  die  schon  erw&hnte  Construction  ist  allgemein  guitig  für 
alle  Eegelschnitte. 


Fig.  2. 

III.  EUipse,  Wir  denken  uns  die  Ellipse  als  Ort  eines 
festen  Punktes  P  auf  einer  Geraden  XY  (fig.  3),  welche  sich 
mit  den  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels 
XOY  bewegt;  entsprechend  dieser  Entstehungsart  betrachten 
wir  die  Abschnitte  OX  und  OY  als  Coördinaten;  also  wird 
die  Gleichung  der  Curve:  /oi^  +  /t)2*  =  (» +  *)*,  woPY  =  a 
und  PX  =  i  die  halben  Axen  der  Ellipse  darstellen.  Wir 
sehen:  /t>i'4-/>2^  =  C  als  Gleichung  des  Systems  an  und  setzen 
dabei  voraus,  dass  der  Punkt  P  die  nun  verdnderlich  gedachte 
Oerade  XY  stets  im  YerhSlltnIss  PY  :  PX  =  a  ;  6  theilt;  folgUcb 


Dies   giobt   die    bekannte 
ferner  nnoh  Formel  (8): 
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a  +  6^  also  A-^^^^  '  *'  d^.,  ~  a  -4.  6^  '  a  +  6 


/>a- 


CoDstruction    der  Normale  PM  and 


R 


g6 


Man  kaun  Dun  leicht  zeigen,  dass  PM  den  halben  coojugirten 
DurchmeBser    von  OP  darstellt  (z.  B.  denke  man  sich  AMXY 


Fig.  3. 

80  gegen  AOXY  gestellt,  daas  HY  und  OY  gleiche^  )IX  iiiid 
OX  aber  entgegengesetzte  Ricfatung  haben ;  MP  hat  sich  niiii 
um    einen    rechten   Winkel    gedreht   und   ist  also  parallel  der 

Tangente  in  P) ;  daher  erhalt  man  :  —  =  ai  :  6'  . 

K 

Ferner  pebt  die  Figur  eine  Construction  der  Axen  aus  con- 

jug^rten   Durchmessern ;    namlich    die   Axengrössen  bestimmen 

sich  durch  Addition  und  Subtractiim  der  hafbm  Seite  OM  des 

Dreiecks   OPM   und    der    Median    auf  diese  Seite»    die  Axen- 

richtungen  sind  parallel  den  Winkelhalbirenden  dieser  Gemden. 

IV.  Epicyklöïde.  Die  Curre  entsteht  bekanntlich  durch 
Abrollung  eines  Kreises  C^O  =  r^  (fig.  4)  auf  der  PiMiplH»ri« 
eines  anderen  festen  Kreises  QO  =  tx ;  der  erzeugende  Punkt 
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der  Curye   heisse  P,    und  A  sei  die  Lage  dieses  Punktes,  in 

welcher  er  Berührangspunkt  der  beiden  Ereise  ist.  Entsprechend 

dieser  Entstehungsart  nehmen  wir  Z.  AC,  O  =  q>x  und  ^OC2P=9?2 

als  Coördinaten,  r,99,  —  r^tp^  =  O  und  r,9?|  —  T^(p^  =  C  resp.  als 

Oleichungen  der  Car?e  und  des  Systems  an.  Aus  der  Figur  ist 

dF       öP 
ersichtlich,  dass :  i,  =  C,P,  1c^  =  r-,  also  frj  ^ — '  *i  :i — =^i  •  -  C,P 

O^?!  09?2 

ist,  fulglieh  geht  die  Normale  durch  den  Berühruiigspunkt  O. 


.   Fig.  4. 
Man  erhalt  also  nach  Formel  (8)  : 

r,  -^  2r, 


oder 


4*'2(n  +  ^2)  sin  i  972  ' 


Aus  dem  tiegativen  Zeichen  geht  hervor.    dass  die  Richtung 
vom  Krümmungscentrum  nach  P  der  oben  gewtlhlten  Richtung  PO 
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in  der  Normale  entgegengesetzt  ist;  demnach  giebt  die  Grosse 
Yon  R  folgende  Construction  des  ErümmungBcentrunis :  Man  ziehe 
vom  diametral  gegenüber  P  liegenden  Punkte  P'  eine  Gerade 
nach  C,  ;  der  Schnittpunkt  dieser  <}terade  mit  der  Normale  ist 
das  Erümmungsceutrum  M. 

£rweiterung  der  obigen  Formeln   auf  den   Raum. 

da       db  ^       ^. 
Wir   haben    gesehen,    dass  der   Ausdruck  x"  +  x   "^'"    ^*® 

Krümmung  ebener  Curven  gefunden ,  sich  leicht  auf  krumlinige 
Coördinaten  transformiren  lasst;  eine  ahnliche  Behauptung  gilt 

fur   den  Ausdruck  ;?=  +  r-  +  sr  im  Raum.  Analog  den  früheren 
dx      dy      oz 

Entwickelungen  findet  man  namlich: 

da      aft      de       1   [  &   /AÜA       d    /AU,\       d   /AÜ3\1 
hx^èy^^^z"  A  [dp,  Up/"'"dp3UF/'*"dp3U,F/J*^    ^ 

und 


^-  (M,  cos  V,)  +  r~  (Ma  cos  Va)  +  T"  (M^3  cos  V3)    (11) 

Op,  Opa  ^P3  J 


WO   A  = 


Xi  yy  Zy 

^^  ys  ^3 


TT_     Wlf      ^^         ^      ^^         ^      ^^\ 

'  ^'-  ^  r"  M  ^     "  dpa  ^  ^''  M' 


U.S.W. 


und  die  positiren  Quadratwurzeln  yon  M11M22M33  mit  M,Ma  und 
M3  bezeichnet  sind;  geometrisch  stellen  M,  Ma  und  M3  auch  die 
Seitenflachen  des  Parallelepipedons  aus  Ic^  k^  und  Ar,,  A  den 
Inhalt  dieses  Par.  dar. 

Ein  einfacher  Beweis  der  letzten  Formel,  der  sich  auch  auf 
2  oder  mehr  Yer&nderlichen  an  wenden  lasst,  ist  der  folgende: 

da      dft      de  /da     dp,      dft     dp,       de    dp,\ 

Sï      dy      d«         \dpj    do?       dp,    dy       dp,    d^  / 

4.  (^  ^  ^^  ^??  .    ^  ¥  \  .  /^  ^  4.  ^  ^  .    ^^_  ^\ 
\dpj  do;       dpa  ^        dp2  dz  I      Idpa  da?       dpa  èy       dp,  d^^/ 
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oder  nach  Formein  (3)  f&r  drei  TerSnderliche : 


da       è^  ,  ^^  J. 
dar       dy      d?       A 


r  da  di   de 
èpi  èp,  èp, 

'a  y»   2^» 

+ 

*X      Vl       *1 

da  d  6  de 
dp,  dp,  dp. 

+ 

'i  yi  «I " 
'2  y,  «, 

da  d(    de 

-  «3    Va    '3 

Ti   y,    «'s 

öpn  ^Pa  öpj  J 

' 

abc 

'i  yi  *» 

'lyi'i  " 

d^ 
dp, 

+  ^ 

a  6  c 
'ïya^-a 

dp. 

a  b  e 

1 


da  Yon  den  durch  Ausfuhrung  der  Differentiation  erhaltenen  9 
Gliedem,  dreimal  2  Glieder  sich  aufheben. 

Sieht  man  nun  wieder  analog  den  frfiheren  Yoranssetzungen 


A,    ak  Richtungscoêfficienten  der  positiven 


^s  ■  dy  ""»'d^ 
Normale  auf  den  Flachen  p,  =  C  an ,  welche  Normale  mit  dem 
Bogenelemente  k^dpi  einen  spitzen  Winkel  bildet,  und  maoht 
man  ahnliche  Yoraussetzungen  in  Beziehung  aaf  die  Normalen 
der  p^"  und  p,-Fl&ohen,  so  sind  die  3  letzten  Determinante 
bei  poritiyer  A  reap,  gleich  M,  cobvi,  MjCobvs,  MsCobv,; 
also  ist  die  Formel  (11)  bewiesen. 

Wir  beantworten  nun  die  Frage :    Hat  auch  der  Ausdruck 

r—  4-  r-  +  r-  eine  geometrische  Bedeutung  P    Um  dies  zu  lösen 

betrachten  wir  den  besonderen  Fall,  dass  die  /oj-,  p^'  und 
/13-Flachcn  einander  rechtwinklig  schneiden  und  die  gegebene 
Flaohe  zu  einem  dieser  Systeme  z.B.  /03  =  C  gehort.  Beide 
Formein  (10)  und  (11)  geben  alsdann : 


da      d^      do 


1 


d^      dy      d^       f^iKK    ^P', 


^    (*.*a)=     ^ 


dik. 


+  r-r 


d*, 


KK    dp3       *^1*|    dp3 


Nach  Formel  (9)  stellen  die  letzteren  Ausdrucke  die  Erüm- 
mungen  der  Schnittcurven  dar,  welche  die  /o,-  und  /[>2-Flachen 
auf  die  gegebene  Fl&che  p,  erzeugen ;  nach  dem  Theorem  von 
Dupin  sind  dies  die  Hauptkrümmungen ,  also: 


da      dft      de  _   1_       \^ 
dx     dy      d^       Ri       R2 


(12) 
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Die  Torhergehende  Betnchtnng  war  xiir  Auffindung  der  geo- 
metrischen  Bedetttang  sehr  bequem,  ist  aber  deo  beeondereo 
YoniimetsuDgen  wegen  keio  strenger  Beweis.  Wir  wolleo 
daher  noch  eiaea  anderen  Beweis  anfahren. 

Wir  betrachten  die  gegebene  Flache  als  sugehörige  Flache 
eines  Systems  and  nehmen  sofort  x,  y  and  z  als  Coördinaten  an. 

Aas  den  beiden  ersten  Formeln  Yon  Rodrigues  (siehe  Dar- 
boux  J,  pag.  1»9) 

da       .      dh       ,      de       , 
R  R         ^     R  ' 

erhalt  man,  da  a,  ft  and  c  nnn  Fanctionen  von  3  unabhangig 
Yeranderlichen  sind,  die  Gleichangen: 


dy  d« 


(|-^)^ 


Auch  ist: 


orf ƒ  +  bdy  +  cdz  =  O , 

da  der  Paokt  (x,  y,  z)  bei  der  anendlich  kleinen  YerscbieboDg 
aaf  der  gegebenen  Flfiche  bleibt. 

Die  Elimination  von  dx  ^  dy  und  dz  giebt: 


--^0, 


da 

1      da               da 
R      dy               d* 

hb 

d&        1      d& 
dy       R     d« 

a 

b                c 

folglich : 


R.'^'R, 


/da      d6\       /   da  .   ^  d6\ 
fc+^)-rd^  +  *dl) 


Oder   da   av"i-ftc-+<?c-  =  0i8t; 
d^         oz         dz 


Rj        Ra 


èa      ö^       de 
öx      dy      ^z 


(12) 
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Sohon    Rimann    (Ges.  W.»     2e    Aufl.,    pag.    329)    hat 

^  +  —  +  ^  =  0  als  Bedingung  fïir  eine  MiDimalflaohe  ange- 

geben;   dieeelbe  Bedingung  in  arthogonalen  krumlinigen  Coor- 
dioaten  findet  man  in  Darboux  II,  pag.  463. 

Betrachtet  man  die  gegebene  Flache  nichi  als  zugohörige 
Flache  eines  Systems,  also  a  und  b  als  Functionen  von  2  un- 
abhangig  Yeranderlichen  z.B.  x  und  y,  und  schliesst  man  die 
unter  der  letzteren  Annahme  gebildeten  partiellen  DifFerential- 
quotienton  in  Elammern  ein,  so  erh&lt  man  die  Oleiehung: 


\hxl        R    Vdy/ 


=  0 


also; 


1 

r; 


^=|c-]+(c-|.    Dies   giebt,   gleich  O  gesetzt, 


-(- 


:)  =  o. 


die  schon  von  Lagrange  gegebene  Bedingung 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  die  in  (8)  gefundene 
Formol  eiu  besonderer  Fall  derjenigen  ist ,  welche  i?onne^  1860 
lür  die  geodetische  Krümmung  von  auf  einer  unlUcürlichen  Flache 
liegenden  Curven  gegeben  hat  und  erwahnen  noch  einen  Beweis , 
der  sich  den  vorigen  Betrachtungen  anschliesst. 

Seien  wieder  x^  y  und  z  die  rechtwinklige,  p, ,  f^  ^^^  P9 
die  krumlinige  Coördinaten  und  die  gegebene  Flftche  zugehorige 
Flache  des  Systems  p,  =  C ;  für  das  betrachtete  System  von 
Curven  bleibt  also  ^3  constant ,  wahrend  pi  und  p^  ^^^^  andern. 

Es  handelt  sich  zunachst  darum»  die  Richtungscoefficienten 
und    die   Grosse   der   schiefen  Erummung  zu  bestimmen;    die 

geodetische  Krümmung  —-  lasst  sich  alsdann  durch  Projection 

R# 

der  schiefen  Krümmung  auf  die  Tangentialebene  berechnen. 
Nennt  man  wieder  a,  b  und  c  die  Richtungscoefficienten  der 
Flaohennormale ,  a,  /3  und  7  diejenige  der  Curventangento, 
so  sind 

—  (ia  —  d/3  —  dy 

Vda^'+lï^^  +  d'f     Vda^~+dti^'+~dy^    Vdcê^  +  rf^^T*? 
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(wo  da ,  d^  und  dy  yollstandige  DtfFerentiale  sind  und  die 
Richtung  Tom  ErümmuDgscentrum  nach  P  als  die  positieve 
vorausgesetzt  ist)  die  Richtungscoefficienten  der  schiefen  Krüm- 
mung,  w&hrend  ihre  Projection  auf  die  Tangentialebene ,  weil 
sie  auf.CajSy)  und  (ahc)  senkrechi  steht,  die  Minoren  der 
a^y\ 


fehlenden  Reihe  in 


a  h  c\ 


als  Richtungscoefficienten  hat.  Die 


schiefe  Krümmung  ist  ^    '     ^    also 


ds 

da  dfi  dy 
abc 
a    P   y 


ds 


Aus  dieser  Gleichung  gehen  drei  andere  hervor ,  indem  man 
im  letzten  Determinant  die  Colonnen  mit  a ,  j3  und  y  multipli- 
cirt,  die  Producte  addirt  und  auf  den  Gleichungen: 

ada  +  pdj^  +  ydy  =  Oj  aa  +  /36  +  yc==0  und  a^  +  fi^  f  7*=  1 

Rüoksioht  nimmt;  also  erhftlt  man: 

ada  d/3  dy 

aa    b    c 

u^    &    y 


dfidy 

b   c 


R. 


ads 


dx 


^_. 


oder  durch  AusfïLhrung  der  Differentiation,  wo  3^  =  X  gesetzt 

dpx 
wird : 


^\  +  ><^2  __      ^^^ 


d^   Ö7 

53  h 

d/h    èpi 

4-A 

^p%  ^Pl 

h      c 

b      e 

R, 


und   2  analoge  Oleichungen  för  y  uud  z,    Diese  Oleichungen 
sind  fur  den  Beweis  der  Bonnet'schen  Formel  sehr  geeignet. 
Man    multiplicire  sie    der    Reihe  nach  mit  den  Minoren  der 

^2 1/2  ^2 


fehlenden  Reihe  in 


abc 


und   addire   die  Producte;  wenn 
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das  S  Zeichen  eine  Summe  von  3  analogen  Gliedern  darstellt , 
bekommt  man: 


'lyi 

«1 

^y2 

'i 

a  b 

c 

da 


da 


R^r  ^Pi  ^P2 

Oder  da  a-,  +  \x^,    Jfx  +  Xya»    ^\  +>^^2   Aen  afiy  proportional 

hoc  dfK 

sind    und  S  a  ;^  ,  also  auch  S  (o?,  +  Xa?^)  x-  =  O 


1st ; 


^1  yi  ^1 

^2y2^2 

abc 


R, 


èa 
'dp, 


da 


d/>, 


d^ 
dpj' 


==  Sar» ; S  «1  r-  =  ^  (S »•»«)  —  —  (S«,a). 

"^         y^        S      y^^         11         ^         Il 


Dies  ist  die  Bonnet'sche  Formel; 


A  2     ^2     1^2 


^  yi  f, 
^1  "1  ^ • 


namlich  sind  die  Richtungscoefficienten  der  positiven  Tangenten 
an    den    Schnittcurven ,  welche  die  pr  uod  /oj-ï'laclien  auf  die 


gegebene  Flache  erzeugen,  und 


^i  Vx  h 

^2  ^2  H 

abc 


tC^2  "'22 


,  also 


^1  Vi  ^1 

^2y2^2 

abc 


(wenn  positiv  gewahlt)  =  4,^2  sin  €. 

Die  Formel  erhalt  aber  die  in  (8)  angegebene  Gestalt ,  wenn 
man  statt  der  Tangenten  die  Normalen  der  Curven  betrachtet; 
und  wieder  als  positive  Richtung  in  den  Normalen  der  Schnitt- 
curven diejenige  von  zweien  annimmt,  welche  mit  der  ent- 
sprechenden   positiven    Tangente    einen  spitzen  Winkel  bildet. 

^1  Vi  ^i 


Alsdann     sind   bei    positiver 


^2y2^2 

abc 


die  Minoren  der  fehlenden 


Reihe   in 


^  ^  ^    dividirt  durch  k^y  ^ï®  Richtungscoefficienten 

a  b  c  W 


fur    die    positive    Normale     der    von    der   /o, -Flache    erzeugte 
Schnittcurve,  wahrend  für  die  andere  Schnittcurve  die  Minoren 

16 
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YOD 


abc 


darchA?!  dividirt,  als  Richtungscoefficieiitea  geiten. 


Haben   also    y,    und    v^   die  früher  angegebene  Bedeutang, 
so  ist: 


v-.=  :i':'ix 


r6iii=^"« 


hx  cos  vj  = 


a  h  c 
«I  Vx  ^1 


abc 


=  *-  S*,a, 


folglich 


1  1         [d     ,  X        è   „  xl 


E5 


SUR  LA  TRANSFORMATION  D'ÜNE  INTEGRALE  DÉFINIE, 


W.  KAPTEYN. 


Je  me  propose,  dans  cette  note  de  démontrer  l'idontité 
» 
'  8in*»-i  97  cos  q>  d<p 


ƒ 


o 


2 .  4  . . .  2n 


nir     l.S...(2n-l)  ^j     1  -  ^a  8in^  97"  ^^         ^ 

o 

dont  la  demonstration  directe  présente  quelques  difficultés. 

D'après  la  theorie  des  fonctions  hypergéometriques  on  a 

F(a,  p,  y,  ar)  =  (l-x)r-«-^F(y~/3,  y-a,  7,  x) 
et 

o 

(Forsyth,  p.  193  &  p.  230).  En  substituant  la  deroière  formule 
dans  la  première,  on  obtient 


o 

o 

16* 
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Si,  dans  cette  equation,  on  pose 

les  dénominateuFB  se  rednisent  respectivement  k 

1  ir   ^  1.8...(2n  — 1) 

—  et   2  ƒ «  sin"*  w  dq>  ^ .  ir 

n  {  ^  2.4...2II 

et  les  integrates  des  numérateurs  anx  integrates  qui  figof^ot 
dans  les  deux  membres  de  Téquation  proposée. 


C2i 


8ÜR  IA  DIFFÉRENTUTION  SOUS  LB  SIGNB  D'INTÉGRATION, 


W.  KAPTEYN. 


CoDsidérant  Tiutégrale 

a 

la  diiFérentiation ,  d'après  la  methode  ordinaire,  doone 

1  a 

Cette  methode  implique  que  la  fonction  reste  finie  et  continae 
entre  et  aux  limites.  Or,  il  y  a  des  cas,  oü  la  fonction  étant 
infinie  aux  limites,  les  dériyées  de  Tintégrale  sont  parfaltement 
déterminées.  Daus  ces  cas  les  formules  précédentes  ne  sont 
plus  applicables;  je  me  propose  de  faire  voir  qu'une  légere 
transformation  suffit  pour  lever  cette  difficulté. 
Posons  k  eet  effet 

I'intégral  devient 

o 
d'ob 

O  O 
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la  variable  t  étant  remplacé  par  (/3  —  a)x  -\-  a  dans  les  deroières 
intégralee. 
En  reveuant  k  la  variable  2,  on  aura 


da 


u  a 


OU 


(2) 

da 


èl  1        r/S  d/  è/ 

u 

èl  1       /"P  0/  è/ 


Il  est  bien  évident  que  les  formules  (1)  se  déduisent  aisément 
des  formules  (2),  quaud  la  fonction  est  continue  aux  limites. 
Pour  donner  un  exemple,  considérons  Tintégrale  définie 


qui  a  une  valcur  déterminée,  mais  dont  rélément  devient 
infinie  aux  limites.  On  ne  peut  appliquer  a  cette  expression 
la  regie  de  differentiation  (1) :  en  Tappliquant  on  obtient  une 
difference  n'ayant  aucun  sens,  de  deux  termes  infinis  Gepen- 
dant  la  regie  de  differentiation  (2),  bien  applicable  jt  ce  cas, 
donne 


^'■ 

=  0 

èl 

=  0 

comme  ou  pouyait  s'y  attendre. 
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De  inéme  l'intégrale  définie 

''P  zdz 


I 


=ƒ' 


K(3»  — a*)(/3»  — 2»)       2 

a 

conduit  aux  formules 

dl  _  0       rp (z'  —  afi)dz 

è^  ~  ~  P  —  aJ   (z  +  «)(«+  ƒ3)  V^(i«^^a»)  (j3»  -  2») 

èl  _  a       /*/» (g'-«3)ffe 

ö^  ~      /3-ai    (*  +  a)  iz+fi)  V («»-«»)  0»-a») 

a 

dont  la  yaleur  commune  est  séro. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Beknopte  elementaire  theorie  der  elliptische 
functiën,  door  Dr.  F.  de  Boer,  hoogleeraar  te  tironiagen. 
Een    deel   in    8%    206   p.,    Groningen,    J.  B.  Wolters,  1899. 

Een   voor  velen    aantrekkelijk  onderwerp   der   hoogere  wis- 
kunde  is   ongetwijfeld   de  leer  der  elliptische  fünctiën.     In  de 
eerste  plaats  vormt  die  leer  een  min  of  meer  afgerond  geheel, 
dat    de    rechtstreeksche   toepassing   veroorlooft   van   een  groot 
aantal  stellingen  der  algemeene  functietheorie,  wier  beteekenis 
juist   daardoor   in  een  helder  licht  wordt  geplaatst.     En  in  de 
tweede   plaats  doet  zich   de   theorie  der  E.  F.  meer  en  meer 
voor  als  eene  soort  van  hoogere  trigonometrie,  die  bij  de  studie 
van   talrijke  en  zeer  uiteenloopende  onderdeelen  der  wiskunde 
weldra  even  onmisbaar  blijkt,  als  de  gewone  trigonometrie  dit 
is  bij  de  behandeling  van  meer  elementaire  problemen.    Maar 
al  wordt  de  theoretische  en  de  practische  waarde  van  de  E.  F. 
algemeen    erkend,    minder    eenstemmigheid   heerscht   er  aan- 
gaande   de    vraag,    hoe   men   op   de  beste  wijze  tot  de  studie 
dezer  function  doordringt.    Tot  voor  korten  tijd  wezen  de  lee^ 
boeken,    die   eene   grondige   behandeling  der  E.  F.  beoogden, 
bijna  zonder  onderscheid  hier  een  weg  aan,  die  zijn  uitgangs- 
punt   nam    in    de   algemeene   functietheorie   of  in  de  leer  der 
integralen   met   complexe  grenzen,   een   weg  ten  slotte  alleen 
bruikbaar  voor  de  eigenlijke  mathematici.     Zooals  de  schrijver 
van    het    hier    aan   te   kondigen   leerboek  in  zijn  Voorbericht 
opmerkt,  zal  het  wellicht  hieraan  zijn  toe  te  schrijven,  dat  het 
gebruik   en   de   toepassing   der  E.   F.  bij  de  behandeling  van 
mechanische  en  van  roathematisch-physische  problemen  tot  heden 
zoo  beperkt  is  gebleven.     Van  groot  belang  is  elke  poging  te 
achten ,  die  de  theorie  der  E.  F.  meer  toegankelijk  maakt  Yoor 
hen ,  voor  wie  de  wiskunde  in  de  eerste  plaats  hulpwetenschap 
is,  en  van  wie  men  niet  mag  vergen,  dat  zij  aan  eene  theorie, 
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zooals  bgv.  die  der  complexen,  veel  aandacht  hebben  geschon- 
ken.     Eene  eerste  poging  in  die  richting  is  door  Halphen  ge- 
daan, die  in  zijn  beroemd  leerboek  er  naar  streefde  te  bewer- 
ken ,   dat  de   leer   der   E,  P.  werd  opgenomen  onder  de  alge- 
meene  leerstof,  waaronder  hij  verstaat:  „ce  que  doivent  retenir 
et   savoir  appliquer  tous  les  hommes  qui  s'adonnent  aux  sciences 
exactes  et,  sans  cultiver  les  Mathématiques,  ont  toujours  besoin 
de    les   connattre"  ^).     Maar   de  poging   van   Halphen   is  niet 
afdoende  geweest.    Afgezien  van  den  groeten  omvang  van  zijn 
boek,   welke  op  den  beginner  ontmoedigend  werkt,   is  tenge- 
volge van  het  eenigszins  zonderlinge  punt  van  uitgang  de  ge- 
heele   yoorstelling  noodeloos  omslachtig  geworden     De  studie 
van   zijn   boek  wordt  daardoor  zeer  bezwaarlijk  voor  iemand, 
die  zich  niet  vooraf  op  andere  wijze  met  de  E.  F.  min  of  meer 
gemeenzaam  heeft  gemaakt. 

Sedert  zgn  andere  leerboeken  van  gcringeren  omvang  ver- 
schenen (Bijv.:  Greenhill,  The  applications  of  elliptic 
functions,  1892;  Appell  et  Lacour,  Principes  de  la 
theorie  des  fonctions  elliptiques,  1897),  waarvan  de 
echrjjyers  door  eenvoud  van  voorstelling,  door  zoo  elemen- 
tair mogelijke  bewijsvoering  getracht  hebben  om  de  theorie 
der  E.  F.  ook  binnen  het  bereik  te  brengen  van  hen,  die  de 
aan  de  eigenlijke  wiskunde  verwante  wetenschappen  beoefenen. 
De  thans  te  bespreken  beknopte  elementaire  theorie  gaat  in 
deze  voor  velen  gewenschte  richting  zoo  mogelijk  nog  eene 
schrede  verder.  De  schnj'^er  onderstelt  bij  zijne  lezers  alleen 
eenige  kennis  van  de  theorie  der  oneindige  reeksen  en  van  de 
differentiaal-  en  integraalrekening.  Op  deze  grondslagen  bouwt 
hij  zuiver  algebraïsch,  zooals  hij  zegt  geheel  rekenenderwijze, 
zijne  theorie  volledig  op,  en  stelt  daardoor  een  ieder,  die  met 
de  beginselen  der  analyse  vertrouwd  is,  in  staat  het  uitgebreide 
veld  der  E.  F.  te  betreden.  Of  nu  het  door  den  schrijver 
aangewezen  pad  minder  bezwaarlijk  is  en  het  volgen  er  van 
minder  inspanning  vordert  dan  het  begaan  van  den  broeden 
weg,  die  tot  heden  de  meeste  wiskundigen  gewoon  zijn  in  te 
slaan,  is  eene  vrwig,  waarover  men  slechts  een  subjectief 
oordeel  hebben  kan  en  die  menigeen  na  het  doorbladeren  van 
schrijvers   uitvoerigen    arbeid  niet  onmiddellijk  bevestigend  zal 


1)     Halphen.     Traite  des  fonctions  elliptiques,  1886,  Preface. 
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durven  beantwoorden.  Zeer  zeker  echter  zal  de  lezer  tot  de 
gevolgtrekking  komen,  dat  in  dit  boek  de  grondigheid  en  de 
strengheid  niet  hebben  geleden  en  dat  deze  „elementaire" 
theorie  niet  is  als  zoovele  andere,  die  door  een  voorgewend  streven 
naar  eenvoud  en  duidelijkheid  tot  oppervlakkige  en  verkeerde 
opvattingen  aanleiding  geven.  Gerust  kan  men  beweren,  dat 
hier  met  een  minimum  van  onderstelde  hulpmiddelen  een  maxi- 
mum van  uitkomsten  is  verkregen,  terwijl  een  ieder ,  die  eenigs- 
zins  met  de  theorie  der  E.  F.  bekend  is,  de  vernuftige  wijze 
zal  waardeeren,  waarop  de  schrijver  langs  eenvoudigen  weg 
soms  vrij  ingewikkelde  resultaten  afleidt.  De  volgende  mede- 
deelingen  mogen  strekken  om  eenig  denkbeeld  te  geven  van 
den  inhoud  van  het  boek. 

Gelijk  Jacobi  neemt  de  schrijver  zijn  uitgangspunt  in  de 
^-reeksen.  Alleen  met  behulp  van  algebraïsche  herleidingen 
worden  in  Hoofdstuk  I.  Theta function  hare  eigenschappen 
onderzocht,  waaronder  ook  die,  welke  op  de  transformatie, 
inzonderheid  op  de  transformatie  van  de  2*  orde,  betrekking 
hebben.  In  Hoofdstuk  II.  Dubbelperiodieke  functiên 
worden  vervolgens  de  ^-quotiënten  en  hunne  kwadraten  be- 
schouwd. Deze  laatste  leiden  tot  de  studie  van  de  p-functie 
van  Weierstross.  Men  vindt  de  voornaamste  eigenschappen  en 
formules  bijeen,  waaronder  ook  die,  welke  de  wortels  en  de 
invarianten  met  de  ^-constanten  in  verband  brengen.  De  ont- 
aardingen worden  besproken  evenals  de  beide,  voor  de  toepas- 
singen meest  belangrijke,  gevallen,  nl.  die  van  positieven  of 
van  negatieven  discriminant.  Voor  beide  gevallen  wordt  een 
duidelijk  overzicht  gegeven  van  het  verloop  van  pu  en  p'u^ 
voor  zoover  dit  bestaanbaar  of  zuiver  imaginaire  waarden  betreft. 
Eindelijk  wordt  een  en  ander  aangaande  de  dikwijls  aan  te 
wenden  kwadratische  transformatie  behandeld.  Daarna  komen 
de  functiên  snv^  cnv^  dnv  der  oudere  theorie  aan  de  beurt 
Ook  zij  worden  met  behulp  der  ^-quotiënten  geconstrueerd. 
In  het  bijzonder  wordt  stil  gestaan  bij  het  geval  van  den  be- 
staanbaren modulus  tusschen  O  en  1.  De  additietheorema's, 
de  ontaardingen  en  de  samenhang  met  de  p  functie  worden 
aangegeven. 

De  schrijver  gaat  in  Hoofdstuk  III.  Additieve  functiên 
over  tot  de  beschouwing  der  ^-functiên,  wier  differentiaal- 
quotiënten  dubbelperiodiek  zijn.    Opmerking  verdienen  de  uit- 
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Yoerige  aanwijzingen  omtrent  het  verloop  der  ^-fanctiên  in  de 
beide  onderstellingen  van  een  positieven  of  negatieven  discri- 
minant, alsmede  het  overzicht  van  het  gedrag  der  grootheden 
71  bij  veranderlijke  periodenverhouding.  Ook  de  (-functie  wordt 
in  verband  gebracht  met  de  kwadratische  transformatie,  terwijl 
ten  slotte  de  oudere  functie  E{p)  en  hare  samenhang  met  de 
^•functie  worden  behandeld. 

Hoofdstuk  IV.  De  function  a(u)  en  (ra(u)  geeft  in  de  eerste 
plaats  de  op  de  d-functiên  berustende  definitie  der  «rfiinctie, 
daarna  de  met  behulp  van  de  identiteit  p'^w  =  4p^u  —  g^u  —  g^ 
verkregen  reeksontwikkelingen  voor  puj  ^u,  log  <ru  en  au 
volgens  machten  van  u.  Uit  d-formules  leidt  de  schrijver  ver- 
volgens de  gewichtige  grondformule  af,  die  voor  au  het  additie- 
theorema vervangt,  waarna  ook  het  verband  tusschen  de  wor- 
telfuncties  Vpu  —  ea  en  de  speciale  (r-functiën  kan  worden 
aangegeven.  Dan  komen  de  verdere  eigenschappen  en  de  ont- 
aardingen, terwijl  weder  het  verloop  de  (r-functi§n  bij  posi- 
tieven en  bij  negatieven  discriminant  nauwkeurig  wordt  be- 
schreven. De  elementaire  elliptische  integraal  van  de  derde 
soort  der  oudere  theorie  wordt  in  het  kort  vermeld. 

Hoofdstuk  Y.  Berekening  van  ffipUy  p'ü)  du  leert, 
hoe  men  de  hier  genoemde  integralen  heeft  te  behandelen. 
Uitgewerkte  voorbeelden  verduidelijken  de  gegeven  voorschrif- 
ten.    Als  toepassing  wordt  beschouwd  de  integraal  /-->   en  de 

uitkomst  wordt  aangewend  om  te  doen  inzien ,  hoe  elke  ratio- 
nale functie  van  pu  en  van  p'u  als  een  quotient  van  twee 
producten  van  (r-functiën  kan  worden  geschreven,  en  welke 
betrekkingen  tusschen  polen  en  nulpunten  van  dergelijke  func- 
tiên  er  noodzakelijk  moeten  bestaan. 

Hoofdstuk  VI.  Algemeene  additiefor muien,  meer 
inzonderheid  voor  den  mathematicus  bestemd,  bevat  de  aflei- 
ding van  formules  voor  p(Wi  +  t/a  + . . .  u»)  en  ?(«i  +  «2  +  •  •  •  «n), 
voor  pnu  en  Znu.  Het  hoofdstuk  eindigt  met  eenige  mededee- 
lingen  omtrent  de  dubbelperiodieke  fiinctiën  van  de  2'  soort 
en  hare  ontbinding. 

In  Hoofdstuk  YII.  Veranderlijke  invarianten  wordt 
de   afhankelgkheid    der   £.   F.    van   een   paar  onafhankelijke 
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coDBtanten,  hetzjj  perioden,  hetzij  invarisnten,  onderzocht. 
Algemeen  wordt  nagegaan  de  uitwerking  der  operatie-sjm boiea 

/>  =  »ii  -V h  IÏ3  ~s —  «n  fl  =  w,  -^ —  +  CÉI3  -^ — •    Als   toe- 

CrU)  ua>3  uci>|  Ów^ 

passing  wordt  gegeven  een  onderzoek  der  uitdrukkingen  Oa  = 
=  {ta  —  t  g^  Wi  —  «0IÏ1 ,  waarvan  de  behandeling,  onder  an- 
dere van  belang  voor  de  theorie  van  den  conischen  slinger,  bi| 
Halphen  te  wenschen  overlaat.  Ten  laatste  bevat  dit  hoofdstuk 
de  afleiding  en  verdere  beschouwing  yan  de  hypergeometrische 
differentiaal-vergelijkingen,  waarvan  de  genormaliseerde  perio- 
den oiA  en  iïA~^'  als  function  yan  den  abosuluten  inva- 
riant J  yoldoen. 

Hoofdstuk  YIIL  Inyoering  der  elliptische  functiêu 
is  yoor  de  toepassingen  der  theorie  wederom  van  meer  belang. 
Het  begin  (dat  desnoods  bij  de  lezing  kan  worden  overgesla- 
gen) houdt  eenige  beschouwingen  in  over  algebraïsche  krommen 
van  het  geslacht  één.  Daarna  yolgt  eene  uitvoerige  beschrij- 
ving van  de  invoering  yan  het  elliptisch  argument  in  eene 
elliptische  integraal  volgens  de  regelen  zoowel  van  de  oudere 
als  van  de  nieuwere  theorie,  waarbij  weder  in  het  bgzoDder 
op  het  in  de  toepassing  bijna  steeds  yoorkomende  geval  van 
bestaanbare  coêflSciënten  wordt  gelet. 

Eindelijk  vindt  men  in  Hoofdstuk  IX.  Nuraerische  bere- 
kening uiteengezet  hoe  men  in  bepaalde  gevallen  tot  aflei- 
ding yan  de  einduitkomsten  in  getalion  te  handelen  heeft. 
Gewezen  moet  hier  worden  op  eene  door  den  schrijver  uitge- 
werkte methode  ter  bepaling  van  9  uit  den  absoluten  inva- 
riant J.  Vermeld  wordt  verder,  welk  gebruik  van  de  kwadra- 
tische transformatie  hier  kan  worden  gemaakt.  Als  toepassing 
wordt  gegeven  de  berekening  van  (i\  in  het  geval,  dat  bij 
negatieven  discriminant  een  der  maxima  of  minima  van  ?u 
nul  is.  Eene  dergelijke  vraag  wordt  ook  behandeld  voor  f,M 
on  ^2<i,  evenzoo  wordt  bij  negatieven  discriminant  eene  maxi- 
mumwaarde van  ?)2b;2  bepaald.  Van  de  uitkomsten  dezer  bere- 
keningen was  reeds  eerder  door  den  schrijver  gebioiik  gemaakt. 

Een  paar  practische  tabellen  besluiten  dit  zorgvuldig  be- 
werkte leerboek,  dat  tegelijkertijd  beknopt  on  volledig  mag 
heeten. 

El. 
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Mémoire  sur  une  nouvelle  methode  pour  la  reso- 
lution des  equations  numériques  par  Henri  Piket 
duivi  d'un  appendice  donnant  Ie  détail  des  operations  par  Eaiile 
Kbauss,  4®,  45  p.  Parijs,  Librairie  Nony  &  C*<>,  63  Boule- 
vard Saint-Qermain ,  1899. 

Het  doel  der  verhandeling  is  de  meetbare  wortels  te  vinden 
van  eene  algebraïsche  vergelgking  met  geheele  coëfficiënten 
Tolgeos  eene  handelwijze  sneller  dan  de  gebruikelijke.  Wij 
laten  aan  den  lezer  over  te  oordeelen  of  de  schrijver,  die  van 
zichzelven  getuigt:  ^Les  études  juridiques  qui  ont  fiait  Tobjet 
de  toute  ma  vie  m^avaient  peu  préparé  aux  recherches  mathé- 
matiques",  dit  gewichtige  doel  bereikt  heeft.  El. 

Lobatto's  Lessen  over  de  Hoogere  Algebra. 
Vijfde  druk,  opnieuw  bewerkt  door  A.  E.  Rahübbn,  Oud- 
hoogleeraar  aan  de  Polytechnische  School.  Een  deel  in  8^, 
500  p.,  Sneek,  J.  F.  van  Druten,  1899. 

Lobetto's  lessen,  aan  lederen  beoefenaar  der  wiskunde  in  ons 
land  zoo  wel  bekend,  zijn  wederom  in  gewijzigden  vorm  ver- 
schenen. 

De  bewerker,  die  bjj  de  vorige  uitgave  zich  reeds  groote 
moeite  heeft  gegeven  om  de  leemten  aan  te  vullen,  welke  in 
den  loop  der  jaren  in  het  oorspronkelijke  werk  waren  aan  den 
dag  gekomen ,  heeft  opnieuw  verschillende  verbeteringen  aan- 
gebracht. 

Aan  hem  is  het  te  danken,  dat  Lobatto^s  lessen,  zoowel 
wat  den  inhoud  als  den  vorm  betreft,  niet  verouderen,  maar 
rekening  blijven  houden  met  de  ontwikkeling,  die  de  studie 
der  algebra  heeft  ondergaan  sedert  onze  geleerde  landgenoot 
zijne  lessen  gaf.  Menige  bladzijde  van  het  oude  handboek  is 
verdwenen,  meer  nog  zgn  er  aan  toegevoegd,  de  behandeling 
van  sommige  onderwerpen  is  ingekrompen,  veel  belangrijks, 
waarvan  in  de  andere  uitgaven  geen  sprake  was  of  kon  zijn , 
is  er  toegevoegd.  Al  deze  vervormingen  echter  zijn  met  be- 
dachtzaamheid aangebracht  en  strekken  zonder  uitzondering  tot 
verhooging  van  de  waarde  van  het  geheel. 

Wanneer  men  dezen  druk  bijden  vorigen  vergelijkt,  bemerkt 
men  in  de  eerste  plaats  de  nieuwe  uitbreiding,  die  het  boek 
heeft  gekregen  (van  445  p.  tot  500  p.),  en  de  betere  volgorde 
der  hoofdstukken.    Kwam   in  den  vierden  druk  het  hoofdstuk 
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oyer  complexe  getallen  achteraan  in  den  yonn  van  een  aan- 
hangsel, dit  hoofdstuk  gaat  thans  vooraf  aan  de  inleidende  be- 
schouwingen over  de  algebraïsche  vergelijkingen,  en  dienten- 
gevolge kon  nu  ook  het  bewijs  voor  het  theorema  van  d'Alembert 
geplaatst  worden,  waar  het  behoort. 

Gewichtige  veranderingen  zijn  aangebracht  in  het  hoofdstak 
over  oneindige  reeksen.  De  behandeling  van  de  allereerste 
convergentie-kenmerken  van  de  eerste  en  tweede  soort  heeft 
aan  strengheid  gewonnen,  terwijl  het  kenmerk  van  Raabe  nu 
in  den  meer  algemeen  gebruikelijken  vorm  is  gebracht.  Van 
meer  belang  nog  zijn  de  beschouwingen,  die  zijn  toegevoegd 
over  de  convergentie  van  reeksen,  wier  termen  doorloopende 
functiën  zijn  van  eene  veranderlijken  grootheid,  en  het  daar- 
mede samengaand  bewijs  van  de  uniforme  convergentie  eener 
machtreeks. 

Door  de  uitbreiding  aan  de  theorie  der  reeksen  gegeven,  is 
de  bewerker  buitendien  in  staat  geweest  om  in  de  hoofdstuk- 
ken ,  die  meer  over  de  algebraïsche  analyse  handelen ,  verschil- 
lende verbeteringen  aan  te  brengen.  Eindelijk  is  in  een  nieuw 
hoofdstuk  de  beteekenis  der  trancendeotale  functiën  voor  com- 
plexe waarden  der  veranderlijke  uiteengezet,  wat  als  een  be- 
langrijke   aanwinst   is  te  beschouwen. 

Ten  slotte  zij  ons  nog  eene  enkele  opmerking  vergund.  In 
dit  leerboek  der  algebra,  dat  zooveel  uiteenloopende  onder- 
werpen aanroert,  waaronder  er  zijn,  die  bij  eerste  studie 
groote  inspanning  vereischen,  wordt  noch  bij  gelegenheid  van 
de  behandeling  der  symmetrische  functiën  en  der  eliminatie- 
methoden, noch  naar  aanleiding  van  de  algebraïsche  oplossing 
der  3e-  en  4e-machtsvergelijkingen  met  een  enkel  woord  van 
het  begrip  invariant  gewag  gemaakt.  Allerminst  wenschen  wg 
daarvan  den  bewerker  een  verwgt  te  maken.  Blijkbaar  heeft 
hij  bg  de  keuze  der  te  behandelen  stof  met  groote  zorgvuldig- 
heid rekening  gehouden  met  de  behoeften  en  de  belangen  van 
hen,  voor  wie  in  de  eerste  plaats  dit  leerboek  is  bestemd. 
Wij  zouden  alleen  hem  willen  verzoeken  om  tegen  het  tijdstip, 
dat  wederom  eene  nieuwe  uitgave  noodig  zal  zijn  geworden, 
nog  eens  te  willen  overwegen  of  er,  waar  zoovele  verbeterin- 
gen zijn  aangebracht,  ook  hier  niet  eene  aanvulling  wenschelijk 
en  mogelijk  is. 

El. 
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Leerboek  der  analytische  meetkunde,  door  Dr.  P. 
YAN  Qeer,  hoogleeraar  te  Leiden.  Eerste  deel:  Meetkunde 
in  het  platte  vlak  en  van  de  vlakken  en  rechte  lijnen  in  de 
ruimte.  Een  deel  in  8%  266  p.  Leiden,  A.  W.  SythoiF, 
1898. 

In  zijn  voorrede  zegt  de  hooggeleerde  schrijver: 

yGeruimen  tijd  geleden  werd  door  mij  ten  dienste  van  de 
^Nederlandsche  beoefenaars  der  wiskuode  het  leerboek  der 
^analytische  meetkunde  van  Fort  en  Schlömilch  in  onze  taal 
„overgebracht.  Yan  deze  bewerking  verscheen  een  eerste  druk 
„in  1863  en  een  tweede  in  1872.  Toen  de  behoefte  aan  een 
„nieuwen  druk  zich  deed  gevoelen,  besloot  ik  een  geheel  zelf- 
„standig  leerboek  te  schrijven,  omdat  het  voorgaande  niet  meer 
„kan  geacht  worden  het  standpunt  in  te  nemen,  dat  de  ont- 
„  wikkeling  der  wetenschap  eischt. 

„Dit  werk  wordt  hierbij  aangeboden.  Van  de  genoemde 
„bewerking  is  daarin  niet  meer  overgenomen ,  dan  hetgeen  door 
„mij  aan  het  Duitsche  werk  was  toegevoegd.  Wat  omvang  en 
„bewerking  betreft,  sluit  dit  leerboek  zich  aan  bi)  de  academi- 
„sche  lessen ,  die  ik  reeds  meer  dan  dertig  jaren  aan  dezen 
„tak  der  wiskunde  wijdde,  en  beantwoordt  het  tevens  aan  de 
„eischen,  die  volgens  het  programma  bij  het  examen  voor 
„Middelbaar  onderwijs  worden  gesteld. 

„Het  tweede  deel  zal  zich  aansluiten  bij  het  einde  van  het 
„eerste  en  voornamelijk  handelen  over  de  oppervlakken  van 
„den  tweeden  graad,  en  over  de  algemeene  theorie  der  opper- 
„ vlakken  en  ruimtekrommen.  Daarmee  zal  het  systeem  der 
„analytische  meetkunde  zijn  voltooid;  ik  hoop  het  bij  tijd  van 
„leven  door  een  beknopt  werk  over  de  grondslagen  der  syn- 
„thetische  meetkunde  te  laten  volgen." 

Yan  de  verschillende  coördinatenstelsels  vinden  alleen  de 
meest  gewone  behandeling.  Zoo  zgn  homogene  en  tangentiêele 
coördinaten  opzettelijk  uitgesloten.  Toch  vindt  op  blz.  178  de 
tangentiêele  vergelijking  der  kegelsneden  in  den  vorm  van  den 
geranden  determinant  van  Hesse  een  plaats.  Bij  den  lezer 
wordt  de  kennis  ondersteld  van  de  leer  der  determinanten, 
van  de  hoofdeigenschappen  der  hoogeremachtsvergelijkingen  en 
van  de  ontwikkeling  der  eenvoudigste  functies  in  reeksen ,  niet 
echter  de  kennis  der  differentiaalrekening.  In  verband  hiermee 
is  de  behandeling  van  de  theorie  der  kromme  lijnen  van  boo- 
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geren  graad  zeer  beperkt  gehouden ;  zoo  zoekt  men  niet  alleen 
de  formules  yan  Plücker ,  maar  zelfs  het  begrip  klasse  tevergeefs. 
Met  dit  al  —  of  mogelijk  juist  door  de  zelf  beperking ,  die 
de  schrijver  in  toepassing  brengt  —  is  zijn  werk  een  goede 
leiddraad  voor  eerstbeginnenden ,  te  meer  wijl  het  vele  vraag- 
stukken tot  eigen  oefening  van  den  lezer  bevat.  De  figuren 
in  den  tekst  zijn  met  zorg  geteekend.  Over  het  algemeen  is 
de  uitvoering,  zooals  we  het  van  de  firma  A.  W.  Sythoff  ge- 
wend zgn,  d.  i.  keurig.  S*. 

Merkwaardige  punten  en  lijnen  van  den  vlak- 
ken driehoek,  door  A.  J.  van  Brbek.  Tweede  druk.  Een 
deeltje  in  8<^,  86  p.  Amsterdam,  W.  Versluys,  1898,  prijs/ 1,25. 

We  geven,  ten  einde  over  den  inhoud  van  dit  werkje  te 
kunnen  doen  oordeelen,  eerst  de  titels  aan  der  verschillende 
onderafdeelingen : 

«Middelloodlijnen.  Bissectrices.  Middelloodlijn  en  bissectrix. 
„Zwaartelijnen  en  zwaartepunt.  Hoogtelijnen  en  hoogtepunt 
„(orthocentrum).  Hoogte-  of  voetpuntendriehoek  (orthocentrische 
„driehoek).  Negenpuntscirkel  (cirkel  van  Feuerbach).  Rechte 
„van  Simson.  Rechte  van  Wallace.  Een  merkwaardige  cirkel. 
„Isogonaal  (gelijkhoekig)  verwante  lijnen  en  punten.  Isotomisch 
«(gelijkdeelend)  verwante  lijnen  en  punten.  Symmedianen.  De 
„punten  van  Brocard.  De  cirkel  van  Lemoine.  De  cirkels  van 
„Tucker.     De   cirkels  van  Taylor.     De  cirkels  van  Torricelli." 

Uit  des^e  korte  inhoudsopgaaf  mag  worden  afgeleid,  dat  de 
schrijver  getracht  heeft  hem,  die  de  lagere  meetkunde  heeft 
doorloopen,  in  de  „meetkunde  van  den  driehoek*'  in  te  leiden. 
Natuurlijk  is  dit  streven  prijzenswaardig  en  kan  dan  ook  — 
wij  ontkennen  dit  geenszins  —  het  werkje  zijn  nut  hebben  voor 
die  schare  van  onderwijzers,  die  zich  het  genoegen  moet  ont- 
zeggen  kennis  te  nemen  van  Casey's  „A  sequel  to  Euclid'*, 
waarin  voorkomt  „a  supplementary  chapter  on  recent  elemen- 
tary geometry*',  dat  in  1889  in  Mathesis  in  fransche  vertaling 
is  verschenen.  Doch  het  wil  ons  voorkomen,  dat  de  nieuwe 
gids  slechts  op  gebrekkige  wgze  weergeeft ,  wat  in  buitenland- 
sche  werken  uitstekend  is  behandeld.  Nu  eens  is  hij  breed- 
sprakig, dan  weer  beknopt  en  onvolledig,  in  het  algemeen 
ontbreekt  het  hem  aan  methode. 

Een  voorbeeld  van  breedsprakigheid  is  het  volgende  (zie  blz.  20): 
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„De  lyn  Tan  een  hoekpunt  eens  driehoeks  nanr  het  midden 
„der  oYerstaande  zijde  getrokken  heet  middellijn  imodiaan), 
^zwaartelijn  of  zwaartepunts-transversaal.  Er  volgt  uit,  dat 
^oen  mediaan  yan  een  driehoek  geheel  binnen  den  dn('hf)ek 
„ligt.  lu  een  driehoek  kan  men  drie  medianen  trekken.  Zij 
„verdeelen  de  overstaande  zijden  in  twee  stukken,  die  zich 
„verhouden  als  één  tot  één." 

Als  voorbeeld  van  onvolledigheid  kiezen  we  den  hoek,  de 
punten  en  den  cirkel,  die  naar  Brocard  genoemd  zijn.  Terwijl 
de  cirkel  geheel  achterwege  blijft,  worden  de  hoek  en  het 
puntenpaar  onafhankelijk  van  elkaar  (op  blz.  73  en  blz.  77) 
aan  den  lezer  voorgesteld.  Het  schijnt  den  schrjjver  ontgaan 
te  zijn,  dat  er  tusschen  den  hoek  van  Brocard  en  het  punten- 
paar van  Brocard  een  zeer  nauw  logisch  verband  bestaat. 

De  stelling,  dat  de  negenpuntscirkel  de  vier  in-  en  aange- 
schreven cirkels  aanraakt,  wordt  wel  vermeld  doch  niet  bewezen. 

De  druk  is  goed,  de  figuren  zijn  slecht.  S% 


ERRATUM. 
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Grundpunkte  des  Büschels  der  Curven  Pa  siod  erstens  die- 
jenigen  Punkte,  in  denen  die  Tangente  Z  unbestimmt  ist,  d.  h. 
die  n'  Grundpunkte  und  die  Enotenpunkte  des  Büschels  B", 
und  zweitens  die  Berührungspunkte  der  Geraden  a  mit  Curven 
des  Büschels  B".  In  diesen  2(n  —  1)  Berühruugspuokton  fallt 
die  Tangente  l  mit  der  Geraden  a  zusammen,  ist  also  der 
Durchschnittspunkt  unbestimmt. 

Hieraus  ergiebt  sich  die  Zahl  der  Enotenpunkte  des  Büschels 
B*  durch  Subtraktion  der  Zahlen  «^  und  2(«  —  1)  von  der 
Totalzahl  der  Grundpunkte  des  Büschels  der  Curven  Fa,  d.  h. 

(2n  —  If  -  «»  —  2(«  —  1)  =:  3(n  —  l)^ 

4.  Durchlauft  der  Punkt  A  die  ganze  Ebene,  so  erhalten 
wir  eiu  Netz  von  Curven  Fa.  Soli  namlich  eine  Curve  Fa 
die  Punkte  P  und  Q  enthalten,  so  muss  A  der  Durchschnitts- 
punkt  der  zwei  Tangenten  sein ,  welche  in  P  und  Q  respective 
Curven  des  Büschels  B"  berühren.  Hiermit  ist  A  und  folglich 
Fa  eindeutig  bestimmt. 

Die  Enotenpunkte  dieses  Netzes  N  sind  die  Inflexionen  des 
Büschels  B",  wie  sich  aus  den  folgenden  Betrachtungen  ergiebt. 
Sei  i  eine  Inflexionstangente  des  Büschels  B"  und  sei  I  die 
inflexion.  Durchlauft  A  die  Gerade  t,  so  wird  ein  üüschel 
von  Curven  F  bestimmt ;  alle  Curven  dieses  Büschels  berühren 
die  Gerade  i  in  dem  Punkte  I  (conf.  2).  Folglich  hat  eine 
dieser  Curven  einen  Enoten  in  I.  Aus  spateren  Betrachtungen 
ergiebt  sich  die  Ordnung  3  (2n  —  2)  dieser  Inflexions-  und 
Enotencurve  (No.  11). 

Die  Punkte  Aa,  welche  Curven  Fa  mit  Enoten  bestimmen, 
zeigen  eine  gewisse  Uebereinstimmung  mit  Steiner'schen  Punkten 
des  Netzes  N.  Auch  liegt  immer  der  Steiner'sche  Punkt  mit 
Aa  und  dem  zugehörigen  Punkte  I  auf  derselben  Geraden,  der 
Cayley'schen  Geraden. 

Nennen  wir  die  Punkte  A^  einen  Augenblick  Pseudo- 
Steiner'sche  Punkte.  Der  Ort  dieser  Punkte  ist  eine  Curve 
3(2n  —  2)^*«'  Ordnung.  Mit  den  Punkten  A  einer  Geraden  a 
korrespondieren  namlich  die  Curven  F  eines  Büschels.  In 
diesem  Büschel  befinden  sich  3(2n  —  2)^  Doppelpunkte ,  die 
den  auf  der  Geraden  a  liegenden  Pseudo-Steiner'schen  Punkten 
entsprechen. 
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Die  OrdnuDg  der  Enotencurvo  dee  Netzes  N  ist  3(2w  —  2). 
Nach  dem  Eorrespondenzprinzip  ist  also  die  Elasse  der  Cayley- 
scheD  Curve 

3(2n  —  2f  +  3(2n  -  2)  =  3(2n  —  1)  (2n  -  2). 

5.  Die  Cayley'sche  Curve  des  Netzes  N  ist  identiseh  mit 
der  Enveloppe  der  InflexioDstangenten  des  Büschels  B".  Die 
Differeuz  der  Elasseuzahlen 

3(2«  -  1)  (2n  -  2)  —  3w(n  —  2)  =  On^  -  12n  +  6 

ist  dadurch  zu  erkl&ren ,  dasz  die  n^  Orundpunkte  des  Büschels 
B*  jeder  dreimal  und  die  3(n  —  1)*  Doppelpunkte  jeder  zweimal 
zu  der  Cayley'schen  Curve  gcrechuet  werden ,  wie  aus  den 
folgenden  Betrachtungen  erhellt. 

In  einem  Orundpunkte  Q  des  Büschels  B"  liegen  drei  Inflexion 
nen ;  G  ist  also  dreifacher  Punkt  der  Enotencurve  des  Netzes  N. 
Wenn  der  bestimmende  Punkt  A  einer  r  in  einer  Inflexion 
einer  Curve  C  des  Büschels  B"  liegt ,  so  hat  die  erste  Polare 
von  A  in  Bezug  auf  diese  Curve  und  folglich  die  Curve  Ta 
eine  Inflexion  in  A  mit  derselben  Tangente.  Legen  wir  A  in 
G ,  so  durchschneiden  die  drei  Inflexionstangenten  des  Büschels 
B"  die  Curve  Fa  iu  G  in  mehr  als  zwei  Punkten.  Also  ist  G 
ein  dreifacher  Punkt  der  Curve  Fa.  Weil  hier  der  Pseudo- 
Steiner'sche  Punkt  dreimal  mit  dem  entsprechenden  Enotenpunkte 
zusammenfallt ,  wird  die  (Cayley'sche)  Yerbindungsgerade  drei- 
mal unbestimmt;  der  Punkt  G  gehort  also  dreimal  zu  der 
Cayley'schen  Enveloppe. 

Ganz  analog  ergiebt  sich  dass  jeder  Enotenpunkt  des  Büschels 
B"  zweimal  zu  der  Cayley'schen  Enveloppe  des  Netzes  N  gehort; 
denn 

9n»  —  12n  +  6  =  3n2  4- 2  .  3(n  -  1)^ 

6.  Die  Bedeutung  der  Pseudo-Steiner'schen  Punkte  erhellt 
aus  dem  Folgenden.  Wir  legen  A  in  den  Durchschnittspunkt 
von  zwei  auf  einander  folgenden  Inflexionstangenten  f,  und  t2 
des  Büschels  B".  Die  Curve  Fa  berührt  i\  und  i^  respektive  in 
den  Punkten  I,  und  I2 ,  den  Inflexionen  des  Büschels  B".  Der 
Durchschnittspunkt  A  der  zwei  Tangenten  /,  und  i^  der  Fa 
liegt  also  in  endlicher  Entfernung  von  den  Berührungspunkten 
I,  und  I2,  d.  h.    der  Punkt  I  ist  Doppelpunkt  der  Curve  Fa. 


262      ' 

Die  Pseudo-Steiner'sche  Curve  ist  also  die  Enveloppe  der 
iDflexionstangenten  des  Büschels  B*.  Die  Ordnung  dieser  Enve- 
loppe ist  also  3  (2n  —  2f. 

7.  Mit  den  Punkten  A  einer  Curve  K'*  von  der  fi^  Ordnung 
korrespondieren  die  Curven  eines  Systems  mit  den  Charakte- 
ristiken  /*,/*.  2  (2n  —  2).  Diejenigen  Curven  Fa,  welche  einen 
gewissen  Punkt  Q  enthalten,  entsprechen  den  Schnittpunkten 
von  E'*  mit  der  Geraden ,  welche  in  Q  eine  Curve  des  Büschels 
B*  berührt.  Die  Anzahl  dieser  ist  /u,.  Um  die  Curven  Pa,  die 
eine  Gerade  I  berühren ,  zu  finden ,  ziehen  wir  die  Tangenten , 
welche  in  den  Punkten  der  Geraden  I  die  Curven  des  Büschels 
B"  berühren.  Die  Gerade  I  berührt  2n  —  2  Curven  dieses 
Büschels  J  und  ist  also  (2n  —  2)-fache  Tangente  der  Enveloppe 
dieser  Tangenten.  Die  Klasse  der  Enveloppe  ist  2n  —  1 ,  weil 
in  jedem  Punkte  der  l  ausser  /  noch  eine  Tangente  möglich  ist. 
Es  giebt  keine  weiteren  mehrfachen  Tangenten.  Die  Ordnung 
der  Enveloppe  ist  also  (2n  —  1)  (2n  —  2)  —  (2n  — 2)(2n—  3)  = 
2  (2n  —  2).  Den  Durchschnittspunkten  dieser  Enveloppe  mit 
der  Curve  E^  entsprechen  die  Curven  des  Systems,  welche  l 
berühren.    Die  Zahl  dieser  Curven  ist  also  /i .  2  (2n  —  2). 

8.  In  dem  zweiten  Teil  dieses  Aufsatzes  betrachten  wir  die 
Systeme  der  Curven  Fa,  die  ein  fester  Punkt  A  bestimmt  in 
Bezug  auf  die  Büschel  B",  welche  in  einem  "Seize  'S*  enthalten 
sind.  Den  Büscheln  dieses  Netzes  entspricht  eine  zweifach 
unendliche  Reihe  von  Curven  F,  welche  ein  Netz  N^»--^  bilden. 
Soil  nSmlich  eine  Curve  F  aus  diesem  Systeme  durch  oinen 
Punkt  P  gehen ,  so  muss  der  bestimmende  Büschel  B**  diejenige 
Curve  enthalten,  welche  in  P  die  Oerade  PA  berührt.  Soil 
diese  F  auch  durch  den  Punkt  Q  gehen,  so  muss  eine  der 
Curven  des  bestimmenden  Büschels  B"  in  Q  die  Gerade  QA 
berühren.  Diese  zwei  Curven  bestimmen  den  Büschel  B"  und 
folglich  die  Curve  Fa  eindeutig.  Also  bilden  die  Curven  F 
ein  Netz. 

9.  Einem  Curvenbüschel  der  F  mit  einem  Grundpunkte  P 
entsprechen  diejenigen  Büschel  des  Netzes  N" ,  in  welchen  die 
Curve  Cr  enthalten  ist ,  die  in  P  die  Gerade  PA  berührt.  Grund- 
punkte  dieses   Büschels  sind   der  Punkt  A  und  die  n{n  —  1) 
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PuDkte,  wo  Strablen  aus  A  die  Curye  Cp  berühren.  Wir 
setzen  Toraus,  dase  das  Ketz  N*  keine  Grundpunkte  hat.  Die 
Aozahl  der  Grundpuakte  eines  Büschels  der  r  ist  (2n  —  1)^ 
Die  fehlenden  3n  (n  —  1)  Grundpunkte  können  nur  aus  Punkten 
hervorkommen ,  in  denen  die  Curven  eines  Büschels  des  Netzes 
N"  eine  gemeinschaftliche  durch  A  gehende  Tangente  haben. 
Dies  sind  bekanntlich  Enotenpunkte  des  Ketzes  H*.  Die  Klasse 
der  Enveloppe  der  einem  Büschel  aus  dem  Netz^  N*  gemein- 
schaftlichen  Tangenten  ist  folglich  3n  (n  —  1). 

Diese  3n  (n  —  1)  Punkte  und  der  Punkt  A  sind  Grundpunkte 
des  Netzes  N*»— i  der  Curven  F. 

10.  Sei  Q  ein  Punkt  der  Enotencurve  A,  des  Ketzes  N", 
und  sei  C'^  diejenige  Curve  dieses  Netzes,  welche  in  Q  einen 
Enoten  bat.  Jedem  Büschel  B*  aus  N",  der  die  Curve  G\  enthalt, 
entspricbt  eine  Curve  F,  die  durch  den  Punkt  Q  geht.  Alle 
Curven  F  dieses  Büschels  berühren  in  Q  die  Gerade  /,  welche 
mit  der  Gerade  QA  harmonisch  liegt  in  Bezug  auf  die  Enoten- 
tangenten  der  Curve  G\  (conf.  2).  Eine  der  Curven  F  aus 
dem  Büschel  bat  also  einen  Enoten  in  Q.  Diese  entsteht  aus 
dem  Büschel  6"  für  welchen  Q  Grundpunkt  ist.  Die  von  diesem 
Büschel  in  AQ  eingeschnittene  Punkteninvolution  bat  namlich 
einen  festen  Punkt  in  Q,  und  also  zahlt  Q  für  zwei  Doppel- 
punkte ,  d.  h.  für  zwei  Punkte  der  Curve  I  \  Weil  die  anderen 
Curven  F  in  Q  die  Gerade  l  zur  Tangente  haben,  so  muss  Q 
für  diese  Curve  F  ein  Enotenpunkt  sein. 

11.  Die  Ordnung  der  Enotencurve  Ai  des  Netzes  N*  finden 
wir  auf  folgendem  Wege.  Die  3  (n  —  1)^  Enotenpunkte  eines 
Büschels  B"  und  die  in  N°.  9  gefundenen  3n(n —  1)  Punkte, 
zusammen  also  3 (n  —  l)(2n  —  1)  Punkte,  sind  die  Durchschitts- 
punkte  der  dem  Büschel  B*  entsprechenden  Curve  F  mit  A^. 
Die  Ordnung  der  Aj  ist  folglich  3  (n  -  1)  (2n  —  1) :  (2n  —  1)  = 
3(n— 1),  (conf.  N^  4). 

12.  Die  Enotencurve  A  des  Netzes  N**  — *  ist  von  der 
3  (2n  —  2)*^  Ordnung.  Ausser  der  in  N^  10  genannten  Curve 
A)  musz  A  auch  noch  in  einer  Curve  A2  von  der  Ordnung 
3  (2n  -  2)  -  3  (n  -  1)  =  3  («  —  1)  bestehen.  Aus  TS^.  6  er- 
hellt,  dass  A2  identisch  ist  mit  dem  Ort  der  Inflexionen  des 
Netzes  N",    deren  Infiexionstangenten  den  Punkt  A  enthalten. 
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Seien  T,  und  I,  zwei  auf  einander  folgende  Infiexionen  des 
Net^es  N",  t'l  und  t'a  die  durch  A  gohenden  InfloxionstangeoteD. 
Die  zwei  Curyen  des  Netzes  N",  welche  respektive  diese  In- 
flexionen  enthalten,  bestimmen  zusammen  einen  Büschel  B". 
Die  entsprechende  Curve  r  hat  einen  Enoten  in  dem  Punkte  I. 
Der  Ort  der  Inflexionen  aus  eioem  Netze  ^*,  deren  Tangen- 
ten durch  einen  festen  Punkt  A  gehen,  ist  also  von  der 
3  (^  _  Ijten  Ordnung.     Der  Punkt  A  ist  dreifacher  Punkt. 

13.  Die  Curven  A,  und  Ashaben  9(«  —  1)*  Schnittpunkte. 
Hierzu  gehören  die  3n  (n  —  1)  in  N®.  9  gefundenen  Grund- 
punkte  des  Netzes  N**-^.  Eine  der  Curven  des  Büschels  B* 
welche  in  einem  dieser  3n  (n  —  1)  Punkte ,  den  wir  P  nennen , 
die  Yerbindungsgerade  PA  berühren,  hat  in  P  eine  Inflexion. 
Der  Punkt  P  gehort  also  auch  zu  der  Curve  A,. 

Die  weiteren  9  (n  —  1)^  —  3n  (n  —  1)  —  2  (2n  —  3)  (n  —  1) 
Schnittpunkte  sind  Knotenpunkte  des  Netzes  N"  welche  eine 
durch  A  gehcnde  Euotentangente  zeigen.  Weil  diese  die 
Curve  des  Ketzes  N"  in  drei  zusammenfallenden  Punkten 
schneidet,  gehort  dieser  Punkt  zur  Curve  Aa-  Die  Enveloppe 
der  Kootentangenten ,  die  Zeuthen'sche  Curve,  des  Netzes  N" 
ist  folglich  von  der  (6n^  -  15n  +  9)*~  Klasse. 

14.  In  jedem  Punkte  P  liegen  drei  Inflexionen  von  Curven 
des  Netzes  N".  Durchlauft  der  Punkt  P  die  Gerade  p ,  so  geht 
aus  3  (n  —  1)  Schnittpunkten  von  p  und  A,  jedesmal  eine 
InflexionstaDgente  durch  A.  Die  Klasse  der  Enveloppe  dieser 
Inflexionstangenten  ist  also  3  (n  —  1).  Weil  durch  jeden  Punkt 
von  p  drei  dieser  Tangenten  gehen ,  ist  p  selber  3  (n  —  2)-fache 
Tangente  dieser  Enveloppe ,  und  weil  keine  weiteren  mehrfachen 
Tangenten  vorkommen  ist  die  Ordnung  der  Enveloppe 

(3n  —  3)  (3n  —  2)  -  (Sn  -  6)  (Sn  -  7)  =  18n  —  30. 

Durchlauft  der  Punkt  P  eine  Curve  K'*,  so  gehen  aus  den 
/i .  3  (n  —  1)  Schnittpunkten  von  K'*  und  Aj  Inflexionstangenten 
nach  A.  Die  Klasse  der  Enveloppe  der  Inflexionstangenten 
ist  also  /* .  3  («  —  1). 

Ist  K'*  identisch  mit  A, ,  so  zerfallt  die  Enveloppe  in  die 
Zeuthen'sche  Curve  und  die  Enveloppe  der  eigentlichen  In- 
flexionstangenten. 
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15.  Urn  die  erhaltenen  Resultate  auf  analy tischcm  Wege  zu 
bestatigen,  können  wir  entweder  die  GleichuDg  der  Curyen  F 
untersuchen ,  und  dazu  mit  Yorteil  die  symbolische  Daratellang 
benutzen  j  oder  die  singularen  Punkte  jedesmal  als  Koordinaten- 
anfang  wfthlen  und  nur  die  Anfangsglieder  der  GleichuDg  der 
F  berechnen.  Diejenige  Curve  des  gegebenen  Büschels  B", 
welche  eine  Singularitftt  zeigt,  können  wir  stets  als  eine  der 
bestimmenden  Curven  dieses  Büschels  wahlen.  Ein  Paar  Bei- 
spiele  werden  genügen  um  die  Rechnungsweise  fur  alle  anderen 
F&lle  zu  zeigen. 

Die  Gleichung  der  Grundcurven  sei 

[  C,  =  öToo  +  «lo^?  +  OqiV  +  <hxf^^  +  ör„a:y  +  a^^  +  . . .  =  0. 


(1)      . 

fCj  =  6oo  +- ftioa?  +  ftoiy  +  620^^*  +  ftiiay +  fto5iy*+...  =  0. 

Der  erste  Index  stimmt  mit  dem  Exponent  der  x,  der  zweite 
Index  mit  dem  Exponent  der  y  überein.  Seien  x, ,  y,  die 
Eoordinaten  des  Punktes  A,  so  ist  die  Gleichung  der  F 

(2,(«-.,)j<^|'-C.§}+(,-„)|c.f-(i§|-0, 

d.  h. 

—  ar,  (öfooftio  ~  *oo^io)  —  Vx  (ö^oo^oi  —  ^oo^oi)  + 
+  ^  [«00*10  —  «10*00 ]  4-  y  [«00*01  —  *oo«oi J =  0. 

16.  Der  Eoordinatenanfang  O  liegt  auf  der  Curve  F,  wenn 
^1  («00*10  —  *oo«io)  +  yx  (flfooftoi  —  *oo«oi)  =  0,  d.  h.  wenn  A  auf 
der  Tangente  liegt,  welche  in  O  eine  Curve  des  Büschels 
icC,  +  ACa  =  O  berührt. 

Sei  diese  Tangente  die  Achse  der  a;  (y,  =  0)  und  berühre 
die  Grundcurve  C,  =  O  diese  Achse  in  O.  {a^  =  a,o  =  0) 

Gleichung  der  F: 

2«ao*oo^i^  +  [-  «01*00  +  («11*00  -  «oi*io)^il  y  +  R  =  O 
Gewöhnlicher  Punkt.     Die  Tangente  ist  verschieden  von  OA 
Legen  wir  A  jetzt  in  O.    (yt  =  ^x='  0) 

F  =  —  ao,6ooy  -  2a^^  +  R=  O 
Gewöhnlicher  Punkt;  die  Tangente  fallt  mit  der  Tangente  der 
durch  A  gehenden  Curye  des  Büschels  B"  zusammen. 
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17.  Die  Curve  Q  =^0  hat  eine  Inflexion  in  O. 

(öroo==a,o  =  02o  =  yi=0) 
r  =  [—  «01*00  +  («11*00  —  öroi6io>i]  V  +  ^a^hoffc^x^  +  R  =  0. 

Die   Gerade    AO    beriihrt    F   in  0  in   einem  gewöhnlicben 
Punkte. 

Rückt  nun  auch  A  in  O  {xx  =  0). 

r  ^  —  a^xh^y  —  ^a^h^  4-  R  =  0 , 

d.  h.  in  A  liegt  eine  Inflexion  der  F  mit  derselben  Inflexious- 
tangente  als  die  Curve  C,. 

Ein      weitere      Singularit&t     entsteht    wenn    Xx  ^  0    und 
—  öfoi^oo  +  («11*00  —  «01*10)^1  =  0 

F  =  3(73o*ooa:'ia^  +  [—  2(71, *oo  +  (2«2i*oo  —  ^(^oif>7o)^i]^y  -h 

+  [—  2flro2*oo  +  («i2''oo  —  ^01*11  +  «11*01  +  öro2*iok,]y*  +  R  =  0. 

Dies  ist  ein  Knotenpunkt  der  F,  und  der  Punkt  A  ist  der 
Pseudo-Steiner'sche  Punkt  der  No.  6.  Man  findet  diesen  Punkt 
auch  als  Durchschnittspunkt  der  Achse  der  x  mit  der  folgenden 
Tangente  des  Büschels  B\ 

Oanz    analog   ist   die    Behandlung    der   Inflexionen  hoherer 
Ordnung. 

18.  Sei   0    ein  Knotenpunkt  der  Curve  C,.     Der  Punkt  A 
liegt  auf  der  Achse  der  x.  («qo  =  «10  =  ^^oi  =  y,  =  0). 

F  =  2«2o*off^i^  +  «i/oo^iy  +  R  =  0. 

Gewöhnlicher   Punkt.     Die    Tangente   fallt  zusammen  mit  der 
Tangente  der  ersten  Polare  des  Punktes  A  bez.  der  Curve  C,. 
Legen  wir  eine  der  Knoten tangen  ten  durch  A    («20  =  0) 

F  =  «n*ooir,y  +  3ci3o*ooir,ic^  +  R  =  0. 

Die  F  berührt  die  Oerade  OA  in  einem  gewohnlichen  Punkte. 
Der  Punkt  A  rückt  auch  in  0  (xx  =  0) 

F  =  —  2(720*00^:^  —  2a„ftoo^y  -  2flroa6oQy*  +  R  =  0 

Doppelpunkt  der  F  dessen  Tangenten  mit  denen  der  Curve  C, 
zusammenfallen. 

In  ganz  derselben  Weise  untersucht  man  die  Flecnodalpunkte, 
Fleflecnodalpunkte ,  Rückkehrpunkte  u.  s.  w. 
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19.  Sei  O  jetzt  ein  Grundpunkt  des  Büsohels  B*.     A  liegt 
auf  der  Achse  dor  x.    («oo  =  *oo  =  yi  =  0) 

r  =  (-  ao,6,o  +  ct\oK)xxy  —  (ö^io^ao  —  ö^ao^ioVi**  +  R  =  0. 

Die  Curve  F  berührt  OA  in  einem  gewöhnlichen  Punkte. 
Sei  jetzt  OA  iDfiexionstangente  der  Curve  C|.  (^io  =  ^ao=^0) 

r  ^  —  ö^oi^o^iy  +  2030*10^1^»'  +  R  =  0. 

Die  Gerade  O  A  ist  auch  für  die  F  TuflexioDstaiigente. 
Der  Punkt  A  rückt  auch  in  O.  (xx  =  0) 

r  =  (—  a„6,o  +  aoib2o)x^  +  (öToi^i  -  ö^n^oi  —  <»c»*io)ay*  + 
+  (fl^oiftoa  —  0^02601)^'  +  R  =-  0. 

Dreifacher  Punkt  der  F.    Die  drei  Tangenten  fallen  mit  den 
Tnflexionstangenten  des  gegebenen  Büschels  zusammen. 

20.  Die  Curve  Ci  hat  in  dem  Grundpunkte  O  einen  Enoten. 
(aoo  =  fl'oi  =  0,0  =  ^00  =  yi  =  0) 

F  =  a2o6i(>r,aj*  +  2a2xfioiXixy  +  (ff„ioi  —  ö^oa^io)^!»'  +  R  =  0. 

Dies  ist  ein  Enoten  der  F. 

Sei  O  A  eine  der  Enoten  tangenten  der  Curve  C,.  (o^^O) 

F  =  (flubot  —  OTcttftio^iy*  +  2flr5o6|oXix'  +  R  =  0. 

Dies  ist  eine  Spitzo  der  Curve  F  und  O  A  ist  Spitzentangonte. 
Wenn  a,,&oi  —  ^02^10  =  O,  so  zeigt  F  einen  dreifachen  Punkt. 
Sei    OA    gemeiDschaftlicho    Tangente    für   die   Curven   des 
Büsohels  B"  (otoo  =  «'lo  =600=  *io  =  yi  =  0) 

F  =  -  (2001*20  -  2^/20*01  )^i'y  +  (—  0^01*11  +  «'ii^oi^iy*  + 

+  [— 0^20*01  •  •  •  -l^V  +  Kftii  •  .  .  -^y^  +  K^c»  ■  .  •  .]y'  + 

+  [—  <>20*30^1     .    .    .    .]iC*    .    .    .    .    +  R  =  0. 

Flecnodalpunkt  mit  OA  als  Flednodaltangente. 

21.  Rückt  schlieszlich  A  in  den  Punkt  O,  wo  C,  einen 
Enoten  hat,  und  sei  die  Achse  der  x  Enotentangente 
(öToo  =  ör,o  =  «01  =  «20  =  ^oo  =  ^1  =  yi  =  0) 

F=  -  On^o^y  +(-  ör„ioi—  flfo2*io)^y*-  fl^cö^oiy^—  ^a^^^fP^ ...^0- 
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Dreifacher  Punkt.    Die  GleichuDg  der  drei  Tangenten  ist 
y(^n«  -f-  a^)  (J,o«  +  ftoiy)  =  0. 

Zwei  dieser  Tangenten  fallen  zusammen  mit  don  Knotentan- 
genten  dor  C, ,  die  dritte  Tangen  te  mit  der  gemeinschaftlichen 
Taiigeute  der  übrigen  Curven  des  Büscbela. 

Jede    beliebige  singularitat   kann   man    ganz   analog  unter- 
Buchen. 


K  1  e 


SUR  LA  QUESTION  1044  DE  yiNTERMÉDIAIRE  DES 
MATHÉMATICIENS, 


PAR 


J.  W.  TESCH. 


Dans  Ie  numero  de  Mai  1897  de  V Intermediaire  des  Mathé- 
maticiens  (Tome  lY,  p.  97)  on  trouve  la  question  suivante^ 
proposée  par  M.  H.  G.  A.  Yerkaart: 

„On  mëne  par  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  ABC  les 
transversfiles  AD,  BE,  CF,  oü  D,  E,  V  sont  les  points 
d^intersection  ayec  BC,  CA,  AB  et  qui  se  coupent  en  P. 

Determiner  Ie  point  P,  tel  que  Ton  ait  PD=5PE  =  PP.*' 

Jusqu'ici  VI.  d.  M.  n'a  donné  qu'une  seule  réponse  due  k 
M.  G.  Candido  (Tome  Y,  p.  154)  et  conguo  en  ces  termos: 

„TJne  mise  en  equation  du  probiëme  peut  dériver  des  for- 
mules  suivantes;  en  posant : 

Bp_       CE_       AF_ 
DC"""^'  EA""^'  PB~^ 

on  a  xyz  =  1 , 

rD^^^(y+^)y+^'(y+^)~-"^    ^^^i)y+c'(y+i)~^ 

1  +  y  l+y  +  yz 

et  des  formules  analogues  pour  PE,  PF." 

Je  crois  pouvoir  constater  que  c'est  dans  la  solution  de  telles 
equations  que  git  la  difBculté. 

Ce  qui  suit  est  une  tentative  pour  moner  un  peu  plus  loin  la 
solution  de  ce  probiëme  interessant. 
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Soient  x^   y,   z  les   loagueura  des  perpendiculaires  menées 
de   P   sur   BC,  CA,  AB. 
On  a 

AD      A^ 
PD~  rr* 
Ainsi 

AP  __  A41  —  X      2A  —  oa?      by  -{-  cz 
PD  X  ax       ~"       flw;     * 

Par  conséquent 

ax 
oy  +  CZ 


maïs  oomme 

AP2  =:  ^.JTJI 

sio*  A 
on  trouve: 


flin'  A 


aV         y*  +  «^  +  2^2;  cos  A  _       6^        g^  +  a?'  + 2ga?oo8  B  _ 
(6y  4-  c^P  ■  sin»  A  ""  (c2;  +  ax)^  *  sin^  B  "^ 

c^^«         ar*4-ya  +  2a:yco8C 
""(ox  +  èy)»  •  sin^C  ^^ 

Ainsi  Ie  point  cherché  P  est  un  point  commun  aux  denx 
courbes : 

*V«  -|-aa?)%*-h^*-t-2y2Cos  A)  =  y2(iy  -f  cz)\z^-^x^+-2zxcosB) . .  (2) 
y\ax  +  bjffif+x^-^-'lzxQOs  B) = z\cz  +  aa?)*(ar^+y^-h2a;y  cos  C)  . .  (3) 

On  Toit  facilement  que  les  courbes  (1),  (2),  outre  par  les 
points  cycliques  passent  e.  a.  par  les  six  points  suivants,  tons 
situés  k  riniini: 

^  r>  2  1  1 

—  1,  cosC,  cosB; ,        —  ,        —  ; 

abc 

n  1  A  1  2  1 

cosC,  —  1,  cosA;  — ,     -  — ,        — ; 

abc 

T.  *  .  112 

cos  B ,  cos  A ,  —  1 ;  — ,        -p-  , • 

abc 
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Il  en  suit  que  la  droite  k  riufiDi  a  plus  de  six  points  en 
commun  avec  les  deux  courbes  (2),  (3)  qui  sont  du  sixième 
degré  et  ainsi  doit  faire  partie  du  lieu,  de  sorte  que  chacune 
de  ces  C^  dégénère  en  une  droite  et  une  (?. 

Mais  il  faut  done  aussi  que  les  courbes  inverses  de  (2),  (3) 
savoir : 

y\cx-\-azy(y^-\-2^i-2y2COBA)==a^(bz-\-cyy^{x^-\-z^-\--2xzooeB) . .  (4) 

z^{ay+  bz)\z^+a^+2zxoo&'R)=ry^{cx+azf(x^'\-y^+2xy  cos  C) . .  (5) 

qui  sont  du  sixième  degré,  dégénèrent  en  une  courbe  (?  (Ie 
cercle  circonscrit)  et  une  courbe  C*.  En  efTet  on  trouve  que 
chacune  des  equations  (4) ,  (5)  a  un  facteur  ayz  +■  hzx  +  cxy  =  O, 
après  la  suppression  de  laquelle  les  equations  se  réduisent  è: 

x\bz  +  ey)  +  xH\  2(bz  4-cy)  cos  B  — ay }  f  x\bz^  hyz^c  ~  2a  cos  B)  — 

-  yh{b  -  2ccos A)—  cy^J  —  ayz{y^  +-  ^^^  +  2y2r  cos  A)  =  O  . .  (6) 

x\bz  -  ry)  +  x^2b  cos  Bz^  +  yz{a  —  2c  cos  B)  —  2cy»  cos  CJ  + 

+  x\bz^  +  y2^(2a  cos  B  -  c)  —  y^z(b  —  2c  cos  A)  —  cy^  + 

+  ayz{z^  -y2)^0 (7) 

Après  avoir  pris  la  somme  et  la  difference  de  (6)  et  de  (7), 
on  peut  diviser  par  2  et  omettre  Ie  facteur  y,  après  quoi  on 
trouve : 

bzx^+x\2b  cos  B  2»— cy^  cos  C)  ^x(bz^—cy^)  -  ay^z(y  -\-z  cos  A)  =  O  (8) 
cx^  —  x^2(a  —  2c  cos  B)  --  cy  cos  C}  +  xz\z{c  —  2a  cos  B)  -f- 
+  y(ft  —  2cco8  A)j  —  az^z  +  y  cos  A)  =  0.     .     .  (9) 

Les  points  P'  communs  k  (8)  et  k  (9)  sont  les  inverses  des 
points  cherchés  P. 

Or  la  courbe  C^,  representee  par  (9)  a  un  point-double  en  B 
et  est  par  conséquent  rationnelle,  ce  qui  permet  d'exprimer 
ses  coordonnécs  en  fonction  d'un  seul  paramètre.  La  substitu- 
tion z  =  lx  donne 

X  y 


(c  +  at)  {l  cos  A  —  cos  C)      (c  -al){l+  21  cos  B  +  P) 

z 


l{c  +  al)  {l  cos  A  —  cos  C) 


(10) 
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En  Bubatituaat  ces  yaleurs  en  (8)  on  obtiendrait  une  equation 
du  12*  degré,  qui  cependant  admet  les  facteurs  (o  +  a/)^  =  0, 
2  cos  A  —  cos  C  =  O ,  P  +  2/  cos  B  +  l  =  O ;  aucune  des  yaleurs 
de  l^  qu^on  trouve  ainsi,  ne  satisfait  aux  conditions  du  pro» 
blème.  En  effet  P  +  2/  cos  B  +  1  =  O  indique  les  deux  points 
cycliques  et  Ton  vérifie  que  les  equations  (8)  et  (9)  sont  satis- 
faites  par  les  coordonnées  de  ces  points.  Quant  aux  facteurs 
(c  +  al)^  =  O ,  /  cos  A  —  cos  C  =  O ,  ils  montrent  que  Ie  sommet 
B  de  ABC  est  une  solution  triple.  QuMl  doit  en  être  ainsi 
résulte  de  ce  que  B  est  un  point  double  de  (9)  et  que  la 
tangente  en  B  è  (8)  est  une  des  tangentes  k  (9)  au  point 
double,  de  sorte  que  Ie  point  B  doit  compter  pour  trois. 
L'équation  finale  se  trouve  ainsi  du  septième  degré.  Il  en 
résulte  que  Ie  problème  admet  un  nombre  impair  de  solutions. 

On  pourrait  se  demander  sMl  serait  possible  que  les  formules 
(10)  prissent  une  forme  plus  simple,  parce  que  l  +  2{cosB  +  P 
admettrait  soit  un  facteur  /  cos  A  —  cos  C ,  soit  un  facteur  c  4  »/• 
La  condition  nécessaire  serait  sin  (A  +  C)  =  O  ou  i  =  0.  Et 
la  supposition  que  l  cos  A  —  cos  C  aurait  un  facteur  c  -^  al 
conduit  k  la  Condition  c  cos  A  =  a  cos  C ,  ce  qui  indique  un 
triangle  isocèle,  cas  qui  sera  traite  plus  loin. 


II  reste  k  examiner  si  Ie  problème  a  des  cas  particuliers  qui 
admettent  une  solution  par  la  regie  et  Ie  compas. 

I.  Considérons  en  premier  lieu  Ie  triangle  isocèle  ABC, 
AB  =  AC.  Il  est  évident  que  dans  ce  cas-14  Ie  point  P  sera 
situé  sur  la  hauteur  menée  de  A  sur  BC ,  et  que  y  =  z. 
L'équation  (3)  se  reduit  k  une  identité  et  (2)  après  la  suppression 
de  la  droite  k  Tinfini  devient: 

AA                    A 
4a:'  sin  —  cos*  — a;y*  sin y«  =  O  .     .     .(11) 

(Les  equations  (8)  et  (9)  conduisent  au  même  résultat). 

En  general  il  ne  sera  pas  possible  de  construire  les  racines 
par  la  regie  et  Ie  compas. 

Reprenons  la  question  en  nous  servant  d*un  système  de 
coordonnées  cartésiennes ,  et  prenons  comme  axes  la  base  BC 
et  la  hauteur  AD.  Soit  BC  =  2a,  AD  =  A,  DP  =  /.  On 
trouvera : 
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h  +  l  \        \h  +  l 
4AJ3  — aV  +  2a^«  — a«A»==0     ....     (12) 
prenant  /,  =  4hl , 

/,3  _  ^a^a  _|_  8a2A/,  -  löa^A*  =  O , 
prenaot  /2  =  ^i  —  ifl^^ 
?a'  -  4  «V  —  24A2)ij  _  ^  aV  -  36aW  +  216fc*)  =  O  . .  (13) 
Quelques  cas  simples: 

o.    Soit  a»  -  24*2  ^  q,  a  =  2A  1/6  , 
on  a 

/j  =  —  4*2^2,  7,  =  4A2(2  -  -^2) ,  i  =  (2  —  ^2)h. 

üne  seule  racine  réelle. 

b.  Soit  a*  —  36a%a  +  2164*  =  O ,  a  =  Al^6(3  -f- 1/3) , 
on  a 

?,  =  O  ,  /,=2A2(3  +  1/3)  ,  i  =  iA(3  +  1/3)  ; 

l^=2h^VW^    ,  7,r=2A»(3+l/3  +  K673),  Z=  iA(3 +1/3 +1^673); 
/2  =  -2An''6i73,  /,=2*j(3+l/3-K673),  i=  i*(3+l/3-V/673): 

Dans  ce  triangle  isocèle  il  y  a  ainsi  trois  points  P  satisfaisant 
k  la  question;  deux  de  ces  points  sont  sur  DA  prolongée,  Ie 
troisième  est  k  l'interieur  du  triangle. 

c.  Si  au  contraire  a  =  AK6(3  — 1/3) , 
on  a 

ij^=r=0,    /,  =2A»(3  — 1/3),     i=iA(3  — 1/3). 

üne  seule  racine  réelle. 

d.  Si  l'on  applique  la  methode  de  Cardan  è  Téquation  (13), 
la  formule  connue  V\^^  +  ^\p^  se  reduit  k  ^a^h^V Sih?  —  Qa\ 
Soit  a=  3Al/3,  on  a  ?j  =  —  ia»,  ï,  =  Ja^  /  =  ]h. 

L'équation  (12)  peut  s'écrire: 

4hP=^a\l  —  hy. 

En  posant  l=:\^hj  on  tronve 

2A%  =  (i(l-X») (14) 

18 
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Pour  a  et  A  arbitraires ,  la  solution  sort  du  cadre  de  la  geo- 
metrie élémentaire ,  mats  inversement  si  A  est  un  nombre 
rationnel  ou  une  fonction  de  racines  carrées,  il  en  sera  de 
mème  de  a  et  de  h. 

e.  Soit  par  exemple  X^  =  i,  on  trouve  a  =  Av^2,  l=^h. 
Dans  ce  triangle  le  cercle  outre  par  D,  E,  F  passe  par  A 
(Voyez  ci-dessous,  III). 

IL  Yoici  un  genre  de  triangles  qui  admettent  une  solution 
par  la  regie  et  le  compas.  Soit  dans  le  triangle  ABC  le  point 
P  le  point  d'intersection  de  la  bissectrice  de  Tangle  A  avec  le 
cercle  circonscrit.  On  sait  que  P  est  le  centre  d'uu  cercle 
passant  par  B»  C,  T  centre  du  premier  cercle  ex-inscrit.  Or 
si  r,  B'  (point  d'intersection  de  CP  avec  AB),  C'  (point 
d'intersection  de  BP  avec  AC)  sent  en  ligne  droite,  le  point  P 
est  le  point  cherché  pour  le  triangle  AB'C'. 

En  prenant  ABC  pour  triangle  de  reference  on  trouve  que 
la  condition  pour  que  T,  B',  C'  soient  en  ligue  droite  est: 


—  1 


sin 


—  sin 


2 
A 


sin 


(-4) 


1 


sin  (B  f  iA) 


=  0, 


ce  qui  pent  se  réduire  h  2a  =  b  +  c. 

Soient  maintenant  b  =  2p  —  q,  a  =  2p,  e  =  2p-\-q,oa  trouvo 


BC 


:  BB'  =  8in(B  — yj  :  sin  ^ 


p  —  i 

par  conséquent 

AB'  =  ^^^li^. 

p-i 

De  la  même  maniere 

P  +  9 
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ja  +  c»  —  a»      2p«  +  o* 

Et  oomme  cos  A  = — =  -r- — —,  il  résulte  de : 

2be  4/)«— 3»' 


qae 


B'C»  =  AB"  +  AC*  —  2AB' .  AC' .  cos  A 


2p 


^'^  =  p-Zj2  ^(4^  -  2*)  (P"  +  23«). 


Ainsi  si  dans  uu  triangle  AB'G' 

AB':B'C':AC'  = 

=  (P  +  2)  V4p^  —  q^  :  2p  Vp^  +  2q^:  (p  -  q)  VAp^~q^ 

on  construit  Ie  point  P  en  décrivant  sur  B'G'  un  segment  de 
cercle  capable  du  supplément  de  Tangle  A.  Le  point  oü  la 
bissectrice  de  A  coupe  Tare  de  ce  segment  sera  le  point 
cherehé  P. 

Pour  les  coordonnées  de  P  on  trouve  après  quelque  calcul 

x:y  :z  =  Vip^  —  q^  :  2Vp^  +  2q^  :  2Vp^  +  2q\ 

Soit  par  exemple 

p  =  5,  j  =  l.    8i  AB'  =  3v/li,  B'C'==5i/3,  AC'  =  2Kll, 

on  aura 

X  \  y  \  z=^yn  :  2J/8  :  2l/3 ; 

Pr  =  PB  =  PC=»AK3S- 


III.  Par  lee  considerations  suivantes  on  obtient  un  autre 
genre  de  triangles,  admettant  une  solution  par  la  régie  et  le 
compas. 

Soit  ABC  un  triangle,  P  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Si 
A'  est  le  point,  oü  le  diametro  AP  coupe  encore  le  cercle, 
B'  le  point  d'intersection  de  BP  et  A'C ,  C'  celui  de  CP  et  A'B, 
le  point  P  sera  pour  le  triangle  A'B'C'  le  point  cherehé,  si 
B',  A,  C'  sont  situés  en  ligne  droite;  ce  qui  mène  k  la  con- 
dition 

cos  A  cos  C    —  cos  A        cos^  C 


cos  A  cos  B 
1 


oos^  B    —  cos  A 
O  O 


=  0, 


18* 
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ce  qui  se  reduit  k 

tgBtgC  =  2 (15) 

2 

Soit  tg  B  s:  p  (oil  p  est  uu  nombre  positif),  on  aura  tg  C  -=  —  , 

P 

p  2  P*  +  2 

^^^  ^  ~  ^/i   . — ï;  »  sin  C  =  ,  sin  A  = 


1                                  «                                      « 
cos  B  =^ ,  cos  C  = — «  cos  A  = — . 

Ensuite 

2R  sin  C  cos  C 


A'B' 


8in(A-C)    ' 
mais  comme 

on  a 


A'B'  =  2R 
De  méme 


P* 


pK»a+4 
A'C^  =  2R^    ^^^    • 

Il  en  résuUe  que  dans  un  triangle  A'B'C',  défini  par  les 
conditions    A'B'  =  4  K  (P*  +  1)  ,    A'C'  =  p»  V  (p»  +  4)  , 

P 

COS  A'  =  —  cos  A  = -^^ r  »  on  trouve  Ie  point  P  en 

décrivant  sur  B'C'  un  segment  de  cerole,  capable  de  Tangle 
360  —  2A'  et  en  cherohant  sur  Tare  les  points  qui  se  trouvent 
èi  une  distance  de  B'C'  egale  h  la  demi-hauteur.  Le  cercle 
sur  lequel  se  trouveront  les  pieds  A,  6,  C  des  transversales , 
passera  par  A^ 

ExEMPLE.  Soit  p  =  l  ,  A'B'  =  4  v^  2  ,  A'C'  =  1/  5  , 
cos  A'  =  —  Vn  K^O ,  B'C'  =  3v^5 ,  on  trouve  après  des  calculs 
un  peu  laborieux: 

x^iVh,    y=    Jl/5,     e=iK2,     .     .     (16) 

^i  =  IK5,    yi=:MK5,    r.  =  -ii/2.    .    (17) 
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On  vérifiera  que  Ie  point  P  (16)  satisfait  èi  la  condition  (1) 
et  que  dans  A'B'C  on  aura  PA  =  PB  =  PC  =  1.  Le  point  (17) 
ne  satisfait  pas  k  (\). 

Pour  que  le  triangle  A'B'C'  soit  isocèle,  il  faut  que 
4l/(p*4- 1)  ==|?'K(p^  H- 4).  Or  cette  equation  a  une  racine 
p*  =  2  et  trois  racines  égales  p*  =  —  2.  Il  n'y  a  que  la  racine 
p^  =  2  qui  donne  des  yaleurs  admissibles.  EUe  conduit  au 
triangle  traite  dans  Ie ,  qui  par  conséquent  parmi  les  triangles 
isocèles  est  le  seul  oü  le  cercle  D£F  passé  par  A. 


L'Sa 


DE  HERLEDING  YAN  EEN  KEGELSNEDE  OP  DE  ASSEN  ALS 

HARE  VERGELIJKING  OP  EEN  SCHEEFHOEKIG 

COÖRDINATENSTELSEL  GEGEVEN  IS, 


C.  VAN  ALLER. 


1.    Zy    op  een  assenstelsel,  waarvan  w  de  coördinatenhoek 
is,  een  kegelsnede  gegeven  door  de  vergelgking 

Aa?  +  2Bay  +  Cy»  +  2D:c  +  2Ey  +  P  =  0    .    .    (1) 

dan  kan  men  gemakkelijk  de  vergelijking  op  de  assen  afleiden 
in  het  geval,  dat  de  kegelsnede  een  ellips  of  hyperbool  is  — 
of  de  topvergelijking ,  ingeval  zg  een  parabool  is  —  door  ge- 
bruik te  maken  van  een  bekende  eigenschap,  die  de  functies 
Al  =  A  +  C  —  2  B  cos  o» ,  Aa  =  AC  — -  B*  en  de  discriminant 
A)  der  kegelsnede  bg  coördinatentransformatie  bezitten.  Wenscht 
men,  wat  wg  zullen  onderstellen,  die  afleiding  tevens  tot  de 
constructie  der  kegelsnede  dienstbaar  te  maken,  dan  moet  bo- 
vendien  de  vraag  worden  opgelost,  welke  plaats  het  nieuwe 
stelsel  ten  opzichte  van  het  gegevene  inneemt.  In  het  geval 
dat  de  kegelsnede  een  middelpunt  heeft,  zal  men  dan  eerst 
door  evenwijdige  verplaatsing  der  coördinatenassen  dat  punt 
tot  oorsprong  van  coördinaten  maken ,  waardoor  de  vergelijking 
(1)  overgaat  in 

Ax^  +  2Bxy  +  Gy^+-^^0 (2) 

Om  vervolgens  de  richtingen  der  assen  te  vinden,  zou  men 
(zie  o.a.  Leerboek  der  Analytische  Meetkunde  door  Dr.  P.  van 
Geer,  §  17)  eene  vierkantsvergelgking  kunnen  opstellen,  die 
de  richtingscoëfficienten  van  de  assen  tot  wortels  heeft  en  met 
behulp  van  deze  de  assen  construeeren. 
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Kan  de  laatstgenoemde  constractie  bezwaarlgk  op  eenvoudig- 
heid aanspraak  maken ,  afgezien  hiervan  moet  tegen  de  aange- 
geven methode  worden  aangevoerd ,  dat  zij  tot  het  construeeren 
van  de  kegelsnede  niet  geheel  toereikend  is.  Immers  een 
kegelsnede  kan  op  tweeërlei  wgze  zoo  geplaatst  worden,  dat 
hare  assen  langs  twee  gegeven  onderling  loodrechte  Ignen 
vallen;  zoodat,  wanneer  de  lengte  der  assen  is  berekend,  ook 
nog  bekend  moet  zgn,  langs  welke  der  onderling  loodrechte 
lijnen  een  aangewezen  as  van  de  kegelsnede  moet  vallen. 
Maakt  men  dus  scheiding  tusschen  de  vraagstukken  ,,bet  bepa- 
len  der  lijnen  waarlangs  de  assen  der  kegelsnede  vallen"  en 
,,het  afleiden  van  hare  vergelijking  in  den  kanonischen  vorm", 
dan  zal,  wat  de  plaatsing  der  kegelsnede  betreft,  altijd  dub- 
belzinnigheid blijven  bestaan.  Eene  dergelijke  opmerking  kan 
ook  worden  gemaakt,  als  de  kegelsnede  een  parabool  is. 

De  bedoelde  dubbelzinnigheid  wordt  vermeden,  als  gebruik 
wordt  gemaakt  van  coördinatentransformatie]  de  hiertoe  noodige 
herleiding  kan ,  zoo  als  in  het  volgende  blijken  zal ,  bijna  even 
eenvoudig  worden  uitgevoerd  en  geeft  tot  eene  even  eenvoudige 
constructie  van  de  richting  der  assen  aanleiding  als  in  het 
algemeen  bekende  geval,  dat  het  oorspronkelijke  stelsel  recht- 
hoekig is.    Het  doel  van  dit  opstel  is  het  gezegde  aan  te  toonen. 

2.  Indien  van  het  stelsel  XOY  wordt  overgegaan  tot  het 
stelsel  X'OT',  de  as  OX'  hoeken  a  en  (i  maakt  met  de  assen 
OX  en  OY»  en  de  as  OY'  hoeken  a'  en  /3'  met  diezelfde 
assen,  dan  zijn  de  transformatieformules 

x'  sin  3  +  y'  sin  /3'  x'  sin  a  +  y'  sin  «^ 

ir  = : ,  y  = : , 

sin  w  sm  UI 

hierbij  zijn  de  hoeken  a,  /3,  a'  en  /3'  zoodanig  geteld,  dat 
a  +  p  =  a' +  fi' =^fo  is.  Is  het  nieuwe  stelsel  rechthoekig, 
dan  is  a'  =  a  +  90®  en  /3'  =  /3  —  90®  ,  zoodat  de  formules 
worden 

x'  sin  /3  —  y'  cos  /3  a/  sin  a  +  y'  cos  a 

X  = ; ,  y  = ; •    .  (o) 

sin  üi  sm  cü 

Beschouwen  we  nu  eerst  het  geval,  dat  de  kegelsnede  een 
middelpunt  heeft  en  hare  vergelijking  tot  den  vorm  (2)  is 
herleid;  de  substitutie  der  formules  (3)  in  de  vergelijking  (2) 
doet  deze  overgaan  in 
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(A8m*j3  +  2B8inj3Biiia  +  C8in*a)a?'»+2(— A8in^co8j3  + 
+  C  sin  a  COB  a  +  B  sin  )3  cos  a  —  B  sin  a  cos  /3)  x'y'  + 

A«  sin^  cii 
+  (Aco8»/3-2Bcosaco80  +  Cco82a)y'»  +  ~^-- =  0  .  (4) 

Door  den  coefficient  van  x'y'  gelgk  nul  te  stellen ,  heeft  men 
ter  berekening  van  a  en  /3 

—  A  sin  2  ^  +  C  sin  2  a  4-  2  B  sin  O  -  a)  =  O   .     .  (5) 

terwijl  a  +  /3  =  üi  is.     Deze  betrekking  kan  onder  eenvoudiger 
gedaante  worden  gebracht,  omdat 

2  sin  (/3  —  a)  cos  (/3  +  a)  =  sin  2  /3  —  sin  2  a 

of  2  sin  (/3  —  a)  cos  m  =  sin  2  /3  —  sin  2  a 

is;  ze  gaat  daardoor  over  in 

(B  —  A  cos  w)  sin  2/3  —  (B  —  C  cos  ü»)  sin  2  a  =  O  .     .  (5a) 

Zij  geeft  in  dezen  vorm  aanleiding  tot  eene  eenvoudige 
constructie  van  a  en  /3;  verdubbelt  men  den  coördinatenhoek 
door  een  nieuwe  Y-a8  aan  te  nemen  met  behoud  van  dezelfde 
X-as,  en  construeert  men  op  het  dus  verkregen  stelsel  het 
punt  (B  —  Ccosa»,  B  — Acosüi),  dan  maakt  de  Ign,  die  dit 
punt  met  den  oorsprong  verbindt,  een  hoek  2a  met  de  X-as. 
Hiermee  zijn  de  richtingen  van  de  assen  der  kegelsnede  bekend. 
Onderstellen  we  verder ,  dat  de  vergelijking  (4)  voor  de  waar- 
den van  a  en  /3,  die  uit  (5)  of  (5a)  volgen,  overgaat  in 

Ma:'M  W»+^8in2w  =  0 (6) 

^2 

dan  is 

M  =  A  sin»/3  -f-  2  B  sin  /3  sin  a  +  C  sin»  a 

N  =  A  cos»  /3  —  2  B  cos  /3  cos  a  +  C  cos»  a 
waaruit  volgt 

M+N  =  A  +  C-2Bco8o» (7) 

M  -  N  =  -  A  cos  2/3  +  2  B  cos  O  -  a)  —  C  cos  2a  .    (8) 

De  laatste   betrekking  kan  weer  vereenvoudigd  worden  met 
behulp  van  de  formule 

2  cos  (/3  —  a)cosw  =  2cos(/3  —  a)  cos  (/3  +  a)  =  cos  2/3  +  cos  2a 
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waardoor  zij  overgaat  in 

(M  —  N)co8üi=  (B  —  A  cos  cü)co8  2/3  +  (B  —  C  cos  w)  cos 2a  (8a) 

We  hebben  nu  de  waarden  van  a  en  /3,  die  uit  (5a)  volgen, 
te  substitueeren  in  (8a);  stellen  we  daartoe  ter  bekorting 
B  —  A  cos  w  =  P  en  B  —  C  cos  <ü  =  Q  ,  dan  is  P  sin  2fi  — 
—  Q  sin  2a  =  O ,  terwgl  de  waarde  van  P  cos  2/3  +  Q  cos  2a 
berekend  moet  worden. 
Nu  is 

sin  2a  _  sin  2/3 sin  2fai 

"T~""      Q     ■'ihi/(P»4-Q^  +  2PQco82ai)    •     '^^ 

want  sin^  2ü>  =  sin^  2a  +  sin^  2/3  +  2  sin  2a  sin  2/3  cos  2ai ;  noe- 
men we  de  waarde  van  elk  lid  in  de  gelgkheid  (9)  ky  dan  is 

P  cos  2/3  +  Q  cos  2a  =  Y  (^^°  ^a  cos  2/3  +  sin  2/3  cos  2a)  = 
=  ^^^  =  ±1  J/(F+  Q»  -|-2PQco8  2ü.)  =  =hK|(B—  Acosw)»  + 

-f  (B  —  C  cos  ü>)^  +  2  (B  —  A  cos  CÉi)  (B  —  C  cos  w)  cos»  wl  = 

=  ih  cos  üi  KKA  -  C)*  +  4  (B  —  A  cos  6>)  (B  —  C  cos  w)l  .  (10) 

De  betrekking  (8a)  gaat  dan  over  in 

M  -  N  =  ±1  |/{(A  —  C)»  +  4  (B  —  A  cos  w)(B  —  C  cos  oi)}  (8i) 

Uit  (9)  volgen,  men  lette  slechts  op  de  zooeven  vermelde 
constructie,  twee  waarden  van  2a,  die  180^  en  dus  twee 
waarden  van  a,  die  90^  verschillen;  de  gekozen  waarde  van 
a  bepaalt  het  teeken  voor  den  wortelvorm  in  (9).  Blijkens 
(10)  stemt  het  teeken  voor  den  wortelvorm  in  (86)  met  dat 
voor  den  wortelvorm  in  (9)  al  of  niet  overeen ,  naarmate  cos  6> 
positief  of  negatief  is;  bij  de  gekozen  waarde  van  a  is  het 
teeken  voor  den  wortelvorm  in  (8b)  dus  ook  bepaald.  De 
coëfficiënten  M  en  N  van  de  vergelijking  (6)  worden  dus  door 
(7)  en  {8b)  ondubbelzinnig  bepaald. 

3.  Voor  den  vorm  onder  het  wortelteeken  in  {8b)  kan  men 
ook  schrijven 

(A— C)'sin»üi+{(A  +  C)cosiii--2B}2     .    .    (11) 

waaruit  blijkt,  dat  M  —  N  niet  imaginair  kan  zgn. 
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De  bedoelde  Torm  onder  het  wortelteeken  is  ook  gelijk  aan 

(A+C  — 2Bco8«.,)»  +  4(B^-AC)Bin^üi    .     .(12) 

zoodat  de  formules  (7)  en  (8b)  ook  aldus  kunnen  geschreven 
worden : 

M  +  N=A,     en     M  —  N  =  ±i  ]/'(A,«  -  4^^ sin* ai). 

Is  Aj  =  AC— B*=0,  dan  is  dus  M+N  =  ±(M-N), 
zoodat  of  M  of  N  gelijk  nul  moet  zgn.  We  zullen  echter  het 
geval  AC  —  B*  =  O  op  zich  zelf  behandelen. 

4.     ^2  =  0.  Wij  hebben  nu  de  formules  (3)  te  substitueeren 

in  de  vergelijking (1);  de  drie  eerste  termen  gaan  daardoor,  met 

sin*  (ü  vermenigvuldigd ,  over  in  de  drie  eerste  termen  van  (4), 

B* 
Substitueert  men  nu  hierin  C==  — ,   dan   wordt  de  coefficient 


en  die  van  y'* 

N  =  — (Bcosa  — Aoo8j3)» (14) 

A, 

terwijl  de  coefficient  van  x'^  overgaat  in 

—  (Bsina  + A8in/3)(Bcosa  —  Acos/3)     .     .    (15) 

A. 

Hen  kan  dus  den  coëfficiënt  van  x'y'  nul  maken ,  door  hetzij 
B  sin  a  +  A  sin  j3 ,  hetzij  B  cos  a  —  A  cos  j3  gelijk  nul  te  stellen. 

In  het  eerste  geval  wordt  M ,  in  het  tweede  geval  N  =  O ; 
kiezen  we  het  eerste  geval,  dan  wordt  de  richting  van  de 
nieuwe  X-as  (as  der  parabool)  gevonden  door  het  punt  (B,  —  A) 
met  den  oorsprong  te  verbinden.  Toor  de  berekening  van  a 
en  /3  heeft  men 

sin  a      sin  /3  sin  w  sin  üi 

^a"^  "B~  ^  ±  i/( A*  +  B*  -  2  AB  cos  üö "  ih  v^ A A, '  ^ ' ^^ 
hierdoor  wordt,  als  men  elk  der  leden  van  (16)  A/  noemt, 


^1    /sin  /3  cos  a  +  sin  a  cos  j3\*      sin*  cd 


=  A,. 
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De  yergelgking  (1)  gaat  door  de  fonnales  (8)  over  in 

Ny'»  +  2IU'  +  2S/  +  Fsin*cü  =  0     .     .     .     (17) 
hierin  is  verder 

(BD  -  AE)  sin»  üi 


R  =  sin  üi  (D  sin  /3  +  £  sin  a) 

S=sintoi(— Dcos/3  +  Ecosa)  = 


|(AD-hEB)--(DB-|-AE)co8ai}  sin^üi 


±KAA, 
want  uit  (16)  volgt 

B  —  A  cos  ci>  ^      —  A  4-  B  cos  w 

cos  a  =    _^    ^^  ^     ,  cos  0  = ; — -n . 

De  teekens  zijn  zoo  gekozen,  dat  aan  de  betrekking 

sin  CÉ>  =  sin  a  cos  j3  +  cos  a  sin  /3 

is  voldaan. 

In  de  waarden  van  R  en  S  komt  een  dubbel  teeken  voor; 
het  is  gemakkelijk  iu  te  zien,  dat  het  teeken  voor  den  wortel- 
vorm  overeenstemt  met  het  teeken  voor  den  wortelvorm  in  (16) 
en  dat  dit  afhangt  van  de  keuze  van  den  hoek  a.  De  verge- 
lijking (17),  waarvan  nu  alle  coëfficiënten  berekend  zijn,  kan 
verder  langs  bekenden  weg  tot  de  topvergelijkiog  der  parabool 
worden  herleid. 


D6i 


VEEALLGEMEINEKUNG  EINER  BEKANNTEN  FORMEL 


Dr.  J.  C.  KLDYVEB, 


Die  Definitioni^leichuDg  der  BeroouUi'schen  Zahlen 
1  1         1         B,  Bj    ,     B,    . 

ergiebt  die  EntwickeluDg  im  Bereiohe  y  =  0  der  Function 

welche  zunachst  durch  diesen  Ausdruck  nur  für  y  mit  positivem 
reellem  Theil  definirt  ist. 

Wir  geben  dieser  bekannten  Entwickelungeformel  eine  etwas 
andere  Form,  indem  wir  die  Functionswerthe  der  Riemann'- 
schen  ^-Function  fur  ganzzahiige  Argumentc  eiuführen.  Wir 
können  namlich  setzen 

B»  =  (-!)•.  2n.Z{-2n+l) 
und  da  man  ganz  allgemein  hat 

?:(-2n)  =  0, 
und  ausserdem 

erhalten  wir 

Hieraus  folgt  nach  a-maliger  Differentiation 
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oder  nach  leichter  (Jmformung 


Diese  einfache  Formel  lehrt  in  welcher  Weise  far  ganz- 
zahlige  positive  a  die  anfanglich  nur  in  der  rechten  Halbebene 
definirte  Function 

o 
im  Bereiche  y  =  O  über  die  Bcgrenzung  der  Halbebene  hinweg 
fortgesetzt  werden  kann.  Die  obige  Function  ^(y;  a)  aber 
behfilt  in  der  rechten  Halbebene  ihre  Bedeutung  bei,  wenn 
man  statt  a  eine  ganz  willkürliche,  positiye  oder  negative,  Zahl 
8  einsetzt,  und  es  stellt  sich  nun  die  Frage,  ob  in  diesem 
Falie  eine  ahnliche  Bntwickelung  in  einem  Ereise  um  y  =  O 
herum  Geltung  hat. 

Im  Folgenden  werden  wir  diese  Frage  beantworten. 

Wir  betrachten  für  |  y  |  <  2ir  die  Function  von  z 


und  erstrecken  ihre  Integration  nach  z  über  eine  Schleife, 
welche  von  z  =  '\-co  aus  in  positiver  Richtung  den  Punkt  2  =  0 
umkreist,  z  =  —  y  aber  ausschliest,  und  sodann  nacli  2^=^  +  00 
zurückfuhrt. 

Da  man  1  :  (c  +  y  —  1)  durch 

1 
ersetzen  kann  und  man  bekanntlich  hat 

ƒ  e-'ir—^dt  =  (^»»«'  -  1)  r(-  s), 


o 
80  wird  einerseits  der  Gesammtwerth  des  Integrals  gegeben  durch 

Andererseits  kann  man  den  Integrationsweg  andern  in  eine 
Schleife ,  welche  sowohl  2?  =  O ,  als  2?  =  —  y  einschliesst ,  wenn 
man  nur  den  Werth  des  Integrals  um  den  Punkt  2  =  —  y 
herum  wieder  abzieht. 
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Auf  diese  Weise  findet  man 

^l^  +  y   _   1  y*  +  l        J  g«  +  3f    ^   1 

Jetzt  aber  können  wir  im   Integrale  rechterhand  z^t  —  y 
substituiren  und  erhalten 


ƒ 


"-"'—'*. 


e'—l 

GUL, 

Da  wir  voranssetzen  |y|<2ir,  können  wir  wahrend  der 
Integration  durchaus  |  ^  |  >  |  y  |  nehmen ,  ohne  dass  dadnrch 
eine  Umkreisung  der  nachstiiegenden  singularen  Punkte 
t  =  ±2wi  zu  befürchten  ware.  Dieser  Yoraussetzung  gemass 
haben  wir 

oder  da  sllgemein 

''"Vd<  =  r(a)?(a)(««»--1), 


ƒ; 


el-  1 
80  ergiebt  sich 

._s£_  "  ita=0 

Yergleichung  der  beiderseits  erhaltenen  Werthe  des  Integrals 
liefert  daher 

eine  Entwickelung  der  Function  ffy;  s)  guitig  für  alle  positive 
oder  negative  Werthe  des  Parameters  s,  aber  der  Ableitang 
zufolge  nur  lür  |  y  |  <  2ir. 

Der  Punkt  jf  =  O  erweist  sich  somit  als  singul&rer  Punkt 
fur  die  Function  ^(y;  s)  und  da  nun  in  der  rechten  Halbebene 
die  Relation  gilt 

*(y  +  2ftiri;  s)  =  #(y;  «), 
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so  liegt  die  Yermuthung  nahe ,  dass  auch  die  Punkte  y  =  ±  2kwi 
denselben  singularcn  Charakter  tragen. 

Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  lasst  sich  in  folgender 
Weise  unschwer  zeigen.  Wie  bekannt,  genugt  die  Function 
2;( — a)  der  Functionalgleichung 

Z(^  a)  =  K{i  +  a)  r(l  +  a)  (2,r)-— ^  .  2  cos  y  (1  +  a), 

und   daher   kann    man    das   allgemeine    Glied  der  gefundenen 
Potenzreihe 

(-  oy 

kl 
auch  schreiben 

Ersetzt  man  nun  schliesslioh 

(-l)*r(l +»  +  <:) 

kl  r(i+s) 

durch  den  Binomialcoefficienten  ( —  s  —  l)t ,  so  erhalt  man 

lV_+8) 
iw  iw 


Zi-s-k) 


♦ö.;«)=^^^  + 


+  r(l  +  s)  5^(-«-l)»y*[(2,re»)— »-*+(2,r«  »)-^i-»]  fd+s  +  i) , 

welche  Oleichung  unter  der  Yorausaetzung ,   der  Parameter  s 
sei  positiv,  gleichbedeutend  ist  mit 

y  »=1 


(y  +  2irtm)i+'      (y  —  2irtmy+'J ' 


eine  Formel,  welche  offenbar  fur  positive  s  eine  in  der  ganzen 
Ebene  guitige  Darstellung  der  Function  ^(y;  s)  liefert,  und 
die  als  eine  Erweiterung  der  Gleichung 


♦^^5     >-ey-l~*y         2  ■^;^[y  +  2ir»m''"y-2;rtm 
aufzufassen  ist. 
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Sie  zeigt,  daas  auch  die  Punkte  y  =  ±  2irim  singal&re  Pankte 
sind  uod  daas  fïir  alle  f  die  PeriodioitatseigeoBchaft  erhalten 
bleibt.  Für  negative  s  verliest  die  Darstellung  ihre  Bedeutung, 
doch  kÖDoeo  wir  auch  in  diesem  Falie  einen  allgemein  gültigen 
Ausdruck  der  Fuaction  finden.  Zu  diesem  Zwecke  ersetzen 
wir  8  daroh  —  8  und  nehmen  an 

A  +  1  >«>*, 

WO  h  eine  ganze  positive  Zahl  ist. 

Aus  der  Potenzreihe  nehmen  wir  eiofach  die  h-\-l  ersten 
Qlieder  heraus  und  schreiben  mithin 


♦(y;-«)  =  r(i-%'-i+y^-^«^ 


*=•  iw 


+  r(l  -  s)^(8  -  l)*y*[(27re«)'-i-*  +  (2iré?    »)'-^-*]2:(l  -8  +  k). 

Da  nun  in  den  Gliedern  der  unendlichen  Reihe  das  Argument 
1  —  8  -hk  der  ^-Function  durchaus  grosser  ist  als  Eins,  so  kann 
man  wieder  die  übliche  Beihenentwickelung  fur  die  ^-Function 
anwenden,  und  erhalt 

♦(y;-«)  =  r(i-«)y-'+Xmr^  «(*-*)  + 

1-0         *• 


+  r(i  — «)  2^  (y  4-  2wmy-^  +  (y  —  2W«)-»  — 

-  {2irmy-^Y.^s  -  1V(^)*2  cos  ^  (i  +  1  -  s) 


itsO 


Für  ^(y ;  —  s)  besteht  somit  gleichfalls  ein  fur  alle  y  guitiger 
Ausdruck,  der  dera  singülaren  Charakter  der  Punkte  y  =  ±:2irtm 
Rechnung  trêlgt.  Es  versteht  sich,  dass  falls  s  sich  dem  ganz- 
zahligen  Werthe  h  nahert,  eine  Umformung  der  Formel  un- 
erlasslich   ist.     Eine  etwas  umstandliche  Rechnung  ergiebt  fur 

8z=,h 
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♦(y ;  -  *)  =  £  ^—rr-  «*  --  *)  + 
(_i)y-i/  i^    j^    j^  1  \  ,  i(-i)"y'| 

+  S^r[ö'  +  2-'--)'-"»«(' +  §;&)  + 

+  ö,-2^.).-.l.g(l-^)- 

ein  Resultaty  daas  dnrch  A-malige  lotegration  von  1  :(ey  ~  1) 
leicht  za  beetfttigen  ist. 

Yon  dea  erhaltenen  Formeln  lisst  sioh  eine  AnwenduDg 
machen.  Sie  erlauben  Recttraionsformelo  herzustellen ,  welche 
zur  Ermittelung  der  Funcfcionswerthe  ?(2m  +  1)  benutzfc  werden 
köonen. 

Wir  gehen  dabei  aus  yon  der  Entwickelung  der  Function 
f  (ff]  —  9)  im  Bereiohe  des  Ursprungs 


♦(y;-«)  =  r(i-»)y-i+2^^-j^?(«-i), 


it«0 


und  lassen  8  in  eine  ganze  positive  Zahl  h  übergehen.     Die 
beiden  Glieder 

und 

werden  dabei  miendlicli.    Ihre  Bamme  aber  redacirt  sich  auf 

(-  iy-ly*-I    /Il  _J \ 

(A-1)!      U        2^'*"A-1      '****')' 

wir  seiaeB  kSniMB 

19 
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oder  unter  Einführung  der  Bernoulli'schen  Zahlen, 

(—  l)*-ly*-l  /  1  1  1  X  1       (_  l)»y* 


^§(^ 


+  2m-  1)!^  '  2m' 


Bemerken  wir  nun,  daas  tp(iir\  —  h)  den  Werth  (2-*+* — 0?^(*) 
hat,  80  erhalten  wir  aas  obiger  Gleichung  durch  die  Sabstitu- 
tion  y  =  7rt,  indem  wir  das  Reelle  vom  ImaginSren  trennen, 
die  beiden  Relationen 

2(2-*-l)$(A)=    S   co8-.-e:(A-&)  +  -co8y.-(A-l)  + 


4- Bin— .  ir»-^ 


L*  ir»       B,  »*       Bj         ir«        B, 


(A-1)!     (A+1)!"  2      (H3)!    4  '  (4+5)!  *  6 


^    »-»-»,     nk      iri,        ,,        1     .    irA      ir»,. 


ITi 


A 


— C08-— .  n 
2 


»-i 


Li  »»      B,        »*      B,        »•      B, 


(A-1)!    (A+1)!    2     (A+3)!    4     (A+6)!    6 


+  .. 


WO  Lt  den  Ausdruok 

1         1  


111  1  , 


bezeichnet^ 

Wir  geben  A  nan  hier  die  successiTen  Werthe  3,  4,  5,  . 
ttnd  finden  dadurch  folgende  zwei  Reihen  Ton  Gleichungea: 
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2(^-l)?(3) 


2(2-»-lK{5)  +  -?(3) 


=  —■^2 


=  +  w* 


L,  ,  »«   B.      w*  E 


!  +  4!"2'"^6!'4''"'7 
4!  "^6!*  2  "^S!*  4"*""T 


2(2-7_l)?(7)4.  ^fi6)-jp)  =  -T« 


+  , 


B,  .  ir<    B, 


_  _i  j_  i^  z» 
6!  ■  8!*  2       10*  4 


+  . 


«3) 

=  +ir» 

•         •#••••••• 

L,     *»  B.      ,*   B,        1 

8!  +  5!'2'+71-4+-7 

?(5)-^?(8) 

=  -ir* 

5!  +  7!*2  ^9!'4+"t 

2(7)- ^«(5)  +  ^  «3) 

=  +»• 

•         •         • 

.7  1^91"  2  ^11!'4"'""'J' 

Nach  einaoder  kann  man  aus  ihoen  ^(3),  ^(5),  ....  be- 
rechnen ,  wobei  sich  för  jeden  Fuactionswerth  zwei  verschiedene 
Aufldrücke  ergebea  ').  Oleichsetzung  dieser  beiden  Ausdrücke 
liefert  weniger  bekannte  Relationen  zwischen  den  Bernoulii'scbeu 
Zahien.  Die  haupts&chlicho  Bedeu  tung  dieser  Gleichungen  ist 
aber,  dasa  man  aus  ihnen  auf  einen  gewissen,  wenn  auch 
ziemiich  yerwickeUen,  Zusammenhang  von  {^(2m -}- 1)  roit  den 
BernouUi'sohen  Zahlen  und  mit  ir  schiiessen  kann. 


^)    In   etwaï   anderer   Gestalt   habe   ioh   achon   früher  derartige  Gleichungen 
abgeleitet    {BaU.  d.  8c,  Math.,  2<  aérie,  t.  20,  1896.) 
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VOORSTELLING  VAN  EBN  w-DIMENSIONAAL  OPPERVLAK  DOOR 
EEN  n— I-DIMENSIONALE  RUIMTE 

DOOR 

F.  J.  VAES. 


1.  Ten  einde  de  S-dimensionale  platte  ruimte 

ax  +  by  -\'  cz  +  du  =bC 

Yoor  te  stellen,  schrijve  men 

CM?  +  Jy  +  02:  =  C  —  du, 

en  denke  aan  u  achtereenYoIgens  yerschillende  waarden  toege- 
kend. Dan  ontstaat  een  stelsel  eYenwijdige  platte  vlakken  van 
2  dimensies,  die  —  als  men  gemakshalve  slechts  positieye 
waarden  van  a?,  y,  «,  ti  beschouwt  —  een  viervlak  opvullen, 
dat  ingesloten  wordt  door  de  coördinatenvlakken  en  het  vlak 

dat  grensvlak  genoemd  kan  worden. 

Gegeven  waarden  van  x,  y  en  z  bepalen  een  punt,  waarbg 
de  waarde  van  u  afhangt  van  den  afstand  van  het  punt  tot 
het  grensvlak ,  en  berekend  kan  worden  uit  het  stuk ,  dat  van 
een  der  coördinatenassen  wordt  afgesneden  door  het  vlak  van 
het  stelsel,  dat  door  het  punt  gaat,  en  het  grensvlak. 

Yoor  negatieve  waarden  van  rr,  y,  of  ^  verkrggt  men  der- 
gelijke viervlakken  in  elk  der  8  deelen,  waarin  de  coördinaten- 
ylakken  de  ruimte  verdeelen,  en  de  grensvlakken  sluiten  een 
achtvlak  in.  Negatieve  waarden  yan  u  geven  vlakken  buiten 
dit  lichaam. 

2.  Op  dergelijke  wijze  kan  het  2-dimensionale  vlak 

ax  +  by  +  cz=^G 


S»8 

worden  vooii^eeteld  dow  een  vlakkea  driehoek ,  ingedoten  door 
do  ooördinateBeaaen  en  de  grenalgo 

a«  +  Jy«C; 
immers  gegeven  waarden  van  x  en  y  bepalen  een  lijn 
ff a:  +  fty  =•  C  —  (» 

evenwijdig  aan  de  grenslijn,  en  de  waarde  z  staat  in  verband 
met  den  afstand  der  beide  lijnen,  en  is  te  berekenen  uit  het 
stuk,  dat  zij  op  een  der  beide  assen  bepalen. 

Yoor  negatieve  waarden  van  x  of  y  vindt  men  een  derge- 
lijken  driehoek  in  elk  der  4  doelen,  waarin  de  asseo  het  vlak 
van  teekening  verdeelen,  en  de  grenslijnen  vormen  een  ruit. 

Negatieve  waarden  van  z  geven  lijnen  buiten  de  ruit. 

Evenzoo  kan  een  lijn  ax  +  byssC  worden  vervangen  door 
een  puntenstelsel  op  een  der  coördinatenassen ,  doch  hiermede 
betreedt  men  het  gebied  der  Nomographie. 

3.  Tot  het  voorgaande  werd  schrgver  geleid  door  de  studie 
over  stangenvierhoeken.  Want  daarbij  treden  4  stangen :  2 ,  d, 
B  en  r  op,  waartussohen  veraohillende  betrekkingen  kunnen 
bestaan  van  den  vorm 

met  de  bijzondere  gevallen 

l±d±,R±ir  =  0. 

Qeeft  men  aan  elk  der  stangen  alle  mogelgke  waarden  van 
af  O  tot  00,  (uit  den  aard  der  zaak  positieve),  dan  komt  met 
eiken  vierhoek  een  punt  overeen  van  een  der  doelen,  waarin 
de  4-dimensionaIe  ruimte  verdeeld  wordt  door  de  4  coördinaten- 
vlakken  ,  terwgl  de  laatstgenoemde  betrekkingen  platte  vlakken 
van  3  dimensies  bepalen. 

Voor  de  theorie  bleek  het  een  vereenvoudigiog  den  omtrek 
der  vierhoeken  constant  te  nemen,  dus 

l  +  d  +  R  +  r^2ê 

te  stellen,  en  door  dezen  kunstgreep  is  de  meetkundige  plaats 
der  punten ,  die  stangenvierhoeken  voorstellen ,  beperkt  tot  een 
3  dimensionaal  plat  vlak,  dat  vervangen  kan  worden  door  een 
viervlak,  waarvan  het  grensvlak  gelgke  stukken  afsoijdt  van 
de  coördinatenasseB.  De  laatstgenoemde  betrekkingen  geven 
2-dimen8ionale  platte  vlakken  aan  binnen  het  viervlak. 
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Geen  der  stangen  kan  grooter  ssgn  dan  de  halve  omtrek, 
zoodat  slechts  die  punten  yan  het  viervlak  stangenvierhoeken 
bepalen,  welke  besloten  zgn  door  de  coördinatenylakken ,  de 
vlakken 

en  de  vlakken 

Z  +  d+R=r2«,  ofr  =  0  (grensvlak), 
Z  +  d  +  R  =  0  ,  ofr=s«, 

gevende  bij  rechthoekige  assen  een  kubus ,  die  afgeknot  is  door 
twee  evenwgdige  vlakken,  welke  ieder  door  drie  hoekpunten 
gaan.  Hierbg  is  r  de  veranderlgke ,  die  op  de  coördinatenassen 
gemeten  wordt  van  de  sngpunten  dezer  assen  met  het  grensvlak 
af,  en  wel  vindt  men  r  onmiddellijk  zonder  berekening. 

In  dit  bijzondere  geval  kan  men  aan  hot  verkregen  ruimte- 
diagram  een  fraaien  vorm  geven  door  de  coördinatenassen 
met  elkaar  hoeken  van  60^  te  doen  vormen.  Want  dan  wordt 
het  viervlak  regelmatig,  en  de  genoemde  vlakken  sluiten  een 
regelmatig  achtvlak  in. 

Men  heeft  dan  het  belangrijke  voordeel,  dat  elk  hoekpunt 
van  het  viervlak  als  oorsprong  kan  genomen  worden. 

Eenige  dergelijke  ruimtediagraromen  (voor  vlakke  en  voor 
bolmeohanismen)  werden  door  schrijver  vervaardigd,  en  nader 
besproken  in  de  Vakafdeeling  voor  Werkt,  en  Scheepsb.  van 
het  Eon.  Inst.  v.  Ing.  (10  Jan.  1900). 

4.  Worden  2  der  4  stangen  oneindig  lang  gedacht,  dan 
treedt  een  nieuwe  stang  op,  die  met  do  2  overgeblevene  een 
nieuw  stelsel  met  3  veranderlijken  vormt,  dat  voor  te  stellen  is 
door  een  vlakken  geljjkbeenigen  driehoek,  die  als  men  de  assen 
onder  60°  neemt  gelijkzijdig  wordt,  en  dan  eveneens  de  eigen- 
schap heeft,  dat  meu  elk  der  drie  hoekpunten  als  oorsprong 
kan  nemen. 

6.  De  doorsnede  van  twee  3-dimensionale  vhikken  is  het 
2-dimen8ionale  vlak  ,  dat  verkregen  wordt  door  eliminatie  van  u. 
Gemakkelijk  blijkt,  dat  dit  vlak  door  de  snglijn  gaat  van  de 
grensvlakken    der  twee   viervlakken.    De   snijpunten    met  elk 
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der  ooördinatenassen  zgn  onmiddellgk  te  viDden.  De  doorsnede 
gaat  door  den  oorsprong  onder  de  yoorwaarde 

d    ^  d'  ^ 

Evenzoo  vindt  men  in  2  driehoeken ,  die  2-dimen8ionale  vlak* 
ken  voorsteUen,  als  enijiijn  dier  vlakken  een  lijn,  gaande  door 
het  sngpunt  der  beide  greoBlgnen. 

6.    De  hyperspheer 

«'  +  y'  +  «»-f  u*  =  r« 
is  voor  te  stellen  door  het  stelsel  bollen 

«'  +  y*  +  «*  =  r*  — u», 
dus  door  het  inwendige  van  den  bol 

aj>  +  y«  +  0»  =  r«, 

buiten  welken  geen  reêele  punten  liggen. 

Hierbij  valt  op  te  merken ,  dat  bij  regelmatige  verandering 
van  14  de  afstand  van  twee  opeenvolgende  bollen  niet  overal 
dezelfde  is,  zooals  bij  de  platte  vlakken  bet  geval  is.  Men  zou 
dus  kunnen  zeggen,  dat  de  dichtheid  van  den  bol  toeneemt 
van  den  grensbol  af  naar  het  middelpunt  toe. 

Denkt  men  deze  dichtheid  evenredig  met  den  afstand  d  van 
2  bollen,  voor  welke  u  de  eenheid  verschilt,  dan  heeft  men 

^Sf  =  Vr^  —  u^  —  Kr«  — (u+ Aw)*, 

of 

uAtt 


Aa« 


Kr»-  fi« 


voor   den  afstand   van  2  opeenvolgende  bollen,  als  u  met  Au 
verandert;  dus  is 

d^  u 

du       YfA  _  i^a  ' 

waaruit  volgt  &  =  C  —  Vt^  —  t*^ 
Neemt  men  voor  den  grensbol  d  :=:  O ,  dan  is 
a  =  r  — Kr*  — II*; 


996 

dus  is  it  dichtheid  evenredig  met  den  afrtead  tmi  het  past 
waar  men  zich  beTindt  tot  aan  den  grensboL- 

7.  Het  opperylak 

«^  +  y*  +  *^  +  /(i*)  =  r* 

is  eveneens  Yoor  te  stellen  door  een  bol ,  waarin  de  dichtheide* 
yerdeeling  een  andere  is,    en  omgekeerd   kan  ƒ(«)  soodanig 
bepaald    worden,   dat  de   dichtheid  een   bepaalde   wet    volgt. 
Evenzoo  zal 

aaï  +  6y  +  c«  +  f{u)  =  C 

een  viervlak  geven  met  veranderlgke  dichtheid ,  en  is  deielfde 
vraag  te  stellen  als  bg  den  bol. 

8.  De  doorsnede  van  een  hyperspheer  met  een  vlakke  ruimte 
blijkt  (bij  eliminatie  van  u)  een  oppervlak  van  den  2^"^  graad 
te  zijn. 

9.  Een  oppervlak 

is  eveneens  te  vervangen  door  een  stelsel  oppervlakken  van 
den  2^^  graad ,  dus  door  het  inwendige  van  het  oppervlak 

waarbuiten  geen  reëele  punten  liggen. 

De  waarde  van  u  voor  een  bepaald  punt  is  afhankelijk  van 
den  afstand  van  het  punt  tot  het  grensoppervlak  gemeten  langs 
de  lijn,  die  het  punt  met  den  oorsprong  verbindt,  en  is  te 
berekenen  uit  dien  afstand. 

Een  Ign  y=zax,  z  =  fix  snijdt  een  der  oppervlakken  in 
een  punt,  waarvoor 

~  a  +  bct'  +  cfi^ 
is ,  en  de  a&tand  tot  den  oorsprong  wordt  dus  voorgesteld  door 


of  kortheidshalve  door  m  V(?  -^  du\ 
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Yoor  het  grensopperTlak  is  die  lengte  mC,  dus  de  afstand 
der  twee  opperylakken 

mG  —  mV(?'-du\ 

Yoor  de  dichtheid  langs  de  Ign  yindt  men  (analoog  n^  6) 

i&  =  mC  —  mV'C?  — rfu», 
dese  is  jnist  weer  evenredig  met  den  aangegeven  afstand. 

10.  Feitelgk  is  in  het  voorgaande  niets  anders  gedaan  dan 
de  gegeven  oppervlakken  projeoteeren  op  een  3* dimensionale 
ruimte.  Het  ingevoerde  begrip  van  dichtheid  zal  mogelijk  van 
nut  kannen  zijn  voor  verdere  beschouwingen.  Voor  oppervlak- 
ken van  hoogeren  graad  wordt  de  dichtheid  minder  eenvoudig 
uitgedrukt. 

De  algemeenheid  der  methode  valt  onmiddellijk  in  het  oog. 


NMa,  07a 


EIGENSCHAPPEN  VAN  EENIGE  BUZONDERE  STRALENSTEL8EL8 


Db.  P.  zeeman  Gz. 


1.  De  rechthoekige  coördioaten  yan  een  punt  op  een  wille- 
keurig opperylak  zijn  gegeven  als  functies  van  twee  parameters 
fi  en  9: 

Elke  betrekking  tusschen  ti  en  9  bepaalt  op  dat  opperylak 
eene  kromme.  Wanneer,  zooals  in  het  volgende  steeds  wordt 
ondersteld,  de  krommen  9  =  Ci ,  u  =  C2,  waar  C|  en  C)  wille- 
keurige constanten  zijn ,  elkander  onder  rechte  hoeken  snijden , 
wordt  het  element  eener  kromme  op  het  oppervlak  gegeven 
door  de  uitdrukking: 

waarin 

Wordt  door  elk  punt  M  van  het  oppervlak  een  straal  ge- 
bracht, die  met  de  raaklijn  aan  de  beide,  door  M  gaande, 
krommen  9  =  Ci ,  w  =  C2  en  de  normaal  van  het  oppervlak  in 
H  constante  hoeken  a ,  /3  en  7  maakt ,  dan  vormen  deze  stralen 
samen  een  stralenstelsel  (congruentie),  waarvan  in  het  volgende 
enkele  eigenschappen  worden  afgeleid  en  dat  steeds  het  stralen- 
stelsel (a,  j3,  y)  zal  genoemd  worden. 

2.  De  raaklijnen  MA  en  MB,  in  een  punt  M(rt;,  y,  z)  van 
het  oppervlak  aan  de ,  door  dit  punt  gaande ,  t?  en  u  krommen 
getrokken,  maken  met  de  coördinaatassen  hoeken,  welker 
cosinussen  zgn: 


299 

1    dar  1     öy  1     d« 

Ke  öm  KE  w  Ke  ^ 

Kg  dr   '  Kg  ör  '  Kg  Öp" 

De  richtingscoBiDussen  der  normaal  MC  Tan  het  oppervlak 
in  M  zgn: 

c  =  a'b"  —  a"b'  ,     e'  =  a"b  —  aV  ,    c"  =  aV  —  a'h. 

Wyi  nu  de ,  door  M  gaande ,  straal  yan  het  stralenstelsel  met 
deze  drie  rechten  hoeken  a,  j3  en  ^  maakt,  worden  de  rich- 
tingBcoBinussen  X,  T  en  Z  van  dien  straal  bepaald  door: 

X  =  a   cos  a  +  6   cos  j3  +  c   cos  y  | 

T=:a'  cosa  + i'  C08/3 +  <^  co8  7>     .     .    .  (1). 

Z  =^  a*'  cos  a  -f-  h"  cos  /3  +  c"  cos  y ) 

De  coördinaten  £,  ti,  2!^  Yan  een  willekeurig  punt  op  dien 
straal  worden  derhalve  bepaald  door  de  uitdrukkingen: 

5  =  a:  +  XX,    i,  =  y  +  AY,    J=e  +  XZ.     .    .(2). 

Hierin  is  X  de  abscis  ran  het  punt  £,  i|,  2|^,  d.i.  de  afstand 
van  dit  punt  tot  het  punt  M(a;,  y,  z), 

3.  Aan  welke  voorwaarden  moet  worden  voldaan ,  opdat  een 
stralenstelsel  (a,  0,  7)  een  normaal  stralenstelsd  zg,  d.  i.  opdat 
de  stralen  van  dit  stelsel  de  normalen  van  een  oppervlak  en 
dus  van  alle  daarmede  parallele  oppervlakken  zijn  ? 

Zal  dit  het  geval  wezen  dan  moet  het  mogelijk  zijn,  X  zoo- 
danig als  functie  van  u  en  t?  te  bepalen ,  dat  in  ieder  punt  van 
het  dan  door  de  vergelijkingen  (2)  voorgestelde  oppervlak  de, 
door  dat  punt  gaande ,  straal  van  't  stelsel  de  normaal  van  dit 
oppervlak  is.  Daartoe  is  noodig  en  voldoende,  dat  die  straal 
loodrecht  zg  op  de  beide  krommen ,  die  op  het  oppervlak  ver- 
kregen worden,  door  hetzij  alleen  u,  hetzij  alleen  v  te  laten 
veranderen,  d.  i. 
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Worden  hierin  Ki  n  en  Z  door  de  uitdrukkingen  (2)  yervan- 
gen ,  dan  gaan ,  wijl  SX^=SX-^  =  0i8,  deze  betrekkin- 
gen over  in: 

X^  +  Yf-  +  Z^  +  r-  =  0, 

OU  OU  OU        OU 

do;  dy  bz      dX 

èr  èr  èp       èe?  * 

of,  wanneer  voor  X ,  T  en  Z  hunne  waarden  uit  (1)  gesubsti- 
tueerd worden: 

«     d-p  /^  -  •  ö^  „     da;       öX 

cosaSar— +co8  6SJc—  +  cofl7SCv— +:r—  =  0, 

OM  OM  '  OU         OU 

«     ^  /^  -, ,  da?  èa?      dX       ^ 

C08aSa;r— +C08i3Sic |-C08  7SC;r— +N—  =  0- 

OV  '^  OD  '  OV         OV 

Nu  is  Sa:r-=  KË,  S6r— =  0,  2  c  r— =  0  enz.,  eoo- 
dat  de  beide  laatste  yergelgkingen  zich  reduoeeren  tot: 

—^=  —  cos  a  V%         _.  =  _  cos  fi  V^G- 

OU  dv  ^ 

Zal  het  nu  mogelgk  zijn  X  zoo  als  functie  van  u  en  o  te 
bepalen,   dat  aan  deze  Tergelijkingen  voldaan  is,   dan  moeten 

de  beide  waarden  van   ^  >.    ,  die  hieruit  kunnen  worden  afge- 

oudv 

leid 9  aan  elkaar  gelgk  zijn,  of: 

cos  a  -r —  =  cos  ^  -^ — (8). 

Is  omgekeerd  aan  deze  betrekking  voldaan,  dan  kan  X  be- 
paald worden  uit: 

X  =— ƒ  {cos  a  KI  du  +  cos  /3  VQ:  dv\    ,     .    .  (4). 

Deze  waarde  van  X ,  in  de  uitdrukkingen  (2)  gesubstitueerd , 
geeft  de  oppervlakken,  voor  welke  de  stralen  van  het  stelsel 
(a,  /3|  y)  de  normalen  zijn. 
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De  TOorwMurde  (8)  kan  anden  worden  geiohreTen.  Voor  de 
krommen  v»C|,  ussC^  wordt  de  geodetische  kromming  be- 
paald door  *) : 

j^^ L-^  L« L^ 

p.  ~       KÈÖ    dl?  '  p«  V^ËG    ö" 

Wordt  dit  in  (8)  gesubstitueerd,  dan  neemt  de  noodige  en 
Toldoende  yoorwaarde,  aan  welke  Toldaan  moet  zijn  opdat 
het  stralenstelsel  (a,  ^y  y)  een  normaal  stralenstelsel  zij,  den 
Yolgenden  eenvoudigen  Torm  aan: 

ooea      008  ö  ,^. 
= (5). 

Pf  Pm 

Derhahe :  Een  stralenstelsel  (a,  /3,  y)  is  alleen  dan  een  nar- 
maal  stralenstelsel ,  wanneer  de  verhouding  der  geodetische  krom^ 
testralen  der  y  doof  een  tvillekeuriff  punt  pan  het  gegeven  opper* 
vlak  gaande  y  krommen  v^  C^  u=s  C2  constant  is.   Is  omgekeerd 

die  verhouding  constant ,  bijv.  -^  =  m ,  dan  zal  elk  stralenstel- 

Pu 

^  cos  a 

sel  (a,  p,  y)y  waarvoor =  m  is,  een  normaal  stralenstelsel 

cos  p 

zijn. 

Op  te  merken  valt,  dat  in  dit  geval  niet  één  doch  00 1  stra- 
lenstelsels  (a,  /3,  y)  Terkregen  worden,  die  alle  normale 
stelsels  zullen  zijn.  Die  stralen  dezer  oo*  stelsels,  die  door  een 
zelfde  punt  M  van  het  oppervlak  gaan,  liggen  in  een  plat  vlak 
door  de  normaal  van  het  oppervlak  in  M,  terwijl  het  met  de 
raaklijoen  aan  de  krommen  t;  =  C,  1  u  =  C^  door  M  achtereen- 
volgens hoeken  maakt,  voor  welke  de  verhoudiog  der  cosinus- 
sen gelijk  m  is 

De  voorwaarde  (5),  die  geschre ven  kan  worden /»«  cos  a -p»  cos /3, 
laat  zich  ook  als  volgt  in  woorden  brengen: 

Opdat  een  stralenstelsel  (a,  fi,  y)  een  normaal  stelsel  zij, 
moeten  de  projecties  der  stralen  van  geodetische  kromming  der 
beide,  door  een  willekeurig  punt  M  van  het  gegeven  oppervlak 
gaande  j  orthogonale  krommen  9  =?  C, ,  u  =0^,  op  den  straal  van 
het  stelsel  door  M  gelijk  zijn  en  omgekeerd. 


*)    Zie  bijv.   L.   Bianchi.     VitrUêwngm  üitr   DifêrmtiMffêomHrie ,    Dtnttehe 
U^benetaimg  tm  ICsx  Laktt,  8.  148. 
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Bg  een  omwenteliDgsoppenrlak  bijv.,  waarop  de  meridianen 

als  krommen  v  =  C,   de  parallelen   als  krommen   u  »  C  zgn 

aangenomen,   kan   het   lijnelement   worden  geschreven  in  den 

vorm  cU^  ^  du^  -^  ^{u)du^.    Hier  is  p,  ==  oo ;  ten  einde  derhalve 

in  dit  geval  een  normaal  stralenstelsel  te  verkrijgen ,  moet  ook 

cos  u  ir 

-==  00  of/3  =  — zgn,  of: 

cos  /3  '^       2 

Wordt ,  dow  elk  punt  M  van  een  omwentelingsoppervlak  een 

straal  gebracht  j  gelegen  in  het  meridiaanvlak  door  Jlf,  die  met 

de   raaklijn   aan  de  meridiaan  en  de  normaal  constante  hoeken 

a  en  y  maakt  la  -f  y  =  — j  dan  vormen  dete  stralen  een  nor- 

maal  stralenstelsel 

Dit  laatste  is  slechts  een  bijzonder  geval  van  de  volgende, 
meer  algemeene  eigenschap,  met  behalp  van  welke,  wanneer 
het  oppervlak  geheel  willekeurig  is,  dergelijke  normale  siralen- 
stelsols  te  vinden  zijn.  —  Laten  toch  op  een  willekeurig  opper- 
vlak, de  krommen  r  =  G  geodetische  krommen,  de  krommen 
tt  =  G  de  rechthookige  doorsnijdingskrommen  dezer  gcodotischo 
lijnen  zijn,  dan  heeft  het  lijnelement  op  dit  oppervlak  den  vorm: 

ds^  =  rfw»  +  Qrf»S 

waarin  Q  in  't  algemeen  eene  functie  zoowel  van  u  als  van  v 
voorstelt.     Hier  is  dan  weder  p,  =  oo,   waaruit  volgt,  dat  aan 

de   voorwaarde  (5)  zal  voldaan  worden  door  /3  =  —  te  nemen. 

Derhalve : 

Zijn  t  op  een  willekeurig  oppervlak ,  de  krommen  v  =  C  geode- 
tische krommen ,  de  krommen  uz=  C  hunne  rechthoekige  door- 
snijdingskrommen en  wordt  door  elk  punt  M  van  het  oppervlak^ 
in  H  normaalvlak j  dat  aan  de  geodetische  kromme  raakt,  een 
straal  getrokken ,  die  met  de  normaal  in  M  een  constanten  hoek  a 
maakt,  dan  vormen  deze  stralen  te  samen  een  normaal  stralen- 
stelsel. 

Wijl,  op  een  omwentelingsoppervlak,  de  meridianen  geode- 
tische krommen  zijn,  is  de  voor  dergelijke  oppervlakken  afge- 
leide eigenschap,  een  gevolg  van  deze  meer  algemeene. 

üit  (4)  volgt  nog  dat  A ,  het  stuk  dat  van  af  het  punt  M 
(o?,  y,  z)  op  eiken  straal  moet  worden  uitgezet,  opdat  het 
uiteinde   van  dit  stuk  tot  meetkundige  plaats  heeft  een  opper- 
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yliak,   waarvoor   de   stralen    van  het  Btelsel  de  normalen  zjjn, 
wijl  j3  =  —  is,  bepaald  wordt  door  de  formule: 

X  =  — /oosadM=s  —  ucos  a+  C. 

Wordt  dus ,  op  de  raaklijn  aan  de  geodetische  lijn  r  =  C , 
door  een  willekeurig  punt  M  van  het  oppervlak ,  van  af  M  een 
stuk  uitgezet  gelijk  ti,  in  de  negatieve  richting  (d.  i.  in  die 
richting  in  welke  u  afneemt)  en  wordt  op  dit  stuk  ak  middel- 
lijn een  cirkel  beschreven»  liggende  in  het  normaal  vlak  door 
die  raaklijn  gaande,  dan  zal  het  sngpunt  van  dien  cirkel  met 
den  straal  door  M »  di^^  in  dat  vlak  ligt  en  een  constanten  hoek  a 
met  de  raaklgn  maakt ,  een  oppervhtk  doorloopen ,  waarvoor  de 

stralen  van  het  stelsel  (^>  O,  -r a\  de  normalen  zijn. 

4.  Is  aan  de  voorwaarde  (5)  voldaan,  dan  zal  ook  het 
stralenstelsel  gevormd  door  die  rechten,  die  de  middelpunten 
van  geodetische  kromming  der,  door  een  punt  M  van  het 
oppervlak  gaande,  r  en  u  krommen  verbinden,  een  normaal 
stralenstelsel  wezen.  Immers  zulk  een  straal  verbindt  het  punt 
•M| ,  d.  i.  het  middelpunt  van  geodetische  kromming  der  kromme 
u=  C,  welk  middelpunt  ligt  op  de  raaklijn  in  M  aan  de 
kromme  f'  =  C  en  tot  coördinaten  heeft : 

met   het   punt  M,,  middelpunt  van  geodetische  kromming  der 
kromme  r  ==  G ,  waarvoor  de  coördinaten  zjjn : 

x  +  p^h  ,    y +  />•&'  ,    z-¥pj>". 

Zijn  ^, ,  ^2,  ^3  de  hoeken  door  dien  straal  met  de  coördinaat- 
assen gevormd,  dan  is: 

COS^,  COS0J  008^3  1 

Pnü  —  ptb        pnO>'—p^'        pna^  —  pj)"        V p^^  ^  pjL 

en  worden  de  coördinaten  (o;, ,  y„  z^  van  een  willekeurig  punt 
op  dien  straal  uitgedrukt  door  de  formules: 

0^1  =  o;  -f-  p«a  4-  A  cos  ^,  j 

yi  ==y +  ƒ>•«'  + ^ cos^j .    ....  (6). 
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waarin  X  de  a&tand  Tan  bet  punt  x^  y,  /,  tot  het  punt  If, 
voorstelt.  Het  stralenstelsel ,  door  deze  yergelgkingen  bepaald, 
zal  nu  weder  een  normaal  stelsel  zyn,  wanneer  het  mogelgk 
is  X  zoodanig  als  functie  yan  u  en  9  te  bepalen,  dat  het  door 
^11  yi  •  ^1  doorloopen  oppervlak  in  ieder  puot  loodrecht  zg  op 
den   straal  door  dat  punt,  d.  i.  wanneer  aan   de  voorwaarde 

dxi  cos  ^,  -f  dtfi  cos  ^2  +  ^^i  oos  ^3  s=  O 

du 
onaf  hankelgk  van  de  verhouding  -j-  voldaan   wordt.     Hierin 

Xx  ffi  en  2^  door  de  borenstaande  waarden  vervangende,  gaat 
de  betrekldng  over  in: 

dX  +  S  c^d?  cos  ^  +  <2p«  2  a  cos  ^  +  /Dl,  S  da  cos  ^  =  O , 

waarin  ^ dx cob ^ ^=  dx co% ^i  +  dif  o(w ^^-{^ dz coê ^^]  enz.  is. 

Wjjl  'Stdx  cos  ^  +  pu'SdacoB^=^0 ')  is ,  reduceert  zich  het 
bovenstaande  tot: 


1)    Dat  werkelgk  SdxcQêq>  +  QuSdacoBipssOi%t  kan  oa.  als  volgt 
aangetoond  worden.   Men  heefbdir ss  -JL  du  +  -^dv^BaVËdu  ^bVÖt  dv 

OU  öv 

da  SS  -5—  du  +  -5—  dv, 
OU  ov 

Voert  men  dit  in,  don  wordt: 

Z  dlr  008  ^  +  ^H  2*  (fa  oofl  9?  BS 

Maar 

da_     4      d^ 1_    dr  dE       da__i        d^x ^_  öx_  dB 

du  "~  v^E  du*      2  k^ È^  ^^  du  '   dr         i/È    dudv      2  V^ E^  du  dv' 

Derhalve: 

du      y^Q      di^  dü  dv       J/eG        dudo  dv  ' 

Uit: 


E: 


/dx\*     _  dx  dr   ^   ^   «/dr\i 


^d]r  dr   ^^  d«r^^^   d.i.  2"^-  —  =—  }  — » 
du'  dr     du  dudü     *       du  dv       dv 
^  d»r  dr   .  DG 

-^diidirdt?**'d;r' 


of: 

d.  i. 
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£? A  +  «Ip»  2  a  eo8  ^  3=  0, 

^p7+p^  dk  +  dpu^a  (pua  -  p,b)  =  0 , 

Opdat  hieruit  X  kan  worden  bepaald ,  is  noodig  en  voldoende , 
dat  Pu  eene  functie  van  p^  zy  en  omgekeerd.     Derhalve: 

Zijn  de  stralen  van  geodetische  kromming  der  j  door  éénpunt 
M  van  een  oppervlak  gaande ,  orthogonale  krommen  v=^  C  en 
u^=  C  functies  van  elkander  ^  dan  zal  het  stralensfelsel ,  ge- 
vormd door  de  rechten^  die  de  beide  middelpunten  van  geodeti- 
sche kromwiing  Jf,  en  M^  verbinden  y  eefi  normaal  stralenstelsel 
zijn  en  omgekeerd. 

Aan  de  hier  gevonden  voorwaarde  wordt  zeker  voldaan , 
wanneer   aan   de   voorwaarde   (5)   voldaan  is,    d.  i«   wanneer 

^-  =  IW   18. 
Pu 

?oor  een  omwentelingMppervkk ,  waarop  v^G  At  meridia- 
nen voorstelt,  is  py  =  oo,  terwijl  pu  dat  stuk  van  de  raaklgn 
aan  de  meridiaan  is,  dat  begrepen  is  tuaechen  het  raakpunt  M 
en  de  omwenteliagsas.  Het  snijpunt  <Uer  raaklijn  met  de  as 
is  dan  het  punt  M, ,  terwijl  M^  het  punt  in  't  oneindige  zal 
wezen  op  de  raaklfjn  in  M  aaa  de  parallel  door  dat  punt. 
Daaruit  volgt  dan  dadelijk  dat  het  stralenstelsel,  gevormd  door 
de  rechten  M|M,y  hier  zal  zijn  het  «telsel  dar  rechten,  die 
alle  de  omwentelingsaa  onder  een  rechten  hoek  snijden.  Het 
stelsel  oppervlakken,  voor  welke  deze  stralen  de  normalen  zijn, 
bestaat  dus  uit  de  omwentelingscylinders ,  die  niét  het  oppervlak 
de  omwentelingsas  gemeen  hebbea. 


Tea  slotte 

is  dan: 

-ë=- 

1       d£ 

_1/Ê 
Qp 

dv 

i 

Vbg 

ÖG 

du  "' 

e» 

QuVË- 

=  0    en    Q.V^ 

+  QmQw 

dv 

=  0, 

waaruit  volgt : 

üdxcoB^  4- 

Qu  2  da  cos  <p=.  0, 

20 
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5.  Op  eiken  straal  van  een  stralenstelsel  liggen  yier  merk- 
waardige punten:  1%  de  beide  brand-  of  fooaalpunten ,  2*.  de 
beide  grenspunten. 

De  abscissen  der  brandpunten  worden  bepaald  door  de  yier- 
kantsyergelijking : 

(EQ-P)p»  +  (yE-i-^e-(/+r)F)  +  (<^i7-r)-0.  (8), 

terwijl  die  der  grenspunteu  de  wortels  zullen  zijn  van: 

(Ea  -  P) R^  +  G/E  f  «8  -  (ƒ  +  f) F)R  +  eg  --  ^l±fl^Q  ,)(9). 

4 

In  deze  vergelijkingen  beteekenen  de,  door  Eummer  inge- 
voerde grootheden  E  tot  ^: 

C-sf^l'    F-S^^    6-sW 

Teneinde  deze  grootheden  voor  de  beschouwde  stralenstelsels 
(a,  /3,  y)  te  berekenen,  kan  men  allereerst  uit  de  formules  (1) 
afleiden : 

dX       èa  è6         ^       èc 

c—  =  r—  cos  a  4-  r—  cos  fl  +  t—  COS  7 , 
OM  OM  OM  OM  ' 

r—  =  r—  cos  a  H-  :r—  cos  13  +  T—  <^08  7i 

dM  OM  OM  OM  ' 

dZ       da"  06"       ^      ^c" 

_=_eosa^^cos^  +  -^cos7, 

terwijl  voor  v~>  t"  ^'^  ^"   dergelijke  uitdrukkingen  verkre- 

QV        OV  OP 

gen  worden,  die  hieruit  ontstaan,  door  m  in  r  te  veranderen. 

---.     ,  hb  ,  de  èc  da 

Wordt  nu    Sc^=-S6^=i»,  Sa^=-Sc^  =  3, 

26r— =—  2a:r—  =  r  gesteld ,  dan  kunnen  de ,  in  bovenstaande 
dM  dM 


^)     KuMMBii,  All^*t.4M$  Theorie  der  ^rmdiitigen  Slrëhfgtupttemê.    Joarnal  too 
Cralle.   Bd.  67  >  1860. 
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yergelgkingen  optredende ,  differentiaalquotienten  als  volgt  wor- 
den uitgedrukt: 


w 


da  da'  da 

èc  de'  de'' 

Evenzoo  worden,  SCv-=  —  S6;r-=/>i,  2a:r-  =  —  Sc  ^  =  Ji, 
00  Or  or  09 

,  da  öft  „     :.  èa     d6 

Sor-=  —  Sa^  =  r,  stellende,  voor  ^-j  ^  enz.   dergelgke 
00  dv  ov     do 

da     dfr 
uitdrukkingen   als  voor  r— ,  3—  enz.   verkregen,    waarin  pj  q 

en  r  door  p, ,  $^  en  r,  vervangen  zijn. 
Met  behulp  dezer  vormen  wordt  nu  gemakkelijk  gevonden : 

dX 

^— =a  (JCO87— reo8^)f  6  (rcosa -/^cosy) +c  (pcos/S  — gcosa), 

OM 

dY 

— -  =  a'  (jcosy— rcos/3)+6'  (r  cos  a—p  cosy)  +c'  (pcosjB— y  cosa), 
du 

dZ 

^  =  a"(gco87— r  cos/3)+6"(rcosa  — pcosy)  +  c''(pcos/3-- g  cosa), 

enz, 

Yoor  de  grootheden  E  .  .  .  ^  volgt  dan  uit  het  voorgaande : 

(dX\* 
—  j  =  (gr  cos  7  —  r  cos  /3)*  +  (r  Cos  a  —  pcosy)*  + 

+  (p  cos  ^  -  2  cos  a)*, 

F  =  S  ^-  T-  =  (j  cos  7  —  r  cos  j3)  (y,  cos  7  —  r,  cos  /3)  -h 

+  (r  cos  a  — p  cos  7)  (r^  cos  a  — p,  cos  7)  -|- 
+  (p  cos  /3  —  q  cos  /3)  (p,  cos  0  —  J,  cos  a), 

5— J  =  (3,  cos  7  —  r,  cos  j3)*  +  (rj  cos  a  —  p,  cos  7)*  + 

+  (Picos^  — 2,  cosa)», 

20* 


SOS 

/«=2  T—  c— c»VQ  (roosa  — pooBy)  , 
OP  cu 

^'^^i  '^'^^^  ^*'  CO87  - r,  oo8|3), 

S'  =  *  ^  ^  »=*^G  (*•.  COS  a  —  1>I  COB  y). 

En  hi«rait  Tolgt  ved«r: 
EG  —  P  =  {(2»*i  —  i\r)  coea  H-(rp,  —r,p)  cos  3  +  (py,  -i>,3)co8yP 

=  KfiG  -  P» .  [V^Ë|(p, oosa  +  J, cofl/3  4- r, oosy) co» «  -jij  f 
+  V^  {?  — (j>oofla 4- ;0Qa3  + roos 7)008/3}]. 
tg-ff  »  KËO^lF*  .  ^ËG eos y. 

1  VQ<r  eos  «  "-  j>  oas  y)  —  V^l(g,  »o»  y  —  f,  e—  ff)(» 

~l  2  t' 

Nft  8ttb0tit«tie  dever  wtardenin  de  y^rgelgking  (8),  verkrijgt 
men ,  ter  bepaling  van  de  abscissen  der  beide  brandpunten ,  op 
een  straal  van  het  stelsel  (a,  /3,  7)  gelegen ,  de  vierkantever- 
geigking : 

{(gr,  ^ g,r)  cos4r  +  (ly,  -•  rii>)  w ^  +  (l>?,  — 1>,?)  w  y\^  + 

+  [l^E{(pi  co««  +  ji  eo80  *^  r,  oes 7) cosa  —  ;>i|  4- 

+  ]/G{gf^(l?ooaa+jcoaP+ro(»7)cas0j>+l'^ïlBcoi7ssO(lO). 

Bg  de  afleiding  4azer  vergelgkiiig  is  de  factor: 

Ö»*!  —  ïi»-)  ooB  a  +  (f^i  —  r,p)  OW  P  +  (pj,  -  A  ï)  008  7 

afgezonderd.  Deze  foeter  is ,  in  't  algemeen  niet  iml ;  immers , 
vyi  'py  9  • .  •  ^1  functies  van  u  en  r  zgn,  zal  de  vergelgking, 
die  men  verkrijgt  door  dezen  factor  gelgk  nul  te  stellen,  eene 
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kromme  op  het  opperflftk  bepalen.    Alleen  in  de  pueteii  van 
die  kromme  I  sal  dus  die  ükotöt  nol  ign. 

Wordt  het  eerate  lid  der  refgelöking  (10)  yoorgetteld  door 
Tf  dan  blgkt  onmiddellgk,  dat  de  yierkantsTergelgkitig  (9), 
die  dient  ter  bepaling  der  abtcissen  van  de ,  op  een  straal  van 
het  stelsel  {a^  ^^y)  gelegen ,  grenspanten  kan  worden  geschre- 
ven in  den  vorm: 

\(i^i  --?i»')oosa-*  (rPi  -  rtp)909fi  +  {pqi-^ptq)Q0êy\Y  ^ 
/Q(reosa-pcos7)-KË(g,e087--f*too>/3)|^^Q  (11) 

9é  De  grootheden  jp,  ;  « .  •  f,  nlt  het  voorgaande  nnmmer 
kunnen  worden  uitgedrnkt  ia  de,  door  Oattss  in  de  theoiie 
der  oppervlakken  ingevoerde  es  op  het  oorspronkelifk  opper- 
vlak betrekking  hebbende  grootheden  E,  G,  D,  IX  en  D^. 
Wgl  toch : 

1     è«  1     A»  ,.„ 

heeft  men : 

da        1    ^x         1      da^dE      d6        l     ^x  1      da^dO 

^^— _____^^_  --     -  ____  ^b»   •       ^^^__   I    , enz 

hu      l/lèa^      2V^l'd«**w'    h^      yQhuè0      2VQ*h^^ 
Hieruit  volgt: 

U         \   1     ^x  1      èxöG)         1      è^xdyè-rl      D' 

d5  •   1     d^  1       dxdG 


^'"^V'^Mv^QÖr»  ■"  2Kg"  örèp  hoKË 


dff^  düdr 


vq 


Evenaoo  aal  men  vinden: 


>  1     iB     1^1        ^,da         f     de        Kg 

öw  2KEGdr         fh  OP      2KE0dM  /»« 

waarin  weder  p,  en  p»  de  stralen  van  geodetisole  kromming 
der  beide  krommen  es=C,  u=»C|  voorsMlen. 
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De  grootheden  j>,  2  •  .  .  Tj  hebben  ook  eene  kinematische 
beteekenis.  De  drie  rechten  MA,  MB  en  MG,  d.  z.  de  raak- 
lijnen  aan  de  krommen  9  =  Ci ,  ti  =  Gi  door  een  willekeurig 
punt  M  yan  het  gegeyen  opperylak  en  de  normaalin  dat  punt, 
yormen  een  drievlakkenhoek ,  met  welks  ribben  de  straal  yan 
het  stelsel  door  M  de  constante  hoeken  a,  /3  en  7  maakt 
Verplaatst  zich  nu  het  punt  M  (o; ,  y ,  «)  langs  de  kromme  f'  =  C 

(drp  dy  iz     \ 

dier  kromme  gekomen  is,,  dan  kan  het  onyeranderlijke  stelsel, 
geyormd  door  den  juist  genoemden  drieylakkenhoek  en  den  yast 
daarmede  yerbonden  straal,  uit  den  oorspronkelijken  stand  in  den 
nieuwen  stand  gebracht  wor,den  door  eene  translatie  en  eene  ge- 
lijktijdige rotatie  om  eene  as  door  M.  De  projecties  der  snel- 
heid  in  de  translatie-beweging  op  OX,  OY  en  OZ  zullen  zijn 

^x      dy       d^ 

— ,    ^ ,    r— ,   terwijl   de    projecties   der   hoeksnelheid  in  de 

rotatiebeweging  op  MA ,  MB  en  MC  zullen  wezen  ^ ,  ;  en  r. 
Immers  beschouwt  men  du  als  de  oneindig  kleine  tijd,  gedu- 
rende welken  deze  beweging  geschiedt,  dan  zal  eerstens  ten 
gevolge  yan  de  translatie  het  punt  M  komen  in  M,.  Verder 
zullen,  in  de  rotatiebeweging  de  projecties  der  snelheid  yan 
een  punt  P  op  den  straal ,  dat  op  de  eenheid  yan  afstand  yer- 
wjjderd  is  yan  M  en  welks  coördinaten  ten  opzichte  yan  MA, 
MB  en  MC  derhalve  zjjn  cos  a ,  cos  /3  en  cos  y ,  op  die  rechten 
wezen : 

3  cos  7  —  r  cos  j3 ,    r  cos  a  —  p  cos  7 ,    p  cos  /3  —  2  cos  a. 
De    projecties  dier  snelheid  op  OX,    OY  en  OZ  zullen  dan 
zijn: 

a  {qcosy  —  rcos/3)  +  6  (r cosa  —  j?cos'y)-f  c  (pcos/3^ j'cosa), 
o'  (2  cos  7  —  r  cos  /3)  +  b'  (r  cos  a  —  p  cos  y)  +  c'  (pcos/3  —  g  cosa), 
a^iq  cos  7  —  r  cos  (i)  +  b^ir  cos  a  —  ^  cos  7)  +  c^^p  cos  /3  —  g  cos  a). 

Deze  uitdrukkingen  stellen  echter,   blijkens  het  yoorgaande, 

èX      èY       èZ 
juist  yoor  ^^  »    i~  ©°  n~-   De  Verplaatsing  yan  P ,  ten  gevolge 

der   rotatie,    op    OX,    OY    en   OZ   geprojecteerd  zal  dus  op- 

.  èX,      èY^        èZ^ 

leveren  c—  au,  r—  aw,    r—  aw. 
du  du  du 
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De  straal  door  M: 

gaat  derhalve ,  tengevolge  van  beide  bewegingen  over  in : 

da:  /         dX      \ 

£=a?+  ^dw  +  AIX  +  ^  duj  enz. , 

d.  i.  in  den  straal  van  't  stelsel  door  M^ 

Op  dezelfde  vgze  wordt  aangetoond,  dat  wanneer  het  punt 
M  zich  langs  eene  kromme  u  =  C  verplaatst ,  de  in  het  voor- 
gaande genoemde  drievlakkenhoek  en  de  vast  daarmee  ver- 
bonden straal  van  het  stelsel  door  M,  uit  zijn  eersten  in  een 
opvolgenden  stand  wordt  overgebracht  door  eene  translatie, 
waarvan  de  projecties  op  MA,  MB  en  MC  zgn,  O,  VOtdv^  O 
O  en  eene  rotatie  om  eene  as  door  M  met  eene  hoeksnelheid, 
welker  projecties  op  MA,  MB  en  MC  juist  de,  in  't  voorgaande 
nummer  ingevoerde  grootheden  p, ,  9,  en  r,  zijn. 

Uit  deze  beschouwingen  volgt  o.a.  nog: 

l\  pcoBa  +  g  cos/3  4-»'cos/3  en  j?,  cos  a +  9,  cos /3  +  r,  cos  7 
zijn  de  projecties  op  den  straal  van  het  stelsel,  der  hoeksnel- 
heden  in  de  eerste,  respectievelijk  de  tweede  der  bovenge- 
noemde oogenblikkelijke  rotaties. 

2*-  (?n  -  qi^)  cos  a  -f  {rpi  ~  np)  cos  fi  +  {pqi  —  p^q)  cos  y 
is  dan  alleen  nul,  wanneer  de  straal  van  het  stelsel,  door  een 
punt  van  het  oppervlak  gaande,  gelegen  is  in  het  vlak,  dat 
men  door  de  beide  oogenblikkelijke  rotatie-assen  kan  brengen  ^). 

7.  Uit  de  vergelijkingen  (10)  en  (11)  laten  zich  een  aantal 
gevolgtrekkingen  afleiden ,  waaraan  in  't  volgende  enkele  ge- 
noemd worden  : 

r.  De  op  een  straal  gelegen  grenspunten  vallen  steeds  met 
de  brandpunten  van  dien  straal  samen,  wanneer  f=  f^  d.  i. 
VQ  (r  cos  a  —  ^  cos  7)  =  V^E  (jt  cos  7  —  ri  cos  /3)  is.  In  dat 
geval  zal  het  stralenstelsel  een  normaal  stelsel  zyn.  Substitueert 
men  hierin  voor  p^  q  enz;  de  in  6  gevonden  waarden,  dan 
wordt  de  vroeger  afgeleide  voorwaarde  voor  een  dergelijk 
stelsel  teruggevonden,  n.L 


^)    Zie  hieroTer  o.a.    Dabbovz,   Lefotu   tur  la  théinrü  pénérëlê  dê$  iwrfa$êê^ 
tc/oM  I ,  p.  66  et  Tome  II ,  ÜTre  Y. 


812 

lèE  lèG        ^^oOBflfOOsd 

cos  a  ==■  —7^  X—  cos  p   of  — 


Aan  deze  roorwftarde  w^dt,  oitaflu»k«iyk  vam  p»  ea  p,  toI- 

daan   als    a  =  ^  :£=:  — .     In  dat  geval   gaat  het  stralenstelsel 

over  in  het  stelsel  der  normalen  van  't  gegeven  oppervlak  en 
bepaalt  de  vergelijking  (10)  of  (11)  de  hoofdkromtestraleft  in 
een  pnnt  van  dat  oppervlak.  Werkelifk  wordt  d!e  rergelgking 
dan: 

(Ml  -m)p^  -  (i>i^Ê  -  jyG)p  f  vm  =.  o 

d.i.  (DD"  -  D>»  ~  (D"E  +  Dö)p  +  EO  «=  O-    .    .  (12), 

de  bekende  vergeiyking  ter  bepaling  van  de  hoofdkromtestmlen 
in  een  punt  van  het  oppervlak. 

2e.     Wordt  in  (10)  a  =  0,  /3»»— ,  yss  —  geaomen,  dan 

gaat  het  stralenstelsel  over  In  het  stelsel  der  raakljjnen  aan 
de  krommen  t^  =  C  getrokken.  Een  der  brandpunten  van  eiken 
straal  ligt  dan  in  't  punt,  in  't  welk  die  straal  het  gegeven  op- 
pervlak, dat  een  der  focaaloppervlakken  zal  z^n,  aanraakt. 
De  abscis  van  het  tweede  brandpunt  op  dien  straal,  welke 
abscis  door  l^  worde  aangewezen,  wordt  bepaald  doer: 

EreMoo  x*I,  «Uasfc  —  ,/33tO>7^>e— -  g««t^  wordt  en 

het  stralenstelsel  dus  bestaat  uit  het  stelsel  der  raaklijnen  aan  de 
krommen  u  =  C ,  een  der  brandpunten  liggen  in  het  punt  in 
't  welk  die  straal  het  oppervlak  aanraakt,  terwijl  de  abscis  /^ 
van  het  tweede  brandpunt  op  dien  straal  bepaald  wordt  door: 

üit  de  Tergelijkingen  (13)  en  (14),  die  ook  aldus  koonen 
geachreven  worden: 

1         1       D'VÉ    l         1         1       D'KG    1 


--  > 


?i      p«     dVq  pf      h      pv     b'^Ve  p« 
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Tolgt  omniddellgk ,  dtt  wnoecr  r  s»  C,  u  ==  C  de  krocntelifneii 
op  hêt  gegeven  oppervlak  zijn,  in  welk  geval  IX  =s  O  ie , 
2i  =B  p«  en  /^  2»  /o«  sal  wezen.     Derhalve : 

De  raaklijnen  aan  elk  der  stelsels  kromtelijnen  op  een  opper- 
vlak vormen  een  stralensielael ,  tvaarpoor  dit  oppervlak  een  focaaU 
oppervlak  is.  Het  tweede  foeaaloppervlak  van  dit  stralenstelsel 
is  de  meetkundige  plaats  der  middelpunten  van  geodetische  krom- 
ming dier  kromtelijnen^  die  de  stralen  van  hei  stralenstelsel 
niet  aanraken  % 

Uit  (13)  volgt  ook  nog,  dat  Ix^pu  is,  voor  p^ssao,  d.  i. 
wanneer  de  krommen  9 »  C  geodetische  krommen  op  het  op- 
pervlak zijn,  of: 

Beeft  men  op  een  oppervlak  een  stelsel  geodetische  krommen 
v=  C  en  hunne  rechthoekige  doorsnijdingskrommen  u=^  C  en 
wordt  op  elke  r aaklijn  aan  eene  geodetische  kromme  ^  van  af 
het  raakpunt  y  een  stuk  uitgezet  gelijk  aan  den  straal  van  geo- 
detische kromming  der^  door  dat  punt  gaande  ^  rechthoekige 
doorsnijdingskrömme  y  dan  zal  de  meetkundige  plaats  van  de 
uiteinden  dier  stukken  het  tweede  foeaaloppervlak  zijn  van  H  stra* 
lenstelsely  door  die  raaklijnen  gevormd, 

3e«    Wordt  in  (10)  7  =s  —  genomen,  dan  vallen  de  stralen 

van  het  stelsel  samen  met  der  raaklijnen  aan  die  krommen  op 
het  oppervlak ,  die  de  krommen  v-^C  onder  een  constanten 
hoek  a  snijden.  Weer  valt  dan  eea  der  brandpunten  in  het 
raakpunt  van  straal  en  oppervlak.  De  abscis  {  van  het  tweede 
brandpunt  wordt  bepaald  uit: 

Kï^i "~  ïi'')  <50s  a  4-  {rp^  —  rijt?)  sin  a  J  ï  + 

+  {l/E(— I?,  sin*a+ j,  sin  a  cosa)  t  V^GCgcos'a— 2?  sin  a  cosa)}=0. 

Zeer  eenvoudig  wordt  dit,  wanneer  i^  =  C,  u=zC  de  krom- 

telynen  van  het  oppervlak  zgn.    Dan  toch  is  D'=sO,  dus  ook 

|isc  jT,  S3s0.    Verder  zgn  in  dat  geval »  zooals  uit  (12)  blgkt, 

de  beide  hoofdkromtestralen  in  een  punt  van  het  oppervlak: 

_  E  _  G 

Pi— ^  ,    ^-p' 


*)  Zie  o^er  stralenvtolsels ,  door  de  raaklijnen  aan  de  kromtelijnen  vao  een 
oppervlak  gevormd,  B.  t.  Lilieitthal.  Ueb*r  eine  Utondtrê  Art  ven  Strahien' 
iyntemên.  Math.  Annalen  Bd.  XXXI ,  A.  Pell.  On  the  focal  turfaeet  of  thê 
Congruencêê  •/  Tanpentt  to  a  §itm  Surface,  American  Jottroal  of  Matkematice. 
Vol.  XX, 
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vaarbg  pi  en  p^  die  hoofdkromtestralen  zgn ,  die  achtereenvol- 
gens bij  de  kromtelijnen  f;  =  C ,  ti  =  C  behooren.  Substitueert 
men  dit  alles  in  de  bovenstaande  vergelijking,  dan  gaat  zg 
over  in: 


looser       sinaj        (cos'a      sin^aj 
I    liPi         I2P2  ^        ^     Pi  p2    ^ 


=  0. 


Yolgeus  de  bekende  formule  van  Eulbr  is  echter,  wanneer 
p  voorstelt  de  kromtestraal  der  normaaldoorsnede  van  't  opper- 
vlak, die  door  de  beschouwde  raaklgn  gaat: 

1       cos^  a      sin^  a 

P  Pl  P2        ' 

zoodat  de  laatst  gevonden  betrekking  overgaat  in: 

1       cos  a      sin  a  .^^ 

pf^     pi'i     piS 

4e.  Woidt  voor  de  krommen  f?  =  C  op  het  oppervlak  een 
stelsel  asymptotische  lijnen  aangenomen,  dus  u  =  C  de  recht- 
hoekige doorsnijdingskrommen,  dan  is,  wijl  aan  de  differentiaal- 
vergelijking der  asymptotische  lijnen,  nl.  Ddu^  +  2  D'dudv -^ 
-f  D"c/r*  =  O  moet  worden  voldaan  door  t?  =  C ,  D  =  O,  dus 
g  =  0.  Laat  men  nu  het  stralenstelsel  samenvallen  met  de 
raaklijnen  aan  die  asymptotische  krommen,  dan  volgt  uit  (14) 
/,  =  O ,  d.  i.  de  bekende  eigenschap :  De  raaklgnen  aan  de 
asymptotische  lijnen  op  een  oppervlak  vormen  een  stralenstel- 
sel, waarvan  de  beide  focaaloppervlakken  met  dat  oppervlak 
samenvallen. 

In  dat  geval  is  het  gegeven  oppervlak  tevens  middenopper- 
vlak, d.  i.  meetkundige  plaats  der,  midden  tusschen  de  brand- 
en grenspunten,  op  de  stralen  gelegen  punten.  Werkelijk  gaat 
in  dat  geval  de  vergelijking  (11),  die  ter  bepaling  van  de 
abscissen  der  grenspunten  dient,  wanneer  daarin  gesteld  wordt 

a  =  0^,    /3  =  'y  =  —  ,j  =  0,  over  in : 

EG 

Nu  is  echter,  zooals  uit  (12)  blgkt,  -7^=  —  Pip^j  pi  ^T^p2 
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weder   de  hoofdkromtestralen  zijnde,   zoodat  ten  slotte  gevon- 
den wordt: 

Wordt  derhalve  j  op  elke  raaklijn  aan  de  asymptotische  lijnen 
van  een  stelsel ,  van  af  het  raakpunt  naar  weerskanten  een  stuk 
uitgezet  y  gelijk  V — pi/h,  dan  zullen  de  uiteinden  dier  stukken 
dé  grensoppervlakken  doorloopen  van  het  stralenstelsel ,  door  die 
raaklijnen  gevormd. 

8.  Denkt  men  zich  door  een  bepaald  punt  M  yan  het  op- 
pervlak alle  mogelijke  stralen  gebracht,  dan  maakt  elk  dezer 
stralen  deel  uit  van  één  bepaald  stralenstelsel  (a,  j3,  7),  dat 
bjj  het  gegeven  oppervlak  behoort.  De  meetkundige  plaats 
der  brandpunten,  zoowel  als  die  der  grenspunten,  op  die  stra- 
len gelegen ,  is  dadelijk  te  vinden.  Neemt  men  toch  de  raak- 
Ignen  MA  en  MB  aan  de  door  M  gaande  krommen  f  =  C , 
11  =  C,  benevens  de  normaal  MC  in  dat  punt  tot  coördinaat- 
assen aan,  dan  zullen,  ten  opzichte  dier  assen,  de  coördinaten 
van  een  brandpunt  op  een  straal  (a,  ^,  y)  gelegen,  zijn: 

£r  =  p  cos  a  ,    y  =  p  cos  /3 ,    «  =  p  cos  7. 

Evenzoo  zullen  de  coördinaten  van  een,  op  dien  straal  lig- 
gend, grenspunt  zijn: 

a?  =  R  cos  a ,    y  =  R  cos  /3 ,    2;  =  R  cos  7. 

Elimineert  men  nu,  uit  de  vergelijking  (10)  en  de  drie  uit- 
drukkingen voor  de  coördinaten  van  een  brandpunt ,  de  hoeken 
a,  /3  en  7,  dan  verkrijgt  men,  als  vergelijking  van  de  meet- 
kundige plaats  der  brandpunten  op  alle,  door  M  gaande,  stralen 
gelegen : 

Kqrr  -  rq,)X  +  (rp,  -pr,)Y  +  {pq,  -  i>,?)Z|(X« ^-  Y^  +  Z^)  + 

+  [KE(j,XY  +  r,ZX  -p,(J^  -H  Z»)|  + 

-h  VG\q(P  +  X»)  -;>XY  —  rYZ|]  +  KEG .  Z  =  O  .  (16). 

Stelt  men  het  eerste  lid  dezer  vergelgking  voor  door  Y,  dan 
vindt  men,  op  dezelfde  wijze,  als  vergelijking  van  de  meet- 
kundige plaats  der  grenspunten  op  alle,  door  M  gaande, 
stralen   gelegen,   waarbij  ook  weder  elk  dier  stralen  gerekend 
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wordt  te  betaooren  tot  één  bepaald  atnlenstelMl  (a,  0,  7): 
\{qr,  -  rq,)X  +  (rp.  -  pr,)Y  +  (pq,  -  i»,9)Z|  V  - 

rVöX-ryËY   ^'^^  ^         ^^^ 

Daaruit  bigkt: 

De  meetkundige  plaats  der  brandpunten  f  op  alle^  door  een 
bepaald  punt  M  van  het  oppervlak^  gaande  streden ^  waarbij 
elke  straal  gerekend  wordt  deel  uit  te  maken  van  een  stralen- 
stelsel  (cc,  lif  y)  is  steeds  een  oppervlak  van  de  derde  orde. 
Evenzoo  zal  de  meetkundige  plaats  der  grenspunten^  op  die 
stralen  gelegen  y  steeds  een  oppervlak  van  de  vierde  orde  wezen. 

Het  oppérrlak  der  brandpanten  (10)  raakt  het  gegeven  op- 
pervlak in  M  aan  \  het  gaat  verder  door  den  imagioairen  cirkel 
in  't  oneindige.  Door  elk  vlak ,  evenwijdig  aan :  (gr,  —  9i^)X  + 
+  (rPi  ""  ^xPÏ^  +  (P?i  —  1^1  ?)Z  =  O  wordt  het  volgens  eene 
kegelsnede  gesneden ;  de  rechte  in  't  oneindige  dier  vlakken 
zal  dus  eveneens  op  dit  oppervlak  gelegen  zijn. 

Het  oppervlak  der  grenspunten  (17)  heeft  in  het  punt  M 
een  conisch  punt.  Ook  dit  oppervlak  gaat  door  den  imaginai- 
ren  cirkel  in  't  oneindige  en  heeft  verder  met  het  vlak  in 
't  oneindige  gemeen  de  in  dat  vlak  gelegen  rechte  van 
(jr,  —  ?iOX  +  (rpi  —  »'iP)Y  +  {pqx  — -pij)Z  =0,  die  eene dub- 
belrechte  van  dit  oppervlak  zal  zijn.  Elk  vlak,  evenwijdig 
aan  dit  kMtite,  heeft  dm  met  bet  opporvlak  der  grenspunten, 
behalve  de  tweemaal  getelde  rechte  in  't  oneindige ,  eene  ke- 
gelsnede gemeen. 

De  beide  oppervlakken  (16)  en  (17)  raken  elkander  aan, 
volgens   de   doorsnede    van  het  oppervlak  der  brandpunten  en 

het    vlak     KGrX  -  KËr,T  =  0    of    —  +  —  =  ü.       Op 

eiken  straal,  die  M  met  een  pnnt  dier  doorsnede  verbindt, 
vallen  dus  de  grenspunten  van  dien  straal  met  de  brandpunten 
samen.  Alleen  dan  echter ,  waimeer  dk  vlak,  m  de  verschil- 
lende punten  M  van  het  oppervlak  constante  hoeken  maakt 
met  de,  door  die  punten  gaande,  raaklijnen  d«r  krommen 
9  =  0,  fi  =  C,  d.  i.  wanneer  p» :  p%  constant  i»,  zal  het  atralen- 
stelsel,  waarvan  die  airaal  ded  nitmaakt,  zooals  in  *t  voor- 
gaande gevonden  werd,  een  normaal  stndenatobel  lijn* 
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Eenyoudiger  worden  de  vergelgkiDgeii  der  juist  gevonden 
oppervlakken,  wanneer  men  de  orthogonale  v  en  u  krommen 
met  bijzondere  krommen  op  het  oppervlak  laat  samenvallen. 
Zijn   bijv.  deze   krommen   de  kromtelijnen  van  het  oppervlak, 

4ftii  w:  j?  =  g,  =:  O ;  verder  p^  z^ »  ?  = »  ^=  —r-j 

'  P2  Pi  '2 

De  vergelgking  (16)  van  het  oppervlak  der  brandpunten  kan 
dan  worden  geschreven  in  den  vorm: 

'/>!*!         P2^2         PxP2> 

i  „  P.  +  P«      X^      Y«      ZX     YZ ) 

'      P1P2      p\     p%     't      h  ï 

terwijl  de  vergelgking  (17)  van  het  oppervlak  der  grenspunten 
overgaat  in; 


PiH      Pih     PiH^  4    1  l^         Z,  ) 


*)    Voor  hd  «•▼•!,  4at«i9BC4Q«=sC4le  kromtilijnMi  liJn,   komen  drse 
opperrUik^eB  Tpor  bij  Uliivtkal,  Math.  AsoaWo,  Bd.  ZXXI. 
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m  HECIPROEE  POOLKROMME  EEKfifi.  EUBISCHE  RUIMTEKROMME 


Dr.  P.  zeeman  Oz. 


L  Zooals  bekend  is,  zal  de  reciproke  poolkromme  eener 
willekeurige  kubische  ruimtekromme  A;'  ten  opzichte  yan  een 
kwadratisch  opperrlak  weder  eene  kubische  ruimtekromme  A-,^ 
zijn.  Elk  vlaJc  ir  der  ruimte  heeft  toch  met  P  drie  punten 
A,  B  en  C  gemeen;  de  poolvlakken  van  A,  B  en  C  zijn  dus 
de  eenige  osculatie vlakken  van  Z'i^,  welke  door  de  pool  P  van 
het  vlak  ir  gaan.  Evenzoo  gaan  door  elk  punt  P  der  ruimte 
drie  osculatievlakken  van  A;';  de  polen  dezer  osculatievlakken 
zijn  de  eenige  punten  van  Atj',  die  in  het  vlak  ir,  het  poolvlak 
van  P  gelegen  zijn.  De  kromme  k^^  heeft  dus  met  elk  vlak 
drie  punten  gomeen  en  door  elk  punt  der  ruimte  gaan  drie 
harer  osculatievlakken;  zij  is  derhalve  eene  kubische  ruimte- 
kromme. 

In  het  volgende  wordt  onderzocht,  van  welke  soort  de  kromme 
JStj'  zal  wezen,  wanneer  k?  geheel  willekeurig  wordt  aangeno- 
men, terwijl  het  kwadratische  oppervlak  een  bol  B  is,  die 
achtereenvolgens  ten  opzichte  van  Ar'  alle  mogelijke  standen 
inneemt. 

2.  Ligt  het  middelpunt  van  den  bol  B  op  jb',  dan  zal  A-,' 
eene  kubische  parabool  zijn,  wijl  dan  A^^  tot  osculatie  vlak  heeft 
het  poolvlak  van  dat  middelpunt  d.  i.  het  vlak  in  't  oneindige. 
Daar  het  eenige  punt  in  't  oneindige  van  A:,'  de  pool  is  Tan 
het  osculatiovlak  van  A:',  dat  door  het  middelpunt  van  den  bol 
gaat,  zullen  de  beschrijvende  rechten  van  den  eenigen  (para- 
bolischen)  cylinder,  welke  door  A:,^  kan  worden  gebracht ,  lood- 
recht zijn  op  dat  osculatiovlak. 
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De  reeiproke  poolkromme  een&r  mllekeurige  kubische  ruimte- 
kromme ten  opzichte  van  een  bol^  waarvan  het  middelpunt  op 
de  kromme  ligty  is  derhalve  eene  kuhische  parabool. 

Door  een  willekeurig  punt  der  ruimte  gaan  van  P  óf  drie 
reêele,  bf  één  reeel  en  twee  imaginaire  oBculatieylakken.  De 
punten  van  beide  soorten  worden  van  elka&r  gescheiden  door 
het  ontwikkelbare  oppervlak  van  den  vierden  graad,  dat  om- 
huld wordt  door  de  oscalatievlakken  van  P  en  waarvan  de 
raaklijnen  dier  kromme  de  beschrijvende  rechten  zijn.  Door  elk 
punt  van  dit  oppervlak  gaan  drie  osculatie vlakken  van  P, 
waarvan  twee  samenvallen.  Zegt  men  verder  van  de  punten 
der  ruimte,  door  welke  drie  reëele  osculatievlakken  gaan,  dat 
zij  buiten  en  van  de  overige,  dat  zij  binnen  dit  ontwikkelbare 
oppervlak  zijn  gelegen,  dan  heeft  men: 

Ligt  het  middelpunt  van  den  bol  B  op  het  ontwikkelbare 
oppervlak,  gevormd  door  de  raaklijnen  van  k^^  dan  zal  A:,^  met 
het  vlak  in  't  oneindige  drie  punten  gemeen  hebben ,  waarvan 
twee  samenvallen;  A;,^  is  dus  in  dat  geval  eeno  kubische  para- 
bolische hyperbool.  De,  in  't  oneindige  gelegen,  raakliju  dier 
kromme  zal  zijn  de  rechte  in  't  oneindige  van  een  vlak,  dat 
loodrecht  staat  op  die  raaklijn  van  A:*,  wetarop  het  middelpunt 
van  den  bol  B  is  aangenomen. 

Ligt  het  middelpunt  van  den  bol  B  buiten  het  ontwikkelbare 
oppervlak,  dan  zal  k^^  met  het  vlak  in  't  oneindige  drie  reëele 
punten  gemeen  hebben  en  dus  eene  kubische  hyperbool  zijn. 

Ligt  eindelijk  het  middelpunt  van  den  bol  binnen  het  ont- 
wikkelbare oppervlak,  dan  zal  k^^  met  het  vlak  in  't  oneindige 
slechts  één  reëel  punt  gemeen  hebben;  zij  is  derhalve  eene 
kubische  ellips. 

In  ieder  dier  gevallen  liggen  de  punten  in  't  oneindige  van 
k^^  op  rechten,  die  loodrecht  zijn  op  die  osculatievlakken  van 
i;^  welke  door  het  middelpunt  van  den  bol  B  gaan ;  de  richting 
der  beschrijvende  rechten  van  de,  door  k^^  gaande  cylinders, 
wordt  door  die  rechten  etangegeven. 

S.  ]b  het  mogelijk  de  bol  B  zoo  aan  te  nemen,  dat,  P 
steeds  willekeurig  zijnde,  de  reeiproke  poolkromme  k^^  eene 
orthogonale  kubische  parabool  zal  zjjnP  Hieronder  verstaat  men 
eene  kubische  parabool,  bij  welke  één  en  dus  oo^  tripels  van 
onderling  loodrechte  osculatievlakken  optreden;  de  hoekpunten 


320 

▼ftn  al  die  tripels  liggen  op  eene  reehte ,  de  riciittiJQ  der  ortbo- 
gonale  kabiaehe  parabool. 

Allereerst  moet,  opdat  k{^  eeae  kubiaohe  parabool  sjj,  Tolgena 
hei  ToorgaaDde  het  eentmm  Tan  den  bol  B  op  P  liggen.  Verder 
moet  bij  ibi'  een  tripel  yan  onderling  loodrechte  otenlatie vlakken 
Toorkomen.  Ls  a,  0,  y  zulk  een  tripel,  dan  zullen  de  drie 
rechten,  die  het  centrum  van  B  met  de  polen  Tan  tf ,  /3,  7 
yerbinden  (welke  punten  op  P  liggen),  wijl  sg  loodrecht  zgn 
op  a,  ^  en  7,  ook  onderling  loodrecht  zijn.  De  kegel,  die  P 
uit  het  middelp<int  van  den  bol  projecteert,  moet  dan  eoodanig 
egn,  dat  daarop  één  (en  derhalve  od>)  tripels  van  onderling 
loodrechte  stralen  liggen,  m.  a.  w.  die  kegel  moet  een  gelijk- 
zijdige kegel  wezen.  Is  omgekeerd  een  punt  P  van  P  de  top 
van  een  gelijkzijdigen  kegel  door  die  kromme,  dan  zal  de  reci- 
proke  poolkromme  van  ]<?  ten  opzichte  van  eiken  bol,  die  P 
tot  middelpunt  heeft,  eene  orthogonale  kubische  parabool  zijn. 

Op  eene  willekeurige  kubische  ruimtekromme  P  liggen  au 
twee  punten  P  en  Q  zoodanig,  dat  uit  die  punten  de  kromme 
door  een  gelijkzijdigen  kegel  geprojecteerd  wordt;  zij  liggen  op 
die  koorde  der  kromme,  die  de  meetkundige  plaats  is  van  de 
hoogtepunten  der  driehoeken,  welke  door  vlakken,  loodrecht 
op  die  koorde,  met  de  kromme  bepaald  worden.  Alleen  dus, 
wanneer  het  middelpunt  van  den  bol  B,  in  P  of  in  Q  wordt 
aangenomen  (deze  beide  punten  kunnen  ook  imaginair  zijn),  zal 
de  reciproke  poolkromme  eene  orthogonale  kubische  parabool 
wezen.  De  richtlgn  van  k^^  zal ,  al  naar  dat  P  of-Q  tot  centrum 
van  B  wordt  aangenomen,  een  rechte  zijn,  die  evenwijdig  is 
aan  de  raakljjn  van  k^  in  P  of  Q.  Immers,  op  den  gelijkzij- 
digen kegel,  die  P  uit  P  projecteert,  ligt  de  raaklijn  p  dier 
kromme  in  P.  Het  vlak,  door  P,  loodrecht  op  p  d  i.  het 
normaalvlak  van  A:i^  in  P  sngdt  derhalve  die  kromme,  behalve 
in  P,  nog  in  twee  punten  D  en  E,  zoodanig  dat  driehoek 
PDE  rechthoekig  is  in  P.  Worden  nu  van  de  drie  punten 
P,  D  en  E  de  pool  vlakken  bepaald  ten  opzichte  van  een  bol  B, 
die  in  P  zijn  middelpunt  heeft,  dan  zullen  deze  drie  pool  vlak- 
ken  één  tripel,  onderling  loodrechte  osculatievlakken  van  k^^ 
opleveren;  hun  sngpunt  zal  een  punt  der  richtlijn  van  A;,'zyn. 
Het  poolvlak  van  P  is  het  vlak  in  't  oneindige ,  de  poolvlakken 
van  D  en  E  zjjn  twee  vlakken,  loodrecht  op  PD  en  P£;  hunne 
.  doorsnede   is   dan  loodrecht  op  PDE  d.  i.  evenwijdig  aan  de 
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raaklijn  p.  Wijl  nu  het  punt  in  H  oneindige  dezer  doorsnede 
een  punt  van  de  richtlijn  van  ki^  moet  wezen,  zal  deze  even- 
wijdig zijn  aan  de  raaklijn  in  P. 

Men  kan  dit  laatste  ook  als  volgt  aanioonen.  Brengt  men 
door  P  alle  mogelgke  tripels  van  onderling  loodrechte  koorden ; 
zij  PD,  PE,  PF  zulk  een  tripel  en  D,  E  en  F  de  punten, 
welke  deze  koorden,  behalve  P,  nog  met  y?  gemeen  hebben. 
De  pool  vlakken  van  D,  E  en  F  ten  opzichte  van  den  bol. 
waarvan  het  centrum  in  P  valt,  zijn  drie  onderling  loodrechte 
vlakken;  hun  snijpunt,  dat  een  punt  der  richtlijn  van  k^^  moet 
zijn ,  is  de  pool  van  't  vlak  DEF  ten  opzichte  van  dien  bol. 
De  richtlgn  zelve  is  dus  de  meetkundige  plaats  der  polen  van 
de  vlakken  DEF,  die  P  in  drie  punten  snijden,  zoodanig  dat 
PD ,  PE  en  PF  onderling  loodrecht  zgn.  De  tripels  van  punten 
bepalen  nu  op  A^  eene  involutie  van  de  derde  orde  (eerste  rang) ; 
de  vlakken  DEF  gaan  dus  allen  door  eene  rechte.  De^e  moet 
o.  a.  liggen  in  het  normaalvlak  der  kromme  in  P ;  de  richtlijn 
van  k{^  d.  i.  de  toegevoegde  pooUgn  dezer  rechte,  is  dan  lood- 
recht op  dit  normaalvlak  of  evenwgdig  aan  de  raaklijn  van  1^ 
in  P.     Uit  het  voorgaande  blgkt: 

De  reciproke  poolkromme  van  k^  ten  opzichte  van  een  bol  is 
slechts  dan  eene  orthogonale  kubische  parabool  j  wanneer  het 
middelpunt  van  den  bol  wordt  aangenomen  in  een  der  beide 
punten  van  P,  uit  welke  die  kromme  door  een  gelijkzijdigen  kegel 
geprojecteerd  wordt.  De  richtlijn  dier  parabool  is  evenwijdig 
aan  de  raaklijn  van  k?  in  het  middelpunt  van  den  boL 

Bij  eene  bizondere  kubische  ruimtekromme,  nl.  de  gelijkzijdige 
kubische  hyperbool ^  d.  i.  eene  kubische  hyperbool,  waarvan  de 
asymptoten  onderling  loodrecht  zijn ,  is  elke  kegel ,  door  welken 
die  kromme  uit  een  harer  punten  geprojecteerd  wordt,  gelgk- 
zijdig.  De  reciproke  poolkromme  dier  kromme  ten  opzichte  van 
eiken  bol ,  die  een  willekeur^;  punt  P  der  kromme  tot  middel- 
punt heeft,  is  dus  eene  orthogonale  kubische  parabool.  Hier 
zal  de  richtlgn  dier  kubische  parabool  de  raaklgn  der  gelgk- 
zgdige  hyperbool  in  P  zelve  zijn.  Op  volkomen  dezelfde  wijze 
als  boven  toont  men  aan ,  dat  die  richtlgn  moet  gaan  door  het 
punt  in  't  oneindige  op  de  raaklgn  in  P ;  bovendien  gaat  zg 
door  P.  Immers  de  rechten ,  die  P  met  de  punten  in  't  onein- 
dige  der  kromme  verbinden,  zgn  hier  onderling  loodrecht;  de 
poolvlakken   dier  punten  in  't  oneindige  ten  opzichte  van  een 
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bol,  die  in  P  ziJD  middelpuot  heeft,  zullen  drie  vlakken  zijn, 
die  eveneens  onderling  loodrecht  zijn,  m.  a.  w.  P  is  een  pant 
der  richtlijn. 

't  Zelfde  zou  men  kunnen  afleiden  uit  het  feit,  dat  de  vlak- 
ken DEF  der  bovengenoemde  involutie  hier  allen  evenwijdig 
zijn  en  dat  derhalve  de  richtlgn  der  kubische  parabool ,  de  toe- 
gevoegde pooUijn  eener  lijn  in  't  oneindige,  door  het  centrum  P 
van  den  bol  moet  gaan.     Samenvattende,  hebben  wij: 

De  reciproke  pooUcramme  eener  gelijkzijdige  kubische  hyperbool 
ten  opzichte  van  een  bol^  W€Mrvan  het  centrum  in  een  punt  P 
dier  kromme  ligt,  is  steeds  eene  orthogondU  kubische  parabool. 
Richtlijn  dier  kubische  parabool  is  de  rcuMifn  der  kubische 
hyperbool  in  P. 

4.  Is  het  mogelgk  de  bol  B  zoo  aan  te  nemen,  dat  de 
reciproke  poolkromme  A:,'  eener  willekeurige  kubische  ruimte- 
kromme k^  een  kubische  cirkel  zij ,  d.  w.  z.  twee  punten  gemeen 
heeft  met  den  imaginairen  cirkel  in  't  oneindige  ?  Zal  dit  het 
geval  zijn,  dan  moet,  wgl  het  poolvlak  van  een  punt  op  dien 
imaginairen  cirkel  ten  opzichte  van  B  een  vlak  ia,  dat  gaat 
door  het  middelpunt  van  den  bol  en  raakt  aan  dien  cirkel ,  het 
centrum  van  den  bol  B  een  punt  zgn ,  waardoor  twee  osculatie- 
vlakken  van  P  gaan ,  die  den  imaginairen  cirkel  raken ,  d.  w.  z. 
dit  middelpunt  moet  op  eene  der  focaallijnen  van  P  zijn  gelegen 
en  omgekeerd.  —  (Focaallgnen  eener  kubische  ruimtekromme 
zijn  de  doorsneden  van  twee  osculatievlakken  dier  kromme, 
welke  den  imaginairen  cirkel  in  't  oneindige  aanraken ;  van  de 
vgftien  dergelijke  Ignen  zijn  er  6f  drie,  6f  slechts  ééne  reëel). 
Wg  vinden  dus: 

Opdat  de  reciproke  poolkromme  &,'  van  k^  ten  opzichte  van 
e^n  bol  B  een  kubische  cirkel  zij  ^  moet  het  centrum  van  dien 
bol  op  eene  der  focaallijnen  van  k^  worden  aangenomen. 

De  beide  imaginaire  punten  in  't  oneindige  van  k^^  liggen  dan 
in  een  vlak,  dat  loodrecht  is  op  de  focaallgn,  waarop  het 
centrum  is  aangenomen. 

5.  Hoe  moet  de  bol  B  worden  aangenomen ,  opdat  de  reci- 
proke poolkromme  k^^  van  P  eene  gelijkzijdige  kubische  hyper- 
bool zij  ?  Daar  deze  kromme  drie  onderling  loodrechte  asymp- 
toten heeft,  zullen  ook  de  rechten,  die  het  middelpunt  van  B 
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met  de  punten  in  't  oneindige  dier  kromme  verbinden ,  onder- 
ling loodrechte  lijnen  moeten  zijn.  Zullen  nu  op  A:,^  drie 
dergelijke  punten  liggen ,  dan  moeten  door  het  centrum  van  B 
drie  onderling  loodrechte  osculatievlakken  gaan  en  omgekeerd. 
Bij  eene  willekeurige  kubische  ruimtekromme  k^  komen  nu 
slechts  twee  punten  voor ,  de  zoogenaamde  arthogonc^lpunten , 
zoodanig  dat  door  elk  dezer  drie  onderling  loodrechte  osculatie- 
vlakken van  P  gaan.  —  Deze  punten  liggen  op  eene  rechte, 
loodrecht  op  het  centraalvlak  dier  kromme  en  symmetrisch  ten 
opzichte  van  dat  vlak;  elk  punt  dier  rechte  is  verder  hoogte- 
punt voor  OD^  orthocentrische  vier  vlakken,  waarvan  de  zijvlakken 
osculatievlakken  van  A;^  zijn.    Derhalve: 

Opdat  de  redproke  poolkromme  k^^  van  k^  ten  opzichte  van 
een  bol  eene  gelijkzijdige  kubische  hyperbool  zij  ^  moet  het  cen- 
trum van  dien  bol  in  een  der  orthogonaalpunten  van  de  kromme 
k^  worden  aangenomen. 

Alleen  bij  de  orthogonale  kubische  parabool  komen  niet  twee , 
doch  00 ■  punten  voor,  door  elk  van  welke  drie,  onderling 
'loodrechte  osculatievlakken  gaan ;  die  punten  liggen  op  de  richt- 
Ign  der  kromme.    Daaruit  volgt: 

De  redproke  poolkromme  eener  orthogonale  kubische  parabool 
ten  opzichte  van  een  bol^  waarvan  het  middelpunt  ligt  op  de 
richtlijn  dier  kromme^  zal  eene  gelijkzijdige  kubische  hyperbool 
zijn. 

■  Volgens  het  voorgaande ,  zal  die  gelijkzijdige  kubische  hyper- 
bool gaan  door  het  middelpunt  van  den  bol  en  in  dat  punt  de 
richtlijn  der  parabool  aanraken.  De  asymptoten  der  kubische 
hyperbool  zijn  evenwijdig  aan.  de  rechten,  volgens  welke  de 
osculatievlakken  der  kubische  parabool ,  die  door  het  middelpunt 
van  den  bol  gaan,  elkaar  snijden. 

6.  In  al  het  voorgaande  is  de  straal  van  den  bol  geheel 
willekeurig  gelaten;  alleen  is  ondersteld,  dat  die  straal  niet 
nul  is.  Was  de  straal  van  den  bol  nul ,  dan  verkrijgt  men  als 
reciproke  poolkromme  van  P  geene  eigenlijke  kubische  ruimte- 
kromme. Is  toch  B  het  middelpunt  van  een  puntbol,  dan 
worden  de  punten  van  P  uit  B  door  een  kegel  van  de  derde 
orde  geprojecteerd.  De  poolvlakken  dier  punten  zullen  zgn  de 
vlakken  door  B,  loodrecht  op  de  beschrijvende  rechten  van 
dien  kegel ;  zij  omhullen  dus  een  kegel  van  de  derde  klasse.  — 

21* 
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De  oBculatieylakken  Tan  P  hebben  allen  tot  polen  het  punt  B ; 
alleen  voor  die  osculatieylakken  der  kromme ,  welke  door  B 
gaan ,  zal  de  pool  onbepaald  zijn  in  dien  zin ,  dat  elk  pnnt  der 
loodlijn  in  B  op  zulk  een  oscnlatievlak  opgericht ,  als  pool  Tan 
dat  Tlak  kan  worden  beschouwd.  —  Werd  hier  het  punt  B 
willekeurig  aangenomen,  gemakkelgk  ziet  men  in  op  welke 
wgze  de  reoiproke  poolkromme  Tan  P  ontaardt  wanneer  het 
punt  B  aangenomen  wordt  op  P  enz. 

Het  Toorgaande  kan  worden  uitgebreid  tot  het  goTal,  dat 
men  niet  de  reciproke  poolkromme  Tan  P  ten  opzichte  Tan  een 
bol ,  doch  ten  opzichte  Tan  een  willekeurig  kwadratisch  opper- 
Tlak  bepaalt.     Zoo  Tindt  men  o.  a.  onmiddellgk  OTonals  in  2: 

De  reciproke  poolkromme  eener  willekeurige  kubische  ruimte- 
kromme k^  ten  opzichte  Tan  een  kwadratisch  opperTlak  met 
een  middelpunt  zal  zijn: 

Ie.  eene  kubische  parabool,  wanneer  het  centrum  Tan  't  opper- 
Tlak op  P  gelegen  is. 

2e.  eene  kubische  parabolische  hyperbool,  wanneer  het  cen- 
trum Tan  't  opperTlak  ligt  op  het  ontwikkelbaar  opperTlak  Tan 
den  Tierden  graad,  door  de  osculatieTlakken  Tan  P  omhuld. 

8e.  eene  kubische  hyperbool  of  eene  kubische  ellips,  naar 
mate  het  centrum  Tan  het  kwadratisch  opperTlak  buiten  of  binnen 
dat  ontwikkelbare  oppenrlak  gelegen  is. 

De  bepaling  der  Toorwaarde,  aan  welke  het  kwadratisch  opper- 
Tlak moet  Toldoen ,  opdat  de  reciproke  poolkromme  Tan  Ar'  eene 
der  in  3 — 5  genoemde  bijzondere  kubische  ruimtekrommen  zg , 
wordt  echter  in  't  algemeen  Teel  minder  eeuToudig  dan  bij 
den  bol. 


B12h,  VI. 


ASAL06A  ZU  DEN  BEGRIPPEN  „POSITIV"  UND  „NEGATIV'^ 


G.  MANNOÜRY. 


Einleitung. 

§  1.  Beim  Uebergaoge  von  der  Arithinetik  zur  Algebra 
pflegt  man  öfters  die  po8iti?en  und  negativen  Zahleii  nicht  nur 
als  neu  einzuffihrende  Benennungeii  sondem  als  ueu  zu  bildende 
Begriffe  zu  befcrachten.  Es  wird  dadurch  den  Zeichen  +  und  — , 
und  insbesondere  dem  letzteren,  eine  doppelte  Bedeutung  beige- 
legt,  welche,  meiner  Meinung  nach,  Ursache  von  yieler  Unklar- 
heit  und  von  vielen  Missverst&ndnissen  ist ,  die  nicht  entstanden 
w&ren ,  wenn  mao  sich  strenge  an  der  urspmnglichen  Bedeutung 
des  Minus  und  des  Plus  gehalten,  und  die  Benennungen  ,po- 
sitive  und  negative  Zahlen"  durch  die  Yerabredung  eingeführt 
hatte:  eine  Zahl  wird  mit  InbegriiF  des  ihr  vorangehenden 
Plus  (oder  Minus-)  zeichens  eine  positive  (negative)  Zahl  genannt, 
und  bisweilen  einzeln  gesohrieben  oder  durch  einen  einzigeu 
Buchstaben  dargestellt. 

Bei  dieser  Betrachtungsweise  bedeutet  also  —  2  —  3  =  —  5 
nichts  anderes  als  P  —  2  —  3  =  P  —  5 ,  wo  das  willkürliche 
(aber  genügcnd  grosse)  Diminuendum  nicht  geschriebeu  ist, 
sondem  hinzugedacht  werden  soil ,  und  das  Minus-  (oder  Plus-) 
Zeichen  bekommt  dadurch  ebensowenig  eine  neue  Bedeutung 
als  dies  mit  din  Zeichen  x  und  :  der  Fall  sein  würde,  wenn 
man  x  a  und  :  a  auch  einzeln  schriebe  oder  durch  einen  eimigen 
Buchstaben  reprasentirte.  Jedoch  man  könnte  gegen  die  Gültig- 
keit  dieses  letzeren  Yergleiches  den  scheinbar  gerechten  Ein- 
wurf  erheben ,  dass  die  Zusammenfassuug  der  Zeichen  x  und  : 
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mit  der  nachstehenden  Zahl  nicht  zu  ganz  fthnlichen  Conse- 
quenzen  fuhre  wie  die  EinfÜhrung  der  Begriffe  po8.  und  neg. : 
erstens  verh&lt  éich  ja  die  Multiplikation-Diyision  ganz  anders 
zur  Potenzirung-Badizirung  aU  die  Addition-Subtraktion  zur 
MuU.-DiY.,  und  zweitens  haben  die  Begriffe  pos.  und  neg. 
zu  der  Conception  der  complexen  Zahlen  gefuhrt,  wahrend  es 
nicht  einleuchtend  ist ,  wie  man  ghnliche  Betrachtungen  an  die 
Zeichen  x  und  :  knüpfen  könnte. 

§  2.  Es  ist  mir  nicht  unnütz  vorgekommen,  diesen  Einwurf 
zu  beseitigen,  und  zu  zeigen,  dass  der  scheinbare  ünterschied 
zwischen  uosern  beiden  ersten  Grundoperationen  nur  dadurch 
vcrursacht  wird,  dass  die  Potenzirung-Radizirung  nicht  nach 
demselben  Prinzip  aus  der  Mult.-Div.  gebildet  ist,  nach  welchem 
die  Mult.-Div.  aus  der  Add.-Subtr.  hervorgeht. 

Zu  dem  Zwecke  werde  ich  eioe  (die  Add.-Subtr.  und  die 
Mult.-Div.  enthaltcDde)  Reihe  neuer  Operationen  bilden,  von 
denen  jede  auf  genau  dieselbe  Weise  aus  der  vorigen  gebildet 
werden  kann  (§  11,  12),  und  mittelst  dieser  Operationen  die 
BegriiFsbildung  des  Positiyen  und  Negativen,  sowie  diejenige 
des  Reellen  und  Imaginaren,  weiter  yerfolgen. 

Es  sei  hier  aber  sogleich  bemerkt ,  dass  die  neu  zu  bildenden 
Operationen  nicht  zu  neuen  Funktionen  führen  und  also  keinen 
praktischen  Werth  haben ;  sie  dienen  rair  lediglioh  zum  theore- 
tischen  Zwecke,  einen  objectiven  Standpunkt  fïir  die  Beurteilung 
des  Characters  positiver  und  negativer  Zahlen  zu  gewinnen. 


Die    Hyper-Multiplication   oder   Addition 
3**'  Stufe. 

§  3.  Die  Beziehuug  zwischen  Addition  und  Multiplication  wird 
bekanntlich  zurückgefuhrt  auf  die  commutativen,  associativeu 
und  distributiven  Eigenschaften,  niedergelegt  in  den  Formeln: 

a  +  b  =^b  +  a      ,      axb  =  bxa  (Comm.  Ges.)  j 
(a+6)+c=a-f-(i  +  c),  (axi)xc=ax(6xc)(As8.Ge8.)|   .  (1) 
ax{b  +  c)  =  axb  +  axc  (Distr.  Ges.)      ' 

Eine  Operation ,  welche  sich  zur  Muit.  verhalt  wie  diese  zur 
Add.,  wird  also  den  Funktiooalgleichungen 
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/(*.  y)  =  /(y,  a;), (2) 

r\x,(y,z)\=f\(x,y),2\, (3) 

fix,yxz)  =  fix,i,)xf{x,z).    ...    (4) 

genügen  müssoo. 

Die  letzte  dieser  Oleichuagen  giebt  unmittelbar 

f{.x,  y')  —  f'^x,  y), (5) 

WO  n  zuDachst  ganzzahlig  sein  soU;  setzt  man  jedoch  y"  =  j!, 
so  folgt 

f'  (j-,  z)^f{x,  y")  =ƒ-(«,  r)  =ƒ•(«,  2"/") , 
/■(ar,  «•/-)=ƒ «/-(a;,  «) 

und  durch  Grenzübergang  enreist  sich  die  Formel  (5)  guitig 
für  jedes  reeUe  n  ^). 
Wir  erhalten  also 

fix,  y)  =  f{x,  e»*)  =  /«»(»,  e), 

und  infolge  (2)  ebenso: 

/(x,  y)  =  /''(«,  y), 
und 

Man  erhalt  also,  indem  man  ƒ(€,  e)  gleioh  einer  willkür- 
lichen  Constanten  nimmt  (für  welche  ich  die  Zahl  e  w&hlen  will), 
eine   Lösung   des   gegebenen   Gleichung-Systems  in  der  Form 

f{x,y)  =  (?'^^, 

oder,  mit  bequemerer  Notation : 

x\y  =  é*^y. 

Die  so  erhaltene  „Hyper-Multiplication'*  ist  eine  continuirlicbe , 
analytische  Funktion  von  x  uod  y,  welche  auch  fur  complexe 
Zahlwerthe  dem  Systeme  (2),  (3),  (4)  genügt;  sie  rechtfertigt 
also  die  bei  ihrer  Ableitung  gemachten  Yoraussetzungen. 

Eine  sugehorige  ,yHyper-Di vision"  (..)  wird  durch 

a?..y  I  y  =  a; 
definirt»). 

^)  Dieter  Oreniübergang  setit  eelbstventandlioh  die  Möglichkeit  einer  be- 
stimmteD ,  continairlicben  Lösuog  der  gegebenen  Oleiohungen  Toraas ,  und  wird 
naebtraglich  lu  recbtfertigen  sein. 

')  Der  Nacbweif ,  dass  die  Operation  !  auob  dureh  das  Priozip  der  Wieder- 
holung  aus  der  Multiplication  gebildet  werden  kann,  wird  in  {  il ,  12  gegeben. 
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Die  Methode,  nach  welcher  man  aus  den  Formein  (1) 
(und  den  DefinidoDBfonneln  a  --  b  +  b  =  a^  aibxb  =^  a) 
die  allgemeineren  Geeetze  der  Add. ,  Subtr.,  Mult.,  Div.  her- 
leitet,  ist  eine  rein  symbolische,  d.  h.  sie  stützt  sich  nicht  auf 
die  Bedeutung  welche  den  Zeichen  +)  —  >  X,  :  beigelegt  ist, 
sondern  nur  auf  die  Yerbindung  dieser  Formein  mit  den  beiden 
Gesetzen  des  Gleichheitszeichens  *).  Es  ist  also  ein  Leiohtes 
aus  den  Formein  (2 ,  3 ,  4)  eine  Menge  Folgerungen  zu  ziehen, 
welche  genau  nach  dem  Beispiele  der  Addition-Multiplikations- 
Theorie  gebildet  sind.  Es  ist  jedoch,  wie  ich  oben  schon 
betont  habe,  nicht  meine  Absicht,  die  neue  Operation  zu 
praktischen  Zwecken  zu  verwenden.  Die  Einfisichheit ,  wenn 
nicht  Triyialit&t  derselben  ist  ürsache  dass  wir  auf  diesem 
Wege  nicht  zu  neuen ,  fur  die  Analysis  wichtigen  Resultaten 
zu  gelangen  erwarten  durfen.  Ich  werde  mioh  daher  in  dieser 
Hinsicht  so  viel  wie  möglich  einsohranken ,  um  nur  dasjenige 
hervorzuheben,  was  fur  die  Erweiterung  der  Begriffe  pos.  neg. , 
und  reell-complex  unentbehrlich  ist. 

Algebraische    Erweiterung    des   Begriffes 
positiy-negatiy. 

§  4.  Was  zun&chst  den  Begriif  pos.-neg.  betriift ,  so  ist  zu 
unterscheiden  ob  mao  sich  auf  algebraischen  oder  auf  arithme* 
tischen  Standpunkt  stellt.  In  der  Algebra  nennt  man  ja  +  a 
positiv  und  —  a  negatiy ,  ohue  darauf  zu  achten ,  ob  die  Zahl 
a,  in  dor  Einheit  ausgedrückt,  (d.  h.  in  Ziifern  geschrioben) 
vielleicht  selbst  negativ  sein  würde.  Man  könnte  dies  den 
formellen  Pos.-Neg.-Begriff  nennen,  uod  seine  Erweiterung 
wird  nach  dem  Yorhergehenden  nicht  die  geringste  Schwierig- 
keit  darbieten.  JNennt  man,  in  der  That,  xa  eine  ^positive 
und  :  a  cine  ^negaüve  Zahl,  so  ist  unmittelbar  klar,  dass  die 
allgemeineren  Commutations-,  Associations-,  und  Distributions- 
Gesetze  der  Add.-Mult. ,  auch  iür  die  Mult-Hyper-Mult.  guitig 
sind.  Ich  untorlasse  dcshalb,  hier  die  bekannten  Betrachtungen 
der  Elemcutar-Algebra  zu  wiederholeu,  uod  stelle  nur  die 
Kesultatc  in  folgender  Tabelle  zusammcn  : 


'}    n.m. :     1*.   weno  a  =  ^ ,  so  folgt  &  =  a , 

2*.   wenn  a  =  & ,  è  =  e,  so  folgt  a  =  c. 
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po8.-n6g. 

I+a  +  6  =  -f  6  +  a, 
+  a  —  ft  =  — 6  +  a, 
—  a  —  6=  —  6  —  a. 


ABSoc.-Oesetz 


DiBtr.-Gesetz 


[+(+ö)  =  +  ö^, 
l-(+a)  =  -a, 

[~ea)  =  +  a, 

+  a)x(+6)=  +  aXfe, 
ö)X(+6)=-aXft, 
+  a)X(-6)  =  — aX6, 
-a)X(-6)  =  +  ax6, 
+  a)  :  (+ft)=i-a:6, 
-a):  (+6)  =  -a:6, 
;+«):  (-ft)  =  -a:6, 


^poe.-'neg. 
XaX6  =  XftXrt, 
Xa  :  6=  :  6xci, 
:  a  :  6  =  :  6  :  a, 

X(xa)  =  xa, 

:(Xtt)=  :  a, 
X(:a)=  :  a, 

:(:a)  =  xa, 

(X  a)  I  (X  6)  =  X  a  I  6  , 
(:a)|(x6)=  :  a|6, 
(Xa)l(:  J)=  :  a|6, 
(:fl)|(  :b)  =  >a\b, 
(X  a) ..  (X  6)  =  X  a ..  6 , 
(  :  a) ..  {X  6)  =  :  a  ..  i  , 
(X  a) ..  (  :  t)  =  :  a ..  6  , 
( :  a) ..  (  :  6)  =  X  a ..  6  , 


auB  welcher  die  Pormel  (:  a)  |  (:  i)  =  x  a  I  6  (»da«  Hyperpro- 
duct  zweier  'aegativer  Zahleo  ist  ^positiv")  besonders  hervor- 
gehoben  seia  moge. 

§  5.  Gewöhnlich  j edoch  stellt  mao  sich  beim  Gebrauch  der 
Ausdrücke  ,po8iti?"  uad  „uegativ"  aiif  arithmetiBchen  Stand- 
pankt  und  nennt  eine  2iahl  nur  dann  positiv  (neg.),  wenn 
sie,  in  Ziflfern  geBchrieben ,  von  dem  Zeichen  +  (oder  — ) 
versehen  ist ;  in  diesem  Sinne  ist  also  jede  beBtimmte  Zahl  x 
^an  sich*'  positi?  oder  negativ. 

Die  Erweiterung  dieses  BegriiFes,  sowie  die  der  damit  aufs 
Innigste  yerknüpfteu  Theorie  der  complexen  Zahlen,  liegt  nicht 
60  auf  der  Hand  wie  die  formelle.  Urn  bei  dieser  Erweiterung 
die  gcwünschte  Analogie  zugleich  am  ëtrengsten  innezuhalten 
und  ins  hellste  Licht  zu  stellen,  ist  zweiielsohne  der  beste 
Weg,  sie  unmittelbar  aus  den  Definitionsformeln  der  Multi- 
plikation  herzuleiten ,  ohne  sich  dabei  auf  die  Torgegebenen 
Begritfe  des  gewöhnlichen  Positiven,  Negativen,  Reellen  und 
Complexen    zu    Btützeu.      Ëhe    ich    diesen    Weg    einschlage, 
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(§  11,  12)  sei  68  mir  jedoch  gestattet,  der  leichteren  YerBt&nd- 
lichkeit  wegen ,  cine  andere  Beliandlungsweise  voranzuschicken, 
wobei  ich  die  genannten  BegrifFe  als  gegeben  vorauBsetze. 

Diese   Befaandlungsweise   nöthigt   mich  mit  der  Erweiierung 
des  Begriifes  Reell-Complex  anzufangen. 


Erweiterung   des  Begriffes  ^reell-complex." 

§  6.  Es  ist  öfters  bemerkt  worden ,  daas  die  Eins  hinsichtlioh 
der  Mult.-Div.  eine  ftbnliche  Rolle  spielt,  wie  die  Null  hinsichtlioh 

X 

der  Add.-Subt, :  sowohl  die  Operationen  ±  O  als  die  Operationen  :  1 
lassen  jede  Zabl  auf  die  sie  angewendet  werden,  ungeandert. 

lm  Folgenden  werden  die  Null  uud  die  Eins  resp.  als  die 
Trennzahl  erster  und  die  Trennzahl  zweiter  Stufe  bezeichnet 
(^Trennz.  und  *Trennz.). 

§  7.  Dies  vorausgeschickt ,  bemerke  ich,  dass  jede  Zabl  x 
auf  die  Form 

a  4-  6  X  t , 
aber  anch  auf  die  Form 

ep-h9Xi  =  ep  X  w  I  ci^  A  X  B  1  ^* 

gebracht  werden  kann.  Die  letzte  Form  zeigt  eine  voUkom- 
mene  Analogie  mit  der  ersten  und  veraulasst  uns  folgende 
Definitionen  aufzustellen : 

Eine  Zahl  heisse  ^reell ,  wenn  sie  auf  die  Form  A  x  B  |  ^» 
gebracht  werden  kann ,  wo  B  gleich  der  ^Trennz. ,  d.  h.  gleich 
1  ist;  alle  übrigen  Zahlen  heissen  ^complex. 

Dieser  Definition  zufolge  sind  dann  alle  Zahlen  0...4-cx), 
^reell ,  alle  übrigen  aber  (also  auch  —  oo . . .  0)  '^complex  *). 


')  Scheinbar  wird  die  Analogie  dieser  „^complexen"  Zahlen  und  der  gewöhn- 
licben  complexen  Zahlen  durch  einen  wicbtigen  ünterschied  gestort :  veil  namlich 
A  X  B  I  •«  =  A  X  (B*»"»)  I  »•  ist.  so  kann  aus  A  X  B  |  «•  =  C  X  D  |  »•  wohl  auf 
A  =  C,  aber  keineswegs  auf  B  =  D  geecblossen  werden.  Auoh  könnte  manein* 
wenden ,  dass  es  unnatürlich  erscheint  die  Zahlen  —  oo  . . .  O  su  den  'complexen 
Zahlen  zu  zahlen,  indem  sie  doch  „wirklich  bestehen."  Für  die  Rufutatiun  beider 
Einwürfe  verweise  ich  nach  §  11-^13. 
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Arithmetische   ErweiteruDg   des   Begriffes 
„positiT-negativ." 

§  8.  Um  auf  dem  so  gewoDnenen  BegrifFe  des  'Reollen  den 
Begriff  des  ^Positiven  zu  gründen ,  bemerke  ich  dass  man  eine 
(gewöhnliche)  positive  Zahl  durch  den  Besitz  einer  reellen 
Quadratwurzel  charakterisiren  könnte.  Diese  Definition  naoh- 
bildend  kommen  wir  dazu  eine  Zahl  A  ^positiv  zu  nennen, 
wenn  der  Gleichung 

X  I  X  =  A 

von  einem  ^reellen  x  genügt  werden  kann.  OfFenbar  wird 
dadurch  das  Gebiet  der  ^positiven  Zablen  auf  die  Zahlen  1  ...+  qo 
beschrankt. 

^Kegativ  ist  nun  natürlich  jede  Zahl  zu  nennen,  welche  auf 
die  Form  :  A  (d.  h.  1  :  A)  gebracht  werden  kaun ,  und  dieser 
Bedingung  genügen  eben  die  übrigen  ^reellen  Zahlen  (O  ....  1). 

Die   Addition   «*•'  Stufe. 

§  9.  Das  bisherige  Yerfahren  fortsetzend  gelangen  wir  zu 
weiteren  Grundoperationen ,  welche  ich  Addition  (und  Sub- 
traction)   3*^,   4*«' . . . .  «*«'  Stufe  nennen ,  und  durch  die  Sym- 

n  n 

bole  +  und  —  bezeiohnen  will,  wobei 
1  1 

%  s 

+  =  X,     -=    :  , 

S  8 

+  =    I    ,       -=      .    . 

zü  setzen  ist. 

n 

Jede  neue  Operation  +  ist  den  Funktionalgleichungen 

n  n 

Comm.  Ges.  a  ••\-  b  =  b  -\-  a, 

n  n  n  n 

Ass.  Ges.        a  +  (6  +  c)  =  (a  -I-  6)  +  c, 

Distr.  Ges.     o  +  (6-f-c)=a4-*  +  a  -{-  c 

unterworfen;  diesen  GleichuDgen  wird,  wie  leicht  ersichtlich, 
jedesmal  durch  die  Operation 


a  4-  i  =  e' 
Geuüge  gethan. 


n-l 


Wir  erhalten  also  die  Operationen : 

1 

a  '■\-  h  z=s:  a  -{-  b, 

a -f  ft  =«'*+"==  «•  , 


4  »  J 


{{fa  +  IIM 
U.    8.   W. 


und  die  zugehörigen  "Subtr.  indem  man  in  dieaen  Formeln  jedes 
H-  durch  —  ersetzt. 

§  10.    Die  "Trennz.  wird  jetzt  duroh 

^  *  /y  (11  —  2  Zahleo) 

"Trennz.  =  x  ^  x  =  ff/    ^  ' 

bestimmt;  sodann  werden  alle  Zahlen  auf  die  «complexe  Form 

a  +  ft  +  i 

gebracht,  wobei  sich  der  Werth  «i  =  «•/  (n-Zahlen)  heraus- 
stellt,  und  mittels  dieser  Form  wird  die  Trennung,  zuerst  der 
«reellen  und  "complexen,  dann  dor  "positiven  und  «negativen 
Zahlen  vollzogen.  Ich  glaube  diese  Ueberlegungen  dem  Leser 
überlassen  zu  können  und  verweise  fur  die  erhaltenen  Resultate 
nach  der  Uebersichts-Tabelle  am  Schluss  des  Artikels.  Einen 
wichtigen  Umstand  möchte  ich  dabei  heryorheben  :  das  Gebiet 
der  "reellen  Zahlen  wird  bei  sieigendem  n  imme  mehr  be- 
schrankt. 

Die  Beziehung  zwischen  den   Additionen 
«*«'  und   n+  l**^   Stufe. 

§  11.  Es  bleibt  mir  jetzt  übrig,  die  vollkommene  Analogie 
der  erhaltenen  Operationen  darzuthun,  und  zu  zeigen  dass 
man ,  bei  der  Addition  n-ter  Stufe  anfangend , 

1°.  gmau  auf  dieselbe  Weise  zu  der  Addition  n  -f  l***'  Stufe 
gelangen  kann,  wie  man  in  der  Arithmetik  die  Muit.  aus  der 
Add.    ableitet  (also  durch  das  Piinzip  der  Wiederholung),  und 
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2^  die  BegriiFe  *po8.,  "n®g*9  *reell  und  «complex  ebenfalls 
nach  deraelben  Methode  wie  dies  fur  die  Begriffe  'pos.,  'oeg., 
'reell  and  'complex  üblicb  ist,  begründen  kann. 

(Der  leichteren  Lektar  wegen  ist  jedoch  im  folgenden  Para- 
graphen  n  durch  4  ersetzt.) 

Za  diesem  Ende  betrachte  ich  anfangs  keinen  Zahlbegriff  als 
gegeben  und  stelle  sodann  durch  eine  Reihe  von  Conceptionen 
den  ganzen  allgemeinen  Zahlkorper  wieder  znsammen. 

§  12.  Erste  Conception.  Ich  nehme  eine  willkürliche  Zahl 
als  gegeben  an ,  und  nenne  sie  die  ^Einheit : 

[Um  mich  den  vorhergehenden  Entwickelungen  anzuschlies- 
sen,  werde  ich  jedesmal  zwisohen  Elammern  die  zu  bildenden 
Zahlen  in  gewohnlicher  Schreibweise  darstellen.  Auf  diese  Dar- 
stellung  aber  wird  selbstyerst&ndlich  beim  Aufbau  des  Zahl- 
korpers  keinen  Bezug  genommen. 

Ich  will  also  erstens  annehmen,  die  gewahlte  ^Einheit  sei 
die  Zahl  </]. 

ZwEiTB  Conception.  Ich  definire  eine  einfach  unendliche 
Reihe  neuer  Zahlen  ^2,  ^3,  u.  s.  w.,  durch  die  ^Einheit  einer 

4 

gewissen  commutatxven  und  associativen  Operation  (+)  zu  unter 
werfen:   . 

*2  =  n  +-  M  , 
*3  =  ^2  +  *1 , 

U.    8.  W.  ') 

Die  so  erhaltenen  Zahlen  nenne  ich  die  ^ganzen  Zahlen  (*a). 
[Die   gew&hlte   Operation   sei   die   oben  erhaltene  Addition 
4-ter  Stufe.    Die  neu  definirten  Zahlen  sind  dann: 

♦2  =  e^,    ♦S  =  «^,    .  .  .,  ♦a  =  «*'*]. 

Dritte  Conception.  Hinzufügung  der  neuen  Zahl  H)  durch 
die  definirende  Bedinguug: 


')  Bequemlichkeitihalber  voUen  wir  annehmen,  daas  bei  dietem  BildungtprozeMe 
dit  fewöhiiKclieD  Ziff«ni  and  dai  DeoimaltTatom  bmittit  werden. 
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*a  +  *0  =  *a. 
[Au8  den  gemachten  Foraussetzuogen  folgt  ^0  =^  e^]. 

ViERTB  Conception.    Ich  füge  die  ^aegativen  ♦ganzen  Zahlen 

4  4 

hinzu,  indera  ich  jedem  a  das  Zeichen  —  voranstelle,  welches 
dnrch  die  Definition 

4  4  4 

%  —  ^a^  +  *a2  —  % 

eingeführt;   wird.     Die   ♦positiven   und    die   ♦negativen    Zahlen 
bilden  zusammen  die  ♦reellen  Zahlen  (^6). 
Durch  diese  Conception  ist  jetzt  jede  Oleichung 

'4 

*a,  —  *(i2  =  *a;  > 

einer  Lösung  ffthig ').  *  ^" 

[Die  80  eingeführte  Operation  ~  ist  also  identisch  mit.der 
früher  deünirten  Subtraction  4*«'  Stufe,  ^ie  nei,i,  hinzugeflïgten 
Zahlen  sind 

FüNFTE  Conception.  Eine  neue  Operation  (-f)  wird  einge- 
führt durch  die  Definitiousgleichungen: 

*6  +  *fc  =  *2-!-*6, 

42  +  4^^4i^43_f.4/y^ 
U.    8.    W. 

Au8   diesen    Definitionen    kann    bewiesen  werden,    dass  die 

6 

Operation  4-  commutativ ,  associativ ,  ünd  hinsichtlich*  der  Ope- 

4  4  t  .   5 

rationen  +  und   —  distributiv  ist;   die  indirecte  Operation  — 
wird  durch 

%l.*b^  +  %  =  *b,- 


I)     Die  jetzt   erhaltenen   Zahlen  köanen  die  Elemcnte  einer  Abel'schen  Gruppe 

'4 
darstellen ,  wo  dann  das  Zeichen  -f-  aU  die  Verknüpfung  zweier  Elemente  gilt 
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eingefiabrt  und  sodann  werden  dem  Zahlenaysteme  die  „^rationel- 
len"  Zahlen  hinzugeftigt,  indem  man  festsetzt  dass  die  Gleichung 

*  J  —  %  =  *x 
immer  eioe  LösuDg  haben  soli. 

5 

[Dass  die  so  eiDgeführte  Operation  +  wirklich  rait  der 
früher  definirten  identisch  ist,  geht  herror  aus 

=  e'      +  (^      =  *2  +  %  u.  8.  w., 

und  damit  ist  die  Gonsequenz  unserer  Operationsreihe  darge- 
than.  Zugleicb  erhellt,  warum  die  Potenzirung  nicht  als  die 
Tollkommen  consequente  Fortsctzung  der  Reihe:  Add.-Mult. 
gelten  darf.  Wahrend  namlich  die  Muit.  definirt  wird  durch 
a  -f  a  =  (1  -f-  1)  X  a,  u.  s.  w.,  wird  die  Potenzirung  bestimmt 
durch  a  X  a  ■=  a^-^^  u.  s.  w. ;  die  Muit.  wird  also  nur  mittels 
der  Addition  und  einer  Constanten,  die  Potenzirung  aber 
mittels  der  Add.,  der  Muit.  und  einer  Constanten  definirt.] 

Sechste  Conception.  Einfïihrung  der  ^„nicht-rationellen" 
Zahlen  durch  die  bekannte  Methode  der  Schnitte;  hiermit  ist 
der  Zahlkörper  der  ^reellen  Zahlen  (^c)  voUendet. 

[«, ,  +oo]. 

SiBBENTE  UND  LETZTE  CONCEPTION.  Wie  leicht  beweisbar, 
kann  keine  der  bis  jetzt  definirten  ^reellen  Zahlen  mit  sich 
selbst  ,,^multiplizirt"  (d.  h.  ^addirt)  eine  ^negative  Zahl  liefern. 
Wir  fügen  desshalb  eine  neue  Zahl  H  hinzu ,  welche  der  Be- 
dingung 

Oenüge    leistcn   soil,    uud   sodann    auch  alle   Zahlen  von  der 

Form  \  4-  ^c^  +  H ,  welche  wir  (sofern  nicht  ^c^  =  *1)  als 
die  ^complexen  Zahlen  bezeichnen ;  dieser  Name  erscheint  jetzt 
naturgemass,  weil  man  damit  Zahlen  bezeichnet,  welche  einer 
Bedingung  genügen,  der  Ton  den  bisher  „bestehenden"  Zahlen 
unmöglich  genügt  werden  kann. 


836 

[Diese   neuen   Zahlen    aind   augenscheialich    von    der  Form 

e'  und  enthalten  somit  1^  alle  (gewöhnlichen)  'complexen 
Zahlea  und  2^  die  'reellen  Zahlen 

—  00  ••..o...*^]. 

§  13.  Unsere  Darlegang  könnte  kaum  als  abgeachlosaen 
betrachtet  werden ,  solange  nicht  dargethan  ist ,  wie  man ,  von 
dieser  Conceptionsreihe  ausgehend,  wieder  die  Operationen 
niederer  Stufe  einführen  kann,  um  so  mehr  nicht;  weil  dabei 
noch  ein  wichtiger  Punkt  aufgeklart  werden  muBB:  wenn  wir 
namlich  die  Conceptionsreihe  nach  dem  Beispiele  der  (gew.) 
Theorie  der  complexen  Zahlen  durchbilden,  so  werden  wir 
zwei  ^complexe  Zahlen 

4  5  4  S 

%    +  *?1   +  **    ^^^    %  +  %  +  *> 

nur  dann  als  gleich  zu  betrachten  haben  wenn  ^j9,  =  *p2  und 
4gj  =  *q^  ist;  nehmen  wir  jedoch  die  zwischen  Elammern  ge- 
stelltcn  Foraussetzungen  hinzu,  so  ist  dies  nicht  mehr  der 
Fall,  wie  aus  dem  einfachen  Beispiele 

M  =  «*'   =  e*         =  *(2wir)  +  H 
ersichtlich. 

Bei    diesor   retrograden    Betrachtung  aber  will  ich,  der  be 
quemeren   Darstellung  wegen,  statt  Yon  der  n*«*  (4**"),  wieder 
von  der  l'^^^  Operationsstufe  ausgehen. 

Die  Fragestellung  ist  also:  eine  Operation  (die  Add.  0^ 
Stufe)  zu  finden ,  welche  commutativ  und  associatit  ist ,  und 
hinsichtlich  deren  die  (gew.)  Add.  distrihutiv  ist.  Es  ist  leicht 
ersichtlich  dass  die  Operation 

a  +  ft  =  i  («•  +  «*) 
diesen   Bedingungen    genügt,   und  dass  in  üebereinstimmung 
damit  das  Gebiet  der  °reellen  Zahlen  alle  Werte  /  (—  oo) . . .  i  (+  oo) 
umfassen   wird ,   von  denen  l{ —  oo) . . .  Z  (o)  als  die  ^negativen , 
und  Z  (o)  . . .  Z  (+  oo)  als  die  ^positiven  zu  bezeichnen  sind  ^). 
H&tten   wir  also  unsere  Conceptionsreihe  mit  der  operation 


i)    /  ist  hier   immer  das   Symbol  des   allgemeinen,  d.  h.  des  ao-Tielwerthigmi 
Logarithm  us. 
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angefimgen,   so   würden  wir  zu  folgeailer  Notation  gekommen 
Bein 

01  =  Z(l)  =  0H-2niri, 

02  =  Z(e)  =  O,  30103  . . .  +  2nirt, 

U.   8.   W. 

Dabei  würden  aber  die  Sjmbole  oi ,  02  ^  u,  g.  ^.  jedes  als 
eine  eintige  Zahl  zu  betrachten  sein,  i.  a.  W.  wir  würden  als 
Olekhheit  zu  betrachten  haben,  was  ,,in  Wirklichkeit"  nnr 
Congruenz  noch  dem  Modul  2wi  ist. 

Geht  man  also  von  dem  gewöhnlichen,  durch  die  Add.  l*"  St. 
gebildeten  Zahlensysteme  auf  das  aus  der  Add.  0^  St.  abge- 
leitete  System  über,  so  ist  das  Zeichen  =  durch  ^  (mod.  2vi) 
zu  ersetzen.  Dadurch  verliert  aber  augensoheinlich  die  Schluss- 
folgerung  von  p,  +  qii=P2  +  ?a*  ^^^  Pi  '=-Pi  ^^^  ?i  =  ?j 
ibre  Oültigkeit,  denn  aus  j9,  -|-  jr,!^!?,  +  92*'  (mod.  2irt)  Ifisst 
sioh  wohl  auf  p,  ^  p^  (mod.  2irt) ,  jr^  ^  jr,  (mod.  2ir)  aber  nicht 
auf  $1  ^  ^2  (mod.  2it\\  schliessen. 
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Beginselen  der  hoogere  meetkunde,  door  C.  vak 
Aller,  leeraar  aan  de  Koninklgke  militaire  academie.  £en 
deel  in  8^,  293  p.,  6  pi.,  Breda,  ter  stoomdnikkeri)  van  Oebrs. 
Oukoop,  Yoor  rekening  van  de  Koninklijke  militaire  academie, 
1899.     Prijs  ƒ3.-. 

Dit  Toor  ons  liggende  werk  is  ten  gevolge  eener  hem  ver- 
strekte opdracht  door  den  schrijver  ontworpen  en  bestemd  bij 
het  onderwijs  aan  de  militaire  academie  het  werk  met  den 
gelgkluidenden  titel  van  de  hand  van  wglen  J.  Badon  Ghyben , 
dat  uitverkocht  is ,  te  vervangen.  Dit  verklaart,  waarom  de  titel 
hoogere  meetkunde  is  behouden ,  hoewel  analytische  meetkunde 
thans  meer  gebruikelijk  is. 

Bij   de   beoordeeling  van  dit  werk  moet  in  aanmerking  ge- 
nomen worden ,   voor  welken  kring  van  lezers  het  bestemd  is. 
In  het  bgzonder  moet  het  in  zijn  geheel  worden  gebruikt  door 
de  cadetten   der  Artillerie   en   Genie,   terwijl  een  gedeelte  er 
van  moet   worden   bestudeerd  door  de  cadetten  der  Infanterie 
en  Cavalerie.    Hoewel  deze  cadetten  niet  opgeleid  worden  tot 
wiskundigen  9  moeten   zij   bij  hun  studie  toch  een  zekere  hoe- 
veelheid  wiskunde  opnemen,  die  —  wat  de  analytische  meet- 
kunde betreft  —  uit  de  leer  der  kegelsneden  met  inbegrip  van 
de  discussie  der  algemeene  vergelijking  van  den  tweeden  graad , 
een   beknopte   theorie   van  de  oppervlakken  van  den  tweeden 
graad  met  uitsluiting  van  de  discussie  der  algemeene  vergelij- 
king,  en   de   wording   van  enkele  merkwaardige  krommen  als 
cycloïden    en    spiralen    bestaat.     De   in  het  werk   behandelde 
leerstof  beantwoordt  geheel  aan  dit  program ;  ja  zelfs  de  volg- 
orde, waarin  ze  wordt  aangeboden,   wordt  er  door  beheerscht. 
Een  sprekend  voorbeeld  hiervan  is  dit,  dat  bg  de  kegelsneden 
de  behandeling  van  de  algemeene  vergelijking  van  den  tweeden 
graad  volgt  op  de  opzettelgke  behandeling  van  ellips ,  parabool 
en  hyperbool ,  elk  afzonderlijk.  De  cadetten  van  de  infanterie  en 
cavalerie  kunnen  zich  dan  bg  het  eerste  bepalen  en  de  beschou- 
wing van  de  algemeene  vergelijking  aan  de  overigen  overlaten. 
Het  leerboek ,  dat  wij  bespreken ,  is  dus  te  beschouwen  als  een 
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poging  om  op  korte ,  eenvoudige  en  dniddgke  wgs  met  de  Yoor- 
naamste  eigenschappen  van  kegelsneden ,  oppervlakken  van  den 
tweeden  graad  en  krommen  als  cycloTdea  en  spiralen  bekend  te 
maken.  En,  naar  het  ons  voorkomt,  is  die  poging  over  het  geheel 
goed  geslaagd.  Het  boek  is  daidelgk ,  het  vermgdt  zooveel  moge- 
lijk sprongen  in  de  redeneering  en  kan  daarom  een  uitstekende 
eerste  leiddraad  genoemd  worden,  ook  voor  hem  die  zich 
zonder  onderwijs  in  de  beginselen  der  analytische  meetkunde  thuis 
wil  werken.  Het  wordt  door  een  groot  aantal  vraagstukken  ter 
oplossing  voor  dit  laatste  doel  nog  meer  geschikt  gemaakt  en 
bevat  op  een  zestal  uitslaande  platen  bgzonder  goede  figuren, 
vooral  van  de  oppervlakken  van  den  tweeden  graad.  S'. 

Leerboek  der  analytische  meetkunde,  door  Dr.  P. 
VAN  Geer  ,  hoogleeraar  te  Leiden.  Tweede  deel :  Oppervlakken 
en  ruimtekrommen.  Een  deel  in  8^,  266  p.  Leiden,  A.  W. 
Sythoflf,  1900. 

Het  eerste  deel  van  dit  werk  is  aangekondigd  in  het  vorige 
stuk  van  dit  tijdschrift  (deel  4,  p.  255).  Aan  de  voorrede  van 
het  tweede  deel  is  het  volgende  ontleend; 

„Dit  tweede  deel  der  analytische  meetkunde  sluit  zich  on- 
^middellgk  aan  bij  het  eerste  en  is  op  dezelfde  wgze  bewerkt. 
,,Doch  het  standpunt  is  nu  anders  geworden.  Terwijl  voor  het 
^eerste  deel  geen  andere  voorbereidende  kennis  wordt  onder- 
,steld  dan  die  dor  hoogere  algebra,  wordt  nu  ook  gebruik 
„gemaakt  van  de  differentiaalrekening.  De  enkele  integralen 
„en  differentiaalvergelijkingen,  die  er  in  voorkomen,  kunnen  ook 
„wel  begrepen  worden  zonder  dat  men  nog  een  bijzondere  studie 
„der  integraalrekening  heeft  gemaakt  Zelfs  wordt  er  gebruik  ge- 
„ maakt  van  de  eerste  beginselen  der  variatie-rekening,  doch  niet 
„meer  dan  noodig  is  om  te  wijzen  op  het  belang  van  de  beoefening 
„van  dezen  dikwijls  verwaarloosden  tak  der  hoogere  wiskunde." 

„Wat  is  noodzakelgk  en  wat  kan  bij  eerste  oefening  gevoe- 
„gelijk  ter  zijde  worden  gelaten  P  Deze  vraag  heb  ik  met  dit 
„werk  trachten  te  beantwoorden,  door  een  behoorlgken  leid- 
„draad  te  geven  aan  hen,  die  door  eigen  studie,  hetzg  ter 
„verkrijging  eener  akte  van  bekwaamheid  M.  O. ,  hetzg  om  een 
„andere  reden  zich  in  de  hoog^.re  doelen  der  wiskunde  wen- 
„schen  te  bekwamen." 

„De  theorie  der  oppervlakken  van  den  tweeden  graad,  hier 
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„Oj  genoemd  f  is  behandeld  volgens  de  methode  yan  Hesse. 
„Voor  een  eerste  beoefening  heeft  dit  het  groote  bezwaar,  dat 
„geen  enkele  figuur  aan  de  Toorstelling  te  hulp  komt.  Dit 
,, bezwaar  meen  ik  door  gepaste  wijziging  te  hebben  vermeden ; 
„daarom  is  het  streng  doorvoeren  der  methode  opgegeven , 
, zoodra  een  vereenvoudiging  tot  beter  inzicht  kou  leiden/' 

„Op  de  behandeling  der  O^  volgt  een  overzicht  van  de  alge- 
„meene  theorie  der  oppervlakken,  in  het  bijzonder  van  de 
„ontwikkelbare  en  schele  regelvlakken  met  hun  analytische 
, kenmerken.  De  daarop  volgende  theorie  der  ruimtekrommen 
,is  zelfstandig  opgesteld  met  vermijding  van  bekortingen,  die 
,de  symmetrie  doen  verloren  gaan." 

„De  laatste  hoofdstukken  handelen  over  de  kromming  van 
„oppervlakken  en  de  voornaamste  krommen,  die  op  opper- 
,,vlakken  zijn  gelogen.  Hierbg  treden  de  kromtelgnen  en 
„geodetische  lijnen  op  den  voorgrond.  Het  hoofddoel  is  hier 
„niet  een  volledige  theorie  te  geven,  maar  een  inleiding  tot  de 
„hoogere  studie  van  dit  gewichtig  onderwerp.  Daartoe  dient 
„ook  het  laatste  hoofdstuk,  handelende  over  de  theorie  van 
„Gauss.  Intusschen  eischt  de  verhandeling  van  Gauss ,  die  een 
„nieuw  gezichtspunt  op  de  theorie  der  oppervlakken  opende, 
„eenige  nadere  verklaring,  en  deze  heb  ik  getracht  te  geven." 

„Moge  dit  leerboek,  het  eerste  dat  in  onze  taal  over  dit 
„onderwerp  verschgnt,  aan  een  behoefte  voldoen,  dan  is  mgn 
„doel  met  het  schrijven  er  van  bereikt." 

Na  de  lezing  van  deze  voorrede,  die  ons  veel  verwachten 
deed,  zgn  we  —  tot  ons  leedwezen  moeten  we  het  zeggen  — 
in  het  boek  zelf  teleurgesteld.  Wel  staat  de  schrijver  thans 
op  een  ruimer  standpunt  dan  voorheen  bij  de  samenstelling 
van  het  eerste  deel.  Werkeljjk  zgn  hier  homogene  en  vlak- 
coördinaten  gebruikt ,  terwijl  lijn- coördinaten  —  natuurlgk  met 
het  oog  op  de  gewenschte  beknoptheid  —  zijn  blijven  ontbru* 
ken.  Doch  de  begrippen  graad,  rang  en  klasse  van  een  op- 
pervlak en  van.  een  ruimtekromme  komen  ook  hier  nog  slechts 
tot  zeer  onvoldoende  ontwikkeling. 

We  stippen  thans  eenige  minder  gelukkige  punten  aan,  die 
bij  het  vluchtig  doorloopen  van  het  werk  onze  aandacht  troffen. 

In  het  derde  hoofdstuk  worden  de  oppervlakken  O2  naar  het 
middelpunt  gerangschikt.  In  de  verkregen  uitkomst  (blz.  56) 
worden  de  gevallen ,  waarin  de  vergelijking  ontaardt ,  ter  zijde 
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gelaten  en  is  geen  onderscheid  gemaakt  tusschen  de  elliptiache 
en  hyperbolÏBohe  cylinderrlakken  aan  den  eenen  kant  en  den 
parabolischen  cylinder  aan  den  anderen.  Naar  onze  meening 
verdient  de  bekende  yerdeeling  in  yijf  groepen,  waarbij  ach- 
tereenvolgens 

P.  een  middelpunt  in  het  eindige, 

2^-     »  I»  »     »    oneindige, 

3^     ,  lijn  van  middelpunten  in  het  eindige, 

4^     »      „       »  n  »     »     oneindige, 

5^     ,  vlak  , 

gevonden  wordt,  verreweg  de  voorkeur. 

'Op  blz.  103  treffen  we  de  uitbreidingen  van  de  bij  de  kegel- 
sneden  voorkomende  stellingen  van  Apollonius  op  de  ellipsoïde 
aan.    Hierbij  had  vermeld  moeten  worden ,  dat  er  bij  de  ellip- 

-  soïde  drie  betrekkingen  bestaan;  dat  de  som  der  vierkanten 
van  de  oppervlakken  der  parallelogrammen ,  die  een  parallelo- 
pipedum  op  toegevoegde  raiddellijnen  begrenzen,  standvastig  is, 
is  den  schrgver  in  de  pen  gebleven. 

Op  blz.  105  onderaan  vinden  de  stellingen  van  Apollonius  — 
natuurlijk  weer  twee  der  drie  —  uitbreiding  op  de  beide  hyper- 
boloïdes.  Hier  is ,  waarschijnigk  door  het  streven  onbestaanbare 
grootheden  buiten  beschouwing  te  laten  —  dat  naar  ons  oordeel 
geen  aanbeveling  verdient  — ,  aan  de  continuïteit  te  kort  gedaan. 
Zoo  hadden  wg  gaarne  het  verschil  tusschen  de  eerste  stelling 

>  bij  de  hyperboloïdes  met  die  bg  de  ellipsoïde  in  verband  ge- 
bracht gezien  met  het  omkeeren  van  het  teeken  van  c^^  in  de 
vergelijking  op  toegevoegde  middellijnen,  —  die  geheel  ontbreekt. 
En  wat  de  leerling  doen  zal,  wil  hg  overeenstemming  brengen 
tusschen  de  eigenaardige  uitkomst  midden  op  blz.  106  en  de 
op  blz.  104  bovenaan  gevonden  meetkundige  plaats  van  de 
hoekpunten  der  parallelopipeda  op  toegevoegde  middellijnen  bij 
de  ellipsoïde,  is  ons  een  raadsel. 

Op  blz.  113  hadden  we  gaarne  den  naam  van  Ivory,  den 
ontdekker  der  bewezen  eigenschap,  vermeld  gezien. 

We  komen  nu  tot  de  afleiding  van  de  vergelijking  van  het 
raakvlak  in  het  zesde  hoofdstuk.  Deze  kan  naar  onze  over- 
tuiging niet  logisch  genoemd  worden  en  staat  in  duidelijkheid 
zeker  ver  achter  bij  die,  waar  gebruik  gemaakt  wordt  van  de 
vergelijkingen  der  raaklijn  aan  een  ruimtekromme.  Wat  iemand, 
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die  eerst  sedert  korten  tijd  kennis  gemaakt  heeft  met  het  scherpe 
ontleedmes  der  analyse  van  de  „gemeenschap  van  de  eerste  orde" 
denken  moet,  die  hem  op  biz.  130  onderaan  zonder  nadere  ver- 
klaring wordt  Toorgelegd,  kunnen  we  ons  niet  recht  voorstellen. 
Op  blz.  151  komt  een  onjuistheid  voor,  die  we,  zelfs  nu  ze  zich  op 
blz.  158  in  nog  sprekender  vorm  herhaalt,  gaarne  als  een  onnauw- 
keurigheid van  redactie  zullen  beschouwen.  Als  f{x,  y^  ^,  a)  =  O 
de  vergelijking  is  van  het  met  a  veranderlgk  oppervlak ,  waar- 
van we  de  omhullende  zoeken,  wordt  de  volgende  stand  van 
dat  oppervlak  volgens  Taylor's  theorema  —  zoo  lezen  we  op 

blz.  151  —  gevonden  door  ^—  nul  te  stellen.   Dit  is  natuurlijk 

aldus  te  verbeteren:  Als  f(Xyy^Zya)  =  0  de  vergelijking  is 
van  het  met  a  veranderlijk  oppervlak,  wordt  de  volgende  stand 
van  dat  oppervlak  door  /(:r,  y,  2r,  a  +  da)  =  O  aangegeven  en 
vindt  men  dus  de  omhullende  door  a  te  elimineeren  uit  de 
beide  vergelijkingen  ƒ  (a?,  y,  2f,  a)  =  O  en  ƒ  («,  y,  e,  a  -f-  da)  =  O 

of  volgens  Taylor's  theorema  uit  /(j?,  y,  2?,  a)  =  O  en  ^^  =  0- 

Aan  de  theorie  der  omhullenden  in  het  platte  vlak  ontleenen 
we  een  met  betrekking  tot  dit  verschil  wel  zeer  eenvoudig  maar 
sprekend  voorbeeld.  Terwijl  de  vergelijking  ar  sin  a  —  y  cos  a  =•  O 
de  normaal  in  het  punt  x  s=r  a  cos  a ,  y  =  a  sin  a  van  den  cirkel 
a:>  -f-  y'  =  a'  voorstelt,  doet  a;  cos  a  +  y  sin  a  =  O  in  stede  van 
de  normaal  in  het  volgende  punt  de  door  het  aan  alle  punten 
gemeenschappelijke  kromtemiddelpunt  loodrecht  op  de  normaal 
getrokken  lijn ,  d.  i.  de  in  hoekmaat  zoo  ver  mogelijk  van  de 
normaal  verwgderde  Ign  door  dit  punt  kennen. 
'  Op  blz.  158  lezen  we  bij  de  afleiding  van  het  analytische 
kenmerk  der  ontwikkelbare  oppervlakken:  Is  de  beschrijvende 
Ign  bepaald  door 

z  =  x/i{a)+Ma),   z  =  y/3(a)+Ma), 

waarin  a  den  veranderlgken  parameter  voorstelt,  dan  zal  de 
volgende  beschrgvende  Ign  door 

o  =  a-r,  («)+/,(«),    0  =  yA(a)+f,{a) 

gegeven  worden.  Dus  —  zoo  redeneert  de  argelooze  lezer  —  is 
elke  volgende  beschrgvende  lijn  van  een  ontwikkelbaar  oppervlak 
evenwijdig  aan  de  2r-as  van  het  coördinatenstelsel.    Natuurlgk 
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treedt  hier  weer  de  boyen  aangewezen  onnaawkenrigheid  Tan 
redactie  op  en  is  de  beachouwing  zelye  door  Terscherping  der 
uitdrukkingen  geheel  te  redden. 

Waarschgnlijk  yergt  de  opmerking  op  bis.  159  omtrent  het 
▼erband  tueschen  de  orde  Tan  het  differentiaalkenmerk  en  het 
aantal  richtlijnen  te  veel  Tan  den  lezer ;  zelfs  als  hem  dit  punt 
na  de  lezing  Tan  blz.  162  op  het  midden  Tolkomen  duidelgk 
geworden  is,  kunnen  we  hem  gelukwenschen. 

Het  standpunt,  dat  de  schrjjTer  bg  de  behandeling  der 
ruimtekrommen  inneemt,  is  zeker  al  bijzonder  eigenaardig. 
Hier  blgkt,  dat  hg  —  wat  ons  bij  de  bespreking  Tan  het 
eerste  deel  moest  ontgaan  —  reeds  bij  de  bepaling  Tan  unicur- 
sale  krommen  in  het  platte  Tlak  een  opTatting  huldigt ,  die  ten 
eenenmale  Tan  de  gebruikelijke  afwijkt.  Tot  heden  Terstond 
men  onder  unicursale  kromme  een  kromme  Tan  het  geslacht 
nul ,  wat  dan  insluit  dat  een  transcendente  kromme  niet  unicur- 
saal  zgn  kan.    Hier  wordt  echter  de  transcendente  kromme 

a:  =  a,ti+ ftisinw,   y  =  aatt*  +  6alogti,   c=^a^u^  +  b^e' 

als  unicursaal  beschouwd  en  dus  het  woord  unicursaal  in  een 
geheel  andere  beteekenis  gebezigd.  Natuurlijk  is  dit  een 
kwestie  Tan  smaak,  zoodat  over  dit  punt  niet  te  redetwisten 
Talt.  Verba  Talent  usu;  wil  de  schriJTer  Toor  krommen  Tan 
het  geslacht  nul  uitsluitend  de  nieuwe  uitdrukking  ^rationale 
kromme"  bezigen,  waardoor  dan  het  woord  unicursaal  Trg 
komt,  wie  zal  hiertegen  zijnP  Doch  dan  was  het  ter  Termg- 
ding  Tan  misTerstand  noodzakelijk  geweest  op  dit  punt  te 
wijzen.  ETenzoo  is  het  een  kwestie  Tan  smaak  of  men  de 
schroeflijn  wil  beschouwd  zien  als  type  der  „ruimtekromme" 
dan  wel  of  men,  wat  ons  aannemelgker  Toorkomt ,  wil  spreken 
Tan  twee  typen,  de  kubische  ruimtekromme  of  , kegelsnee  der 
ruimte"  als  type  der  algebraïsche  ruimtekrommen  en  de  schroef- 
lijn als  type  der  transcendente  ruimtekrommen.  Maar  het  mag 
geen  kwestie  Tan  smaak  genoemd  worden,  dat  men  bg 
het  schrijTen  Tan  een  leerboek  der  analytische  meetkunde, 
mede  bestemd  TOor  hen ,  die  een  akte  van  bekwaamheid  M.  O. 
wenschen  te  Terkrggen,  het  standpunt  „alles,  waarin  geen 
differentiaalrekening  Toorkomt,  is  bij  de  behandeling  der  ruimte- 
krommen uit  den  booze"  in  die  mate  huldigt ,  dat  zelfs  het 
onderscheid  tusschen  algebraïsche  en  transcendente    krommen 
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yerdwgnt  onder  een  groot  aantal  beschouwingen,  die  eigenlijk 
meer  in  een  „Cours  d'analyse"  thuis  behooren. 

Een  laatste  punt,  dat  we  bespreken,  staat  in  verband  met 
den  indicatrix  Tan  Dupin.  We  hebben  nl.  overwegend  bezwaar 
tegen  substituties  als  dx^  x^  enz.,  zie  bovenaan  biz.  206,  die 
tegen  alle  regelen  der  differentiaalrekening  indruischen  en  dan 
ook  eenige  regels  verder  tot  het  verrassend  resultaat  voeren, 
dat  de  indicatrix,  gelegen  in  een  vlak  evenwgdig  aan  het  ory-vlak, 
een  parabool  kan  worden  met  de  vergelijking  a?^  ^  2pz. 

Gaarne  erkennen  wij  ten  slotte ,  dat  het  werk  van  den  Leid- 
sohen  hoogleeraar,  naast  de  aangewezen  eigenaardigheden,  ook 
goede  eigenschappen  bezit,  die  het  tot  een  niet  onbruikbaar 
leerboek  stempelen.  De  groote  reeksen  van  goed  gekozen 
vraagstukken  zullen  vooral  hem,  die  zijn  eigen  weg  moet  zoe- 
ken ,  welkom  zijn.  De  figuren  zijn  met  zorg  get  eekend.  De 
druk  is  voortreffelijk;  alleen  zouden  wij  wenschen  te  vragen, 
of  er  op  de  drukkerij  van  de  firma  A.  W.  Sythoff  geen  cijfers 
nul  voorradig  zgn.  8^ 

Het  onderlinge  verband  der  regelmatige  licha- 
men en  twee  der  half-regelmatige  lichamen,  door 
F.  J.  Yaes,  werktuigkundig  ingenieur  en  leeraar  h.  b.  s.  te 
Rotterdam.  Een  deel  in  8<^,  68  p.,  45  f.  Leiden,  A.  W. 
Sythoff,  1899. 

Uitgangspunt  der  in  deze  brochure  gegeven  beschouwingen 
vormt  de  opmerking,  dat  de  kubus  alle  andere  regelmatige 
lichamen  zoo  omvatten  kan ,  dat  ribben  of  hoekpunten  van  de 
laatste  op  een  symmetrische  wijs  in  de  zgvlakken  van  den 
eersten  komen  te  liggen.  Om  dit  te  bewijzen  moet  de  verdee- 
ling dor  lijn  in  de  uiterste  en  middelste  reden  en  een  groot 
aantal  metrische  eigenschappen  van  de  regelmatige  tien-  en 
vijf  hoeken  eerst  behandeld  worden.  Daarna  worden  de  regel- 
matige lichamen  afgeleid  en  op  de  bedoelde  wijs  in  den  kubus 
geplaatst.  Met  behulp  van  de  assen  dier  lichamen  blgkt  dan 
meer  algemeen ,  dat  in  elk  der  vijf  regelmatige  lichamen  de 
vier  andere  op  symmetrische  wijs  ingeschreven  kunnen  wor- 
den. Na  in  de  ribbe  van  den  omgeschreven  kubus  als  eenheid 
de  ribbe  en  de  stralen  der  drie  bekende  concentrische  bollen 
voor  elk  der  vier  andere  lichamen  te  hebben  berekend,  breidt 
de  schrijver  zijn  gezichtsveld  uit  door  enkele  half-regelmatige 
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liohamen  io  de  beschouwing  op  te  nemen.  Hij  doet  dit  met 
behulp  van  twee  constructies,  vooreerst  door  de  in  de  jsg  vlak  ken 
van  den  kubus  gelegen  ribben  van  het  ingeschreven  twaalfvlak 
te  vergrooten  of  te  verkleinen ,  ten  tweede  door  door  de  ribben 
der  regelmatige  lichamen  vlakken  te  leggen,  die  met  de  twee 
dpor  de  ribben  gaande  zgvlakken  gelijke  hoeken  maken.  Zoo 
komt  hij  tot  sommige  stervormige  lichamen,  tot  het  ruiten- 
twaalfvlak,  het  ruitendertigvlak ,  enz. 
De  figuren  zijn  met  veel  zorg  geteekend.  S^ 

Peter  Gutrib  Tait,  M.  A.,  Sec.  R.  S.  E.,  honorary  fellow 
of  Peterhouse,  Cambridge,  professor  of  natural  philosophy  in 
the  University  of  Edinburgh.  Scientific  Papers,  II.  In 
4^,  500  p.,  Cambridge,  University  press,  1900. 

Dit  tweede  deel  van  de  algemeene  werken  van  den  beroem- 
den geleerde,  dat  nog  door  een  derde  zal  worden  gevolgd, 
bevat  behalve  een  reeks  van  in  wis-  en  natuurkundige  tijd- 
schriften verschenen  verhandelingen  eenige  artikelen  overge- 
drukt  uit  de  laatste  uitgaaf  der  Encyclopaedia  Britannica  en 
een  in  de  Contemporary  Review  van  1878  verschenen  opstel 
gewijd  aan  de  beantwoording  der  vraag,  hoe  „Natural  Philoso- 
phy" behoort  te  wordeu  onderwezen. 

De  inhoud  van  dit  deel  kan  in  levensberichten,  verhande- 
lingen van  natuur-  en  werktuigkundigen  aard  en  wiskundige 
verhandelingen  yerdeeld  worden.  De  levensberichten  betreffen 
J.  B.  Listing,  Balfour  Stewart,  G.  R.  Kirchhoff,  W.  R.  Ha- 
milton en  M.  Rankine.  Van  de  natuur-  en  werktuigkundige 
studies  noemen  we  alleen  de  vijf  stukken  over  de  grondslagen 
der  kinetische  gastheorie  en  de  twee  verhandelingen  over  den 
duur  der  aanraking  (impact),  waarin  de  met  het  golf-spel  ge- 
heel vertrouwde  schrijver  langs  experimenteelen  weg  tot  merk- 
waardige resultaten  komt;  de  eigenlijk  wiskundige  verhande- 
lingen bespreken  we  wat  nader. 

Hoofdzaak  vormen  ook  hier  de  quaternions,  met  welke  een 
veertiental  opstellen  in  verband  staan.  We  stippen  hierbij 
drie  punten  aan.  Eerstens  het  vraagstuk  in  een  gegeven  bol 
een  n-hoek  te  beschrijven,  waarvan  de  zgden  door  n  gegeven 
punten  gaan ;  tweedons  het  twistgeschrijf  met  Cayley  over  de 
beteekenis  der  quaternions;  derdens  de  vraag  in. hoever  Gauss 
vóór  Hamilton  als  ontdekker  der  quaternions  is  te  beschouwen. 
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Van  de  overige  wiskandige  Terhandeliogen  vernielden  we 
nog  die,  welke  betrekking  hebben  op  Listing's  topologie,  op 
de  sommeering  van  eenige  reeksen,  op  een  bij  botsing  van 
molekulen  optredend  vraagstuk  van  waarschgnlgkheidsrekening, 
op  hun  vlak  in  vierkantjes  verdeelende  krommenstelsels ,  op 
de  ,glissette"  van  ellips  en  hyperbool,  op  een  vraagstuk  van 
eliminatie,  op  de  ruimteverdeeling,  op  kromtecirkels  en  op  het 
vraagstuk  van  Josephus.  Vooral  het  eerste  opstel  hebben  wij 
herhaaldelijk  met  bgzonder  veel  genoegen  gelezen.  S'^. 

Maurice  d'Ocagne,  Ingénieur  des  ponts  et  chaussées,  pro- 
fesseur  k  Técole  des  ponts  et  chaussées,  répétiteur  k  l'éoole 
poly technique.  Traite  de  Nomographic,  Theorie  des 
abaques.  Applications  pratiques.  In  80,  480  p.,  177  fig..  Paris, 
Gauthier-Villars ,  1899.  Prijs  gebrocheerd  14,  gebonden  17  frcs. 

Het  lijvige  boekdeel,  waarover  we  hier  verslag  uitbrengen, 
is  te  beschouwen  als  een  tweede  grondig  herziene  en  zeer 
vermeerderde  uitgaaf  van  een  in  1891.  door  den  schrijver  in 
het  licht  gegeven  brochure  getiteld  «Les  oalculs  usuels  effec- 
tués  au  moyen  des  abaques",  waarvan  een  door  Van  den  Berg 
begonnen  en  door  KoHeweg  voltooide  uitvoerige  aankondiging 
verschenen  is  in  het  Tijdschrift  van  het  koninklijk. Instituut  van 
Ingenieurs  (instituutsjaar  1891—1892,  p.  224—234).  Terwijl 
we  ons  aan  deze  belangrijke  studie  refereeren  en  overigens 
verwijzen  naar  de  veelvuldige  beoordeelingen  van  d'Ocagne's 
nieuwe  schepping,  in  het  bijzonder  naar  die  van  J.  Tannery, 
welke  in  het  , Bulletin"  van  Darboux  is  opgenomen,  vatten  we 
hier  in  het  kort  de.  hoofdzaken  samen. 

Het  eerste  hoofdstuk  bevat  een  grondige  studie  van  het 
begrip  der  functieschalen  en  zijn  toepassing  op  de  afbeelding 
•der  vergelijkingen  met  twee  onbekenden.  Door  een  gegeven 
vergelijking  /(jo, ,  p.^)  =  O  te  beschouwen  als  het  resultaat  der 
eliminatie  van  x  uit  de  vergelijkingen  x  =  q^i  {Pi)i  ^  =  9?2  {P2) 
en  op  een  zelfde  as  van  denzelfden  oorsprong  af  aan  naar  den- 
zelfden kant  de  bij  gegeven  p^  en  p^  behoorende  waarden 
van  X  uit  te  zetten  —  bijv.  de  bij  p^  behoorende  aan  deeene, 
de  bij  P2  behoorende  aan  de  andere  zgde  —  leest  men  op  deze 
lijn  de  stellen  aan  ƒ  (^, ,  jp^)  =  O  voldoende  waarden  j?, ,  P2  af. 

In  het  tweede  hoofdstuk  worden  de  bovenstai^nde  beschou- 
wingen  op   vergelijkingen   f  {p^j  p^^  Pz)  =  O  met  drie  onbe- 
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kenden  uitgebreid.  Dasrbg  denkt  men  zich  f(PiiP2jPz)  =  0 
verkregen  door  o;  en  y  te  elifnineeren  uit  de  drie  yergelgkingen 
9i  (^)  Vi  Pi)  ^=0^  (i  =  l^  2y  8).  Door  x  en  y  als  cartesiscbe 
coördinaten  te  beschouwen  levert  een  etel  aan  /(p,  ,P2^Pi)=^^ 
voldoende  waarden  jo, ,  p^^  p^  dan  drie  op  een  zelfde  assen- 
stelsel betrokken  krommen  9?, ,  ^2  ^  9^3  ^P  ^  ^^®  ®®°  P^^^  gemeen 
hebben.  Brengt  men  nu  in  hetzelfde  vlak  met  betrekking  tot 
dezelfde  assen  de  drie  stelsels  van  krommen  q>i  (x ,  y^  pi)  =  0 
in  teekening  en  geeft  men  dan  bijv.  aan  den  rand  der  teeke- 
ning  bij  elke  kromme  de  overeenkomstige  waarde  van  pi^  die 
wg  haar  „koers*'  noemen,  aan,  dan  doet  elk  punt  van  het 
vlak  door  de  koersen  |7, ,  p^^  p^  van  drie  in  dit  punt  samen- 
komende krommen  der  verschillende  stelsels  een  stel  oplos- 
singen van  de  gegeven  vergelijking  f{p^  >  p, ,  1^3)  =  O  konnen. 
Natuurlgk  geeft  elk  punt  van  het  vlak  slechts  dan  alleen  een 
enkel  stel  p, ,  p, »  Ta  ^'^  ^®  stelsels  9>{  =  O  werkelijk  bundels 
zijn;  natuurlijk  is  de  constructie  der  teekening.  die  de  abacus 
der  vergelijking  /(p, ,  p^j  P3)  =  O  heet,  des  te  geihakkelgker, 
naarmate  de  stelsels  q)i=0  eenvoudiger  zijn.  Het  eenvoudige 
geval ,  waarbg  ar  en  y  slechts  tot  den  eersten  graad  in  97;  =  O 
voorkómen  en  men  dus  met  de  raaklgnenstelsels  aan  drie 
krommen  te  doen  heeft,  is  door  E.  Duporcq  behandeld;  in 
het  nog  eenvoudiger  geval  van  drie  stelsels  van  evenwijdige 
lijnen  kan  de  hexogonale  abacus  ^an  Lallemand  dienst  bewijzen. 
Nu  kunnen  twee  der  drie  stelsels  9?;  =  O  willekeurig  gekozen 
worden.  Zoo  geeft  de  eenvoudigste  onderstelling  p^  z=  Xy 
Pjj  =  y  voor  het  derde  stelsel  bg  ƒ  (p, ,  p^ ,  p^)  =  O  de  niveau- 
Ignen  z  =  Pi  van  het  oppervlak  /  (x,  y,  0)  =  0.  Is  meer  in 
het  algemeen  x  =  f^  (p,),  y  =  /a  (p,),  dan  blgkt  gemakkelijk, 
dat  een  zekere  transformatie ,  die  men  in  navolging  van  Lalanne 
een  «anamorphose**  noemt,  het  derde  stelsel  van  krommen  tot 
rechten  kan  herleiden  als  ƒ  (Pd  P29  P3)  =  O  in  den  vorm 
/i  iP\)9^(Pz)  +Mp^w{Pz)  +  XiPz)  =  O  geschreven  kan  wor- 
den.  Van  het  algemeene  geval  van  drie  stelsels  van  krommen 
wordt  alleen  dat  van  drie  overkruisende  cirkelstelsels  afzonde^ 
Igk  behandeld.  En  in  het  algemeen  wordt  telkens  die  homo- 
graphische  transformatie  van  den  abacus  opgespoord ,  welke  de 
beide  eischen  ^eenvoudigheid  van  constructie"  en  «gemakkelijk- 
heid  van  aflezing"  zooveel  mogelijk  bevredigt. 
Wil  men  onderzoeken,  of  drie  gegeven  waarden  van  p,,p2>  I's 
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een  oplessing  van  de  gegeven  Tergel^king  ▼onuen,  dan  moet 
men  in  het  eenvondige  geval  van  drie  Ignenatelaeb  nagaan,  of 
de  bg  deze  koenen  behoorende  reobten  elkaar  in  een  punt 
sngden.  Dit  is,  als  de  abacus  met  Ignen  overladen  is,  in  de 
praktijk  Ter  van  gemakkelgk.  Daarom  mag  het  een  gelnkkig 
denkbeeld  genoemd  worden  op  den  abaous  een  dualistische 
transformatie  toe  te  passen ,  waardoor  drie  Ignen  door  een  punt 
in  drie  punten  op  een  lijn  overgaan.  Tot  dit  doel  maakt  de 
schrijver  in  het  derde  hoofdstuk  gebruik  van  de  vervanging  der 
gewone  cartesische  punt-coördinaten  door  een  bepaald  stelsel 
van  tangentieele  coördinaten,  de  evenwijdige  coördinaten.  In 
dit  mede  door  K.  Schwering  ingevoerde  stelsel,  dat  eigenlijk 
van'  Unversagt  afstamt»  wordt  een  Ign  bepaald  door  de  stuk- 
ken «  en  9,  die  se  van  twee  gegeven  evenwgdige  assen  — 
van  gegeven  punten  af  gerekend  —  afsngdt  Daardoor  gaat 
dan  de  aibacus  met  sgn  drie  overkruisende  stelsels  van  bepaalde 
krommen  omhullende  raaklgnen,  waarvan  er  ter  bepaling  van 
een  stel  bg  elkaar  behoorende  koersen  j^,,  p^  p^  drie  door  een 
zelfde  pont  moeten  gaan,  over  in  een  abacus ,  bestaande  uit 
drie  meetkundige  plaatsen  van  punten,  welke  elk  een  schaal- 
verdeeling  dragen  en  waarvan  drie  bg  elkaar  behoorende  koersen 
dier  verdeeHngen  op  een  rechte  Ign  gelegen  moeten  zgn.  .Yoor 
door  een  punt  gaande  Ignentripels  komen  coUineaire  punten- 
tripels  in  de  plaats,  wat  met  het  oog  op  de  praktgk  zeker 
vereenvoudiging  geeft;  bovendien  laat  het  beginsel  zich  door 
middel  van  een  abacus  met  dubbele  coUineariteit  gemakkelijk 
op  vergelgUngen  met  meer  dan  drie  onbekenden  uitbreiden. 
Ook  hierbg  worden  weer  verschillende  bgzondere  getallen , 
waarbij  een  of  meer  der  kromme  dragers  van  de  puntenreek- 
sen  door  rechten  vervangen  zgn ,  nader  beschouwd  en  door  aan 
de  praktgk  ontleende  voorbeelden  toegelicht. 

Het  vierde  hoofdstuk  behfliadelt  het  geval,  dat  twee  verge- 
Igkingen  /(i>i,  i>a,  ft) «O  en  -FQ?,,  p^,  Pé)  =  0  nftwt  elkaar 
bestaan.  Door  voor  beide  vergelgkingen  dezelfde  krommen- 
stelsels  9>,  (x^  y,  |^,)  =  O,  (p^ix^  y,  Pa)=  O  te  kiezen,  ver- 
krggt  men  dan  een  overkruisings-abacus ,  waarbg  elk  viertal 
door  een  zelfde  punt  gaande  krommen  q?^^  q?^^  9>,,  974  een  op- 
lossing oplevert.  Hiervan  worden  toepassingen  op  denparalla- 
tischen  driehoek  en  het  vraagstuk  van  a%ravings-  en  ophoo- 
gingsprofiUen  uitgewerkt 
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In  het  ¥gfde  hoofdstak  Tuideii  de  Tergelgkiiigen  met  meer 
dut  drie  Teranderlgken  een  afronderlgke  heachoowing.  Dese 
klimt  echter  niét  op  tot  de  meest  willi^earige  Torgelgking 
met  meer  dut  drie  Teranderlgken ,  wijl  zg  slechts  vat  heeft  op 
bepaalde  stelsels  Tan  tamelgk  algemeene  Tergelgkingen,  waar- 
onder ten  naaste  hg  al  de  door  de  toepassingen  opgelererde 
Tergelgkiirgen  behooren.  Hulpmiddel  ¥onnt  hier  het  gebniik 
van  elementen  (ponten ,  Ignen ,  ens.)  met  meer  dan  een  koen, 
het  constmeeren  Tan  den  abacus  met  drie  afmetingen  (R.  Mehmke) 
en  het  aanbrengen  Tan  bewe^bare  schalen  (F.  J.  Yaes  en  Torres). 

Eindelgk  geeft  het  laatste  hoofdstak,  dat  Toor  den  wiskun- 
dige wel  het  belangrgkste  is,  de  algemeeue  theorie,  die  Toert 
tot  de  bepaling  Tan  alle  Tergelgkingen  met  een  willekeurig 
aantal  onbekenden,  waarop  de  nomographie  toepasselijk  ia. 
Hierbij  komen  dan  elementen  met  n  koersen,  op  elkaar  ge- 
legde Tlakken  en  meerdere  stelsels  Tan  collineaire  puntentri- 
pels  ter  sprake.  ETenwel,  gebrek  aan  plaatsruimte  Terbiedt 
ons  den  hoogst  Terdienstelgken  schriJTer  hier  Torder  te  Tolgen. 

S^ 

Analytische  Theorieder  Ruimtekrommen.  Proef- 
schrift, door  J.  W.  Lem,  4^,  142  p.,  Leiden,  Ednard  Tdo,  1899. 

Dit  geschrift  bcTat  een  oTerzicht  Tan  de  differentiaalmeet- 
kunde TOor  zooTer  het  betreft  de  omgering  Tan  een  gewoon 
punt  eener  analjtische  kromme.  Beschouwingen  oTor  eene 
ruimtekromme  in  haar  geheel  zijn  niet  opgenomen,  al  zou  de 
titel  dit  misschien  doen  Terwachten.  De  schriJTer  heeft  het 
Tan  belang  geacht,  uitsluitend  algebraïsch  en  analytisch  te  werk 
te  gaan.  Meetkundige  methoden  zijn  Termeden,  alleen  coör- 
dinaten-tekening is  tot  afleiding  Tan  de  Torschillende  uitkomsten 
gebruikt.  Vooraf  gaat  eene  korte  geschiedkundige  schets  Tan 
de  ontwikkeling  der  behandelde  theorie,  aan  het  einde  komt 
eene  uitToerige  opgaTO  Tan  de  bestaande  litteratuur.  Wie 
de  toepassingen  der  differentiaalrekening  op  de  meetkunde 
wenscht  te  bestudeeren,  Tindt  hier  geordeüd  bijeen,  wat  hg 
elders  Terspreid  zou  aantreffen.  De  duidelijkheid  der  uiteen- 
zetting is  te  prijzen.  EI. 

Logons  sur  les  fonctions  entières,  door  E.  Borel. 
Een  deel   groot  8%    124  p.,    Pargs,    Gauthier-Yillai^ ,   1900. 
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Het  bovenstaand  werkje  maakt  deel  uit  vaii  eene  reeks  van 
lessen  over  yerschillende  hoofdstukken  der  funotie'tfaeorie ,  diè 
de  schrgver  zioh  voorstelt  achtereenvolgens  uit  te  geven.  Een 
goed  begrensd  onderwerp  uit  die  theorie  wordt  door  hem  ge- 
kozen ,  en ,  terwgl  hij  bij  zgne  lezers  niet  veel  meer  dan  eenige 
kennis  van  de  beginselen  der  analyse  onderstelt,  tracht  hij  van 
zulk  een  onderwerp  een  behandeling  te  geven,  welke  zich 
verder  uitstrekt  dan  hetgeen  de  leerboeken  daarover  kunnen 
mededeelen.'  Inzonderheid  is  het  streven  van  den  schrgver  er  op 
gericht  om  de  uitkomsten  van  de  jongste  onderzoekingen,  die  met 
zgn  Onderwerp  verband  houden,  te  bespreken  en  toe  te  lichten. 

Als  eerste  reeks  van  deze  lessen  verscheen  reeds  in  1898 
een  deel  onder  den  titel:  LoQons  sur  la  theorie  des  fonctions, 
groot  8^  136  p.,  Parijs,  Oautbier-Yillars,  waarin  een  ieder, 
die  een  juist  inzicht  in  de  beteekenis  van  Cantor's  „theorie  des 
ensembles"  wenscht  te  verkrijgen ,  op  eene  geleidelfjke  wgze  met 
het  doel  en  de  strekking  dezer  theorie  bekend  wordt  gemaakt. 

Thans  geldt  het  de  geheele  (transcendente)  functies.  Het 
uitgangspunt  vormt  WeierstrsuBs's  productontwikkeling.  De 
schrgver  doet  in  het  kort  de  beteekenis  dezer  ontwikkeling 
uitkomen,  en  brengt  in  herinnering  hetgeen  men  daarover 
gewooniyk  in  de  leerboeken  vermeld  vindt  Daarna  gaat  hij 
over  tot  eenige  belangrijke  onderzoekingen ,  die  met  de  stelling 
van  Weierstrass  in  verband  staan. 

In  de  eerste  plaats  komen  de  onderzoekingen  van  Laguerre 
in  aanmerking.  Het  begrip  geslacht,  zoo  juist  door  dezen  ge- 
vormd, wordt  toegelicht  en  voor  functies  van  eindig  geslacht 
worden  eenige  algemeene  eigenschappen  vermeld ,  die  analogie 
vertoonen  met  die  van  de  algebraïsche  veeltermen. 

In  het  volgende  hoofdstuk  worden  de  ongelijkheden  van 
Poincaré  besproken,  die  voor  eene  functie  van  eindig  geslacht 
eenig  verband  aanwijzen  tusschen  dat  geslacht  en  de  wgze, 
waarop  de  modulus  der  functie  voor  groote  absoljaté  waarden 
van  de  veranderlijke  aangroeit. 

Het  derde  hoofdstuk ,  waaraan  de  onderzoekingen  van  Hada- 
mard  en  van  Schou  ten  grondslag  liggen,  sluit  zich  nauw  bij 
het  voorafgaande  aan.  Daar  werd  aangegeven ,  hoe  uit  het  ge- 
slacht eene  bovenste  grens  voor  de  aangroeiing  der  functie  kón 
worden  bepaald,  hier  is  het  de  vraag  om  uit  eene  gegeven 
wijze  van  aangroeiing  eenige  gegevens  aangaande  het  geslacht 


352 

te  verkrggeDy  althans  om  eene  bovenste  grens  te  Tinden  voor 
het  aantal  nulpunten»  waarvan  de  modulus  een  gegeven  getal 
niet  te  boven  gaat. 

In  het  vierde  hoofdstuk  vindt  men  beschouwingen  naar  aan- 
leiding van  het  bekende  theorema  vaa  Picard ,  Tolgens  hetwelk 
de  functie  F{z)  noodzakelgk  eene  constante  wordt,  als  gegeven 
is»  dat  geen  der  beide  vergelgkingen  F(2)  =  a,  ¥{z)=s  b  eene 
oplossing  toelaat.  Wederom  wordt  in  het  bgzonder  de  aandacht 
geschonken  aan  functies  met  eindig  geslacht  eo  voor  dese  de 
vraag  gesteld ,  wat  er  te  zeggen  valt  van  de  verspreiding  der 
wortels  van  F(e)  =»  a  in  het  0-vlak,  waardoor  eenige  uitbrei- 
ding aan  het  theorema  van  Picard  kan  worden  gegeven. 

Ten  slotte  volgen  in  de  aanteekeningen ,  ten  eerste  een  recht- 
streeksch  bewgs  voor  Picard's  theoreufa»  waarbg  van  modulaire 
functies  geen  gebruik  wordt  gemaakt  <en  eindelgk  eenige  korte 
mededeelingen  over  de  functies  ^k  crpissance  reguliere^'  en 
jfk  croissance  irreguliere/' 

Ongetwgfeld  bevatten  dese  lessen  veel,  waarvan  door  den 
beoefenaar  der  functietheorie  met  belangstelling  zal  worden 
kennis  genomen.  Zonder  vrucht  zal  *  niemand  dit  boek  raad- 
plegen ;  moge  het  hier  te  lande  eene^  ruime  verspreiding  vin- 
den. El. 

Transactions  of  the  American  Mathematical 
Society.  Volume  1^  n^  1,  groot  8^,  96  p.,  Lancaster,  P*., 
en  NewTork,  The  Macmillan  Company,  1900.  Het  Nieutc 
Archief  ontving  het  eerste  nummer  dezer  nieuwe  uitgave  van 
de  American  Mathematical  Society,  waarvan  de  redactie  gevormd 
wordt  door  de  heeren  Eliakim  Hastings  Moore,  Ernest  William 
Brown  en  Thomas  Scott  Fiske.  Het  nummer  bevat  een  elftal 
artikelen  van  onderscheiden  aard,  waarvan  de  sohrjjvers  wel- 
bekend zgn  aan  een  ieder,  die  de  Bevue  SemesttieUê  gewoon 
is  te  raadplegen.  In  aard  en  strekking  is  de  verwantschap 
met  Duitsche  tgdschriften,  zooals  de  Mathematische  Annalen^ 
niet  te  miskennen.  Uit  alles  blijkt,  dat  wij  hier  te  doen  hebben 
met  een  tijdschrift,  dat  de  aandacht  van  de  Nederlandsche 
beoefenaars  der  wiskunde  ten  volle  verdient.  Wg  uiten  onze 
beste  wenschen  voor  den  bloei  en  den  voorspoed  der  nieuwe 
uitgave.  KL 
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ABRAHAM  NIKOLAAS  GODEPROY, 
1822—1899. 


Gedurende  het  laatste  gedeelte  van  zijn  leven  heeft  de  Am- 
sterdamsche  bouwkundige  A.  K.  Qodefroy,  die  29  December 
1899  in  zijn  woning,  Oude  Turfmarkt  8,  overleed,  zooveel  voor 
het  Wiskundig  Genootschap  gedaan,  dat  wij  ons  genoopt  ge- 
voelen in  het  tijdschrift  van  dit  genootschap  een  enkel  woord 
aan  de  nagedachtenis  van  den  overledene  te  wijden.  Wijl  in 
het  ,,  Bouwkundig  Weekblad'*  —  het  orgaan  van  de  Maatschappij 
ter  bevordering  der  bouwkuTist,  welke  in  de  eerste  plaats 
Godefroy's  genegenheid  bezat  —  reeds  een  uitvoerig  levens- 
bericht verschenen  is  en  daarin  (zie  het  nummer  van  6  Jan.  1900) 
in  het  bijzonder  de  verdiensten  van  Godefroy  met  betrekking 
tot  zijn  hoofdvak  van  studie,  de  bouwkunst,  geschetst  wórden , 
kunnen  we  ons  hier  geheel  bepalen  tot  het  bespreken  van 
Godefroy's  wiskundige  werkzaamheid  en  van  zijn  verdiensten 
ten  aanzien  van  het  Wiskundig  Genootschap.  We  achten  ons 
daarbij  gelukkig  dat  we,  dank  zij  de  welwillendheid  van  déu 
schrijver  van  het  bedoelde  levensbericht,  den  heer  C.  T.  J.  L. 
RiEBER,  in  staat  zijn  aan  ons  kort  artikel  een  reproductie  van 
Godefroy's  beeldtenis  toe  te  voegen ;  vooral  zij,  die  Godefroy 
gekend  hebben,  zullen  den  heer  Rieber  hiervoor  dankbaar  zjiil. 


We  beginnen  met  Godefroy's  betrekking  tot  het  wiskundig 
genootschap,  waarvan  hij  in  1873  lid  werd.  In  het  winter- 
seizoen 1875—1876  vervulde  hij  er  de  eerste  spreekbeurt.  In 
Juni  1876  sloeg  hij  een  benoeming  tot  bestuurslid  af;  doch  in 
April  1878  fungeerde  hij  als  2*«  secretaris  ad  interim.  In  April 
1880  kwamen  Prof.  F.  J.  van  dek  Berg  en  Godefroy  beide 
door  een  vrijwillige  bgdrage  van  ƒ  100  aan  een  tekort  in  de 
kas  van  het  genootschap  te  hulp  en  werd  Godefroy  tevens 
door  storting  van  een  tweede  som  van  hetzelfde  bedrag  lid  voor 
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het  Ieren.  Eerst  in  Mei  1883  nam  hg  een  definitieve  benoeming 
tot  bestuurBlid  aan.  Dat  hij  van  toen  af  het  wiskundig  genoot- 
schap ook  door  persoonlgke  medewerking  wenschte  te  steunen, 
kan  hieruit  blgken,  dat  hg  in  den  eersten  tijd  geen  jaar  liet 
Toorbggaan,  zonder  zich  op  de  wintervergaderingen  te  doen 
hooren.  Zoo  sprak  hg  (zie  Nieutv  Archief^  reeks  1,  deel  16, 
p.  200—202)  in  Nov.  1884  over  de  rectificatie  van  den  cirkei- 
boog  en  de  rerdeeling  yan  een  hoek  in  drie  gelijke  deelen,  in 
Jan.  1885  over  de  verandering  van  krommen  met  een  middel- 
punt door  projectie,  in  Dec.  1885  over  het  transformeeren  van 
cirkels  tot  kubische  krommen  in  verband  met  de  wig  van  Wallis, 
io  Maart  1886  over  de  kromme  a;S  +  y^  =  a>,  in  Maart  1887 
over  conchoïdale  lijnen  en  raaklijnen,  kubische  krommen  en 
kubische  oppervlakken  door  afbeeldingen  toegelicht,  transfor- 
matie door  cirkels  en  bepaling  van  normalen,  in  Dec.  1887 
over  bepaalde  transformaties  van  den  cirkel,  in  April  1889 
over  den  kubischen  cirkel  en  de  daarmee  in  verband  staande 
kubische  oppervlakken,  in  Oct.  1889  (Nieuw  Archief^  reeks  1, 
deel  18,  p.  119—121)  over  het  verband  tusschen  den  cirkel 
en  de  toegevoegde  gelijkzijdige  hyperbool  met  dezelfde  middel- 
Ign  en  in  Jan.  1892  {Nieuw  Archief ,  reeks  1,  deel  20, 
p.  108—111)  over  het  afleiden  van  kubische  en  bikwadratische 
regel  vlakken  uit  den  cirkel.  Gedurende  die  periode  van  1884 
tot  1892,  toen  het  wel  wat  moeielgker  scheen  dan  tegenwoordig 
om  een  voldoend  aantal  sprekers  voor  de  wintervergaderingen 
van  het  genootschap  te  vinden,  was  Godefroy  steeds  bereid 
iets  ten  beste  te  geven.  De  ontwikkeling  van  oppervlakken  uit 
kromme  lijnen  of  de  transformatie  van  kromme  lijnen  in  elkaar 
in  verband  met  oppervlakken  was  hem  een  onuitputtelijke  bron 
van  materiaal  daartoe. 

Twee  jaren  achtereen,  van  Mei  1889  tot  Mei  1891,  was 
GoDEFROT  voorzitter  van  het  wiskundig  genootschap.  Aan  het 
einde  van  het  eerste  dier  beide  jaren  hield  hij  op  de  algemeene 
vergadering  een  rede  over  het  verband  tusschen  Bouwkunst  en 
Wiskunde ;  hierin  wees  hij  er  o.a.  op ,  hoe  de  wiskundige  vor- 
tnen  kunnen  worden  dienstbaar  gemaakt  tot  de  versiering  van 
vlakken  als  plafonds ,  parketvloeren ,  paneelen ,  enz.  Deze  voor- 
dracht werd  toegelicht  door  een  reeks  van  afbeeldingen  van 
moskee-versieringen  van  de  twaalfde  tot  de  vijftiende  eeuw  van 
den  architect  Bourgoin.    £n  aan  het  einde  van  het  tweede  jaar 


deed  hij  in  een  korte  schets  Toornameljjk  uitkomen .,  dat  het  bij 
het  behandelen  van  wiskundige  problemen  gewensohi  ia  reke- 
ning te  houden  met  de  geschiedenis  der  eerste  oplossingen  en 
der  daarbij  gevolgde  methode.  Werd  aan  den  eenen  kant  met 
bewondering  gewezen  op  Poncelet  en  onze  landgenooten  van 
Schooten  en  van  Swinden,  aan  den  anderen  kant  werd  met 
verontwaardiging  melding  gemaakt  van  „de  slinksche  en  laag- 
hartige wgze,  waoiop  Cardanus  zich  heeft  weten  meester  te 
maken  van  het  geheim  van  Nicolo  Tartaglio'*,  waardoor  hij  ten 
onrechte  voor  den  eersten  oplosser  van  de  kubische  yergelijkiDg 
geldt. 

In  1896  —  dus  nog  bij  zijn  leven  —  vermaakte  Qodbfboy 
het  grootste  gedeelte  Tan  zijn  wiskuncBge  bibliotheek  aan  het 
wiskundig  genootschap  van  Amsterdam.  Hierdoor  is  de  biblio- 
theek van  dit  genootschap  ruim  een  vijfhonderd  nummers  rgker 
geworden ,  waaronder  naast  veertig  overdrukjes  een  groot  aantal 
zeldzame  en  kostbare  werken,  naast  belangrgke  werken  van  den 
jongsten  tijd  allerlei  werken  van  historisch  belang  voorkomen. 
Door  den  bibliothecaris  is  (zie  blz.  358  onderaan)  dit  geschenk 
van  den  edelmoedigen  gever  afzonderlijk  gecatalogiseerd,  zie  bet 
in  Jan.  1897  verschenen  ,,  Vierde  vervolg  van  den  catalogus." 

Toen  GoDEFROT  door  zgn  wankelende  gezondheid  verhinderd 
werd  de  bestuursvergaderingen  langer  bij  te  wonen,  bedankte 
hij  voor  het  lidmaatschap.  Dit  was  aanleiding,  dat  hij  op  de 
algemeene  vergadering  Tan  1898  tot  eerelid  van  het  bestuur 
benoemd  werd. 

Behalve  door  het  houden  van  voordrachten  op  de  winterver- 
gaderingen, nam  Godefroy  aan  de  werkzaamheden  van  het 
wiskundig  genootschap  deel  door  het  inzenden  van  vraagstukken 
in  de  ,, Wiskundige  Opgaven".  De  deelen  4,  6,  7  en  8  der 
nieuwe  reeks  bevatten  een  vijftiental  vraagstukken  van  z^ne 
hand,  die  voor  het  meerendeel  met  de  boven  opgesomde  on- 
derwerpen in  verband  staan.  Yan  twee  van  deze  zijn  de  oplos- 
singen eerst  zeer  onlangs  verschenen. 


Slaan  wij  thans  nog  een  blik  op  Godbfroy's  eigenlijke  wis- 
kundige werkzaamheid. 

Bij  de  beoordeeling  van  een  zoo  ruim  standpunt  uit  moet 
natuurlijk  op  den  voorgrond  gesteld  worden ,  dat  Godrfroy  bij 
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zgn  opleiding  tot  architect  slechts  zeer  oppervlakkige  kenois 
van  wiskunde  had  opgedaan  en  hij  alles,  waarin  hij  later  zoo 
goed  thais  bleek  te  zijn,  door  eigen  studie  heeft  moeten  ver- 
meesteren.  Als  we  bedenken ,  hoe  de  yerschillende  takken  der 
wetenschap  zich  in  de  laatste  vijftig  jaren  hebben  uitgebreid  en 
hoe  moeielijk  het  tegenwoordig  ook  den  wiskundige  van  professie 
is,  zich  op  de  hoogte  te  houden  Tan  de  synthetische  meet- 
kunde ,  als  hij  voorkeur  heeft  voor  functietheorie  of  omgekeerd , 
moet  het  ons  de  natuurlijkste  zaak  van  de  wereld  toeschjjnen, 
dat  GoDEFROY  slechts  van  enkele  onderdeden  een  diep  inzicht 
had  en  deze  veel  meer  bij  hem,  dan  bij  den  wiskundige  van 
beroep  eilanden  vormden  in  een  zee  van  onbekendheden.  Na- 
tuurlijk hebben  we  hier  op  die  eilanden  het  licht  te  laten 
vallen;  we  bepalen  ons  tot  een  enkel. 

Na  de  voordracht  over  het  transformeeren  van  cirkels  tot 
kubische  krommen,  in  Dec.  1885  door  Qodefrgy  gehouden, 
had  ik  het  genoegen  een  langdurig  gesprek  met  hem  over  dit 
onderwerp  te  voeren.  Daarin  trachtte  ik  hem  te  overreden, 
enkele  uitkomsten  van  zijne  studie  te  publiceeren;  dit  gelukte 
mij  echter  niet,  wijl  het  hem  niet  wel  mogelijk  scheen  de  ver- 
schillende stukken  door  eenigo  algemeene  beschouwingen  tot 
een  afgerond  geheel  te  vereenigen.  Het  einde  van  dit  onder- 
houd was,  dat  hij  mij  beloofde  mij  al  zijne  teekeningen,  voor- 
zien van  een  korten  uitleggenden  tekst,  te  zullen  toezenden. 
Tot  mijn  groot  genoegen  ontving  ik  kort  daarna  het  beloofde  en 
kon  ik  in  een  opstel,  waaraan  ik  reeds  begonnen  was,  „Over  de 
constructie  van  unicursale  krommen  door  punten  en  raaklijnon'^ 
(Nieuw  Archief  j  reeks  1 ,  deel  12,  p.  1  —  37),  de  uitkomsten  van 
GoDEFROT  openbaar  maken.  Wijl  dit  zelfde  opstel  later  in 
fransch  gewaad  verscheen  in  de  Archives  Néerlandaises  j  kon 
G.  DE  LoNGCHAMPS  van  Godefrot's  werk  kennis  nemen.  Zoo 
heeft  dit  een  weg  gevonden  in  twee  fransche  leerboeken  van 
dien  wiskundige ,  het  „Essai  sur  la  geometrie  de  la  regie  et  de 
réquerre",  dat  1890  verscheen,  en  het  „Supplément  comprenant 
la  trigonometrie  et  la  mécanique*',  deel  uitmakende  van  den 
algemeenen  „Cours  do  mathcmatiqucs  spcciales",  dat  in  1893 
daaraan  werd  toegevoegd. 

De  transformatie,  waarvan  Godefroy  gebruik  maakt,  staat  in 
verband  met  de  voortbrenging  van  kegebncdcn  door  Mac  Lauhin. 
Daarom   heb  ik  deze  transformatie,   die  per  slot  van  rekening 
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een  aiet-involiitorische  kwadratische  transformatie  in  het  vlak 
is,  de  Mao  Laurin'sche  transformatie  genoemd.  Deze  transfor- 
matie stelde  GoDEFROY  in  staat ,  niet  alleen  om  uit  den  cirkel 
verschillende  unicursale  krommen  af  te  leiden,  maar  ook  om 
met  behulp  yan  de  raaklijn  aan  den  cirkel  —  en  hierin  komt 
zijn  constructief  talent  het  voordeeligst  uit  —  de  raaklgn  in 
het  OYereenkomstige  pnnt  der  nieuwe  kromme  te  bepalen.  En 
nu  is  DE  LoNGCHAMPs,  die  met  behulp  van  de  theorie  der  met 
betrekking  tot  een  driehoek  isotoom  verwante  lijnen  voor  ver- 
schillende krolnme  lijnen  ingenieuse  raakiynenconstructies  ge- 
geven heeft,  juist  de  meest  competente  beoordeelaar  van  Oode- 
froy's  beschouwingen.  Welnu,  deze  spreekt  telkens  met  lof 
over  Oodefrot'b  werk.  Zoo  lezen  we  aan  het  slot  van  de 
wiskundige  inleiding  tot  het  ^Essai  sur  la  geometrie  de  la 
régie  et  de  l'équerre"  omtrent  de  bedoelde  raaklgnconstructie 
op  blz.  107  :  „Cette  remarquable  construction  nous  a  été  indiquée 
par  M.  GoDEFROT,  architecte  k  Amsterdam,  etc  '\  op  blz.  109: 
»la  tangen  te  au  point  I  a  été  tracée  en  appliquant  l'élégante 
construction  de  M.  Godefrot",  op  blz.  112:  ,1a  tangente  au 
lieu  se  determine  simplement,  en  observant,  avec  M,  Gode- 
frot, etc*" 


Aan  het  graf  van  den  overledeae ,  dien  we  met  het  oog  op 
zjjn  werkzaam  en  weldadig  leven  gelukkig  mogen  prijzen ,  werd 
namens  het  genootschap  door  den  ondervoorzitter,  den  heer 
D.  CoELiNGH,  een  waardeerend  woord  gesproken.  Vooral  nu 
het  mij  onmogeljjk  was  bij  deze  plechtigheid  tegenwoordig  te 
zijn ,  was  het  mij  aangenaam  door  de  opstelling  van  boven- 
staande regelen  van  mijne  waardeering  te  doen  blijken.  Zeker 
zal  Godefrot,  mede  door  zifn  aangenamen  omgang, 'nog' lan- 
gen tgd  bg  velen  onzer  in  vriendelijke  herinnering  blgven. 


NASCHRIFT. 


Nadat  het  bovenstaande   was  opgesteld  ontving  het  bestuur 
van  het  Wiskundig  Genootschap  een  afschrift  vaa  Godbfrot's 
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testamenl,   reeès   in   JaniMri    1806   epgewwlrt»   waartan   het 
ratgf^e  voileeBé  is: 

Ik  Termaak  aan  ket  Wiskuadig  Oenooiaekap ,  ter 
spreoke  Toerende  ,Een  oaTermoeide  arbeid  kont  alles 
te  boven'',  geyestigd  te  Amsterdam: 

1®.  Alle  mijne  wiskandige  werken,  alsmede  die  be- 
treffende perspeetief,  sterrekunde,  natnorkande  en  geo- 
logie, onder  yoorwaarde  dal  het  Oenootschap  aUe  kosten 
van  Torroer  voor  sffne  rekening  neme  '); 

29.  Jaarlgks  fbOOj  ter  bestrgding  der  kosten  Tan 
door  het  Oenootschap  nit  te  geven  werken  en  toe  te 
kennen  belooniagmi  voor  bekroonde  prgsTragen  en  bet 
inbinden  tan  mgno  boekwerken,  onder  Towwaarde  dat 
de  setel  van  het  Genootschap  gereetig^  blgve  te  Am- 
sterdam en  niet  langer  dan  tot  op  hot  tijdstip  dat  het 
Genootschap  om  welke  reden  dan  ook  mockt  worden 
ontbonden» 

30.  Alle  mgne  aanteekeningboekjes  en  geschreven  op- 
stollen  over  en  teekeningen  van  kromme  Ignen  en  gebo- 
gen oppervlakken  y  voor  zoo  ver  die  nog  aanwezig  zullen 
zgn ,  onder  voorwaarde  dat  daarvan  in  de  werken  van  bet 
Genootschap  een  overzicht  opgenomen  en  met  vermelding 
van  mijn  naam  nitgegeven  worde. 

Natuurlgk  is  deze  schenking  dankbaar  aanvaard ,  to  meer 
wgl  de  daaraan  verbonden  voorwaarden  niet  bezwarend  zijo. 
Terwijl  dit  korte  leven«ibericht  aan  Oodefrot  gewgd  dit  deel 
van  het  Nieuw  Archief  besluit,  zal  het  volgende  met  een  door 
EoRTEWEG  opgraiaakt  overzicht,  als  boven  verlangd  wordt, 
openen.  S^ 


*)    De  boeUn  sijn  (sie  boven  bis.  35é)  grootendeeU  i?ed«  in  1896  ontvuigen 
en  gecaUlogiieerd. 
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OVERZICHT  DER  DOOR  DEINDE  A,  N.  60DEFROY  NAGELATEN 

HANDSCHRIFTEN  EN  TEEKENINGEN  OVER  KROMME  LIJNEN 

EN  ÖEBOOEN  OPPERVLAKKEN,  AANWEZIG  OP  DE  TJNI- 

VERSITEITS-BIBLIOTHEEK  TE  AMSTERDAM, 


D.  J.  KORTEWEG. 
(Amsterdam.) 


Bg  zijne,  Toor  ons  Genootschap  zoo  gunstige,  laatste  be- 
schikkingen, gaf  de  heer  Qodefroy  den  wensch  te  kennen, 
dat  in  de  werken  Tan  ons  Genootschap  een  overzicht  zoude 
yerschgpen  yan  de  door  hem  aan  ons  nagelaten  „aanteeken- 
boekjes  en  geschreyen  opstellen  over-  en  teekeningen  van 
kromme  lijnen  en  gebogen  oppervlakken.'' 

Als  bibliothecaris  van  ons  Genootschap  meende  ik,  dat  op 
mij  in  de  eerste  plaats  de  taak  rustte,  dezen  wensch  te  ver- 
y uilen.  Daarbg  bleek  het  mij  spoedig,  dat  het  verlangde  over- 
zicht óf  vrij  uitvoerig  moest  worden,  óf  anders  van  geene 
beteekenis  zoude  zgn. 

Zoowel  de  gevoelens  van  erkentelijkheid  jegens  den  overle- 
dene', alsook  de  overtuiging,  dat  zijne  onvermoeide  nasporin- 
gen ,  vooral  op  het  gebied  der  transformaties  van  kromme  lijnen, 
waarvan  er  meerdere  zeer  eenvoudige  door  hem  zijn  uitgedacht 
en  toegepast,  eene  nadere  kennisname  verdienen »  maakten  de 
keuze  niet  twijfelachtig.  V7at  voor  Godefrot's  onderzoekin- 
gen over  de  MAOLAaRiN'sche  transformatie  reeds  is  verricht 
door  Dr.  P.  H.  Sohoutb  in  zijne  verhandeling  ^Over  de  con- 
structie van  unicursale  krommen  door  punten  en  raaklijnen'' 
{Nieuw  Archief  j  XII,  p.  1—37),  zal  ook  voor  andere  zgner 
onderzoekingen,  wier  inhoud  in  ons  overzicht  der  ^aanteeken- 
boekjes''  wordt  toegelicht ,  allicht  met  vrucht  kunnen  geschieden. 

Deze  aanteekenboekjes  en  de  dikwijls  zeer  uitvoerige  en 
met  talent  bewerkte  teekeningen  zijn ,  evenals  de  overige  hand- 
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schriften,  op  de  universiteits-bibliotheek  voorhaaden  en  zoodanig 
gecatalogiseerd  en  gemerkt,  dat  zij  met  behulp  der  hier  aan- 
gegeven nummers  gemakkelgk  zullen  worden  teruggevonden. 

Het  heeft  ons  ondertusschen  gewenscht  toegeschenen  aan  het 
overzicht  der  aanteekenboekjes  en  der  yerdere  handschriften 
te  doen  voorafgaan  de  korte  verslagen,  door  GoD£FRoy  zelven 
opgesteld,  van  de  beide  eerste  voordrachten  door  hem  op  5 
Nov.  en  24  Dec.  1873  in  ons  Genootschap  gehouden.  Deze 
korte  verslagen  waren  voor  het  toenmalige  tydschrift  van  het 
Genootschap,  het  ^  Archief^  bestemd,  maar  zijn  daarin  nimmer 
opgenomen.  Dit  verzuim  wenschen  wij  thans  te  herstellen ,  te 
eer  omdat  deze  verslagen,  vooral  wanneer  men  de  daarbg  be- 
hoerende  teekeningen  raadpleegt ,  een  duidelgk  denkbeeld  geven 
van  het  karakter  der  talrgke  mondelinge  voordrachten,  door 
GoDEFROT  op  ons  Gonootschap  gehouden,  ons  tevens  de  wgze 
doen  kennen,  waarop  Godefrot  tot  zgne  belangrgkste  naspo- 
ringen  gekomen  is  en  bovendien  gelegenheid  geven  reeds  da- 
delijk van  een  vrij  groot  gedeelte  der  voorhanden  teekeningen 
de  beteekenis  te  verklaren,  beter  dan  dit  op  andere  wgze 
zoude  kunnen  geschieden. 

A.    Kort  verslag  der  voordracht  van  5  Nov.  1873. 

Als  spreker  had  zich  bereid  verklaard  op  te  treden  de 
architect  A.  N.  Godefrot,  in  den  loop  van  het  genootschaps- 
jaar als  lid  aangenomen,  en  die  tot  onderwerp  had  gekozen 
het  bepalen  van  den  omtrek  der  kegelsneden  in  het  algemeen , 
door  punten  ontstaande  door  stelsels  snglgnen  om  2  vaste  pun- 
ten draaijende,  alsmede  de  bepaling  van  de  raaklgn  in  ieder 
punt  van  den  omtrek. 

Uit  de  inleiding  bleek,  dat  het  denkbeeld  tot  deze  beschou- 
wing was  ontstaan  door  eene  figuur ,  voorkomende  in  een  bouw- 
kundig werk  van  Joost  Yerhaarsgh  ,  mr.  metselaar  te  Leiden , 
leerling  van  den  landmeter  Abraham  Würtz,  in  1678  te 
Amsterdam  uitgegeven*)  en  waarin  wordt  verklaard,  hoedanig 


*)  In  een  der  manuscripten  van  Godbfeot,  gedateerd  25  Januari  1875,  waarin 
de  in  de  voordrachten  van  5  Nov.  en  24  Dec.  1878  behandelde  stof  eeniger- 
mate  uitvoeriger  is  uitgewerkt,  wordt  melding  gemaakt  van  eene  vroegere  uitgave 
van  dit  zelfde  werk,  getiteld:  Eerste  deel  der  Bouwkunst  ojtt  grondige  hewijs- 
redenen  over  den  Sin  en  de  JPraetijck  van  deti  autheur  Vincent  Scamozzi 


men  den  omtrek  Tan  eene  parabool  zal  kunnen  yinden,  wan- 
neer drie  punten  van  dien  omtrek  gegeven  zijn^). 

Spreker  wees  er  op ,  dat  men  eene  parabool  kan  beschouwen 
als  de  perspectief  of  centrale  projectie  van  een  cirkel ,  en  leidde 
daaruit  eene  hoogsteenvoudige  methode  af  om  ook  ellipsen  en 
hyperbolen  door  middel  van  zulke  stelsels  snglgnen  te  bepalen. 
Hieruit  bleek  o.a.,  hoedanig  men  bg  parabolen  en  hyperbolen 
het  beginsel  van  voortdurendheid  (principe  de  continuité)  be- 
vestigd vond,  en  het  onderscheid  tusschen  de  lineaire  eigen- 
schappen in  tegenstelling  met  de  beschrijvende  of  descriptive 
eigenschappen;  een  en  ander  naar  aanleiding  van  de  denk- 
beelden door  J.  y.  PoNCELBT  ontwikkeld  in  zijn  ^Traite  der 
propriétés  projectives  des  figures'',  al  hetwelk  met  in  het  groot 
geteekende  figuren^),  door  kleuren  verduidelijkt,  werd  toegelicht 
en  mondeling  verklaard. 


door  Joost  Ybric^absoh  ,  meester  metselaar  tot  Leyden ....  Q-edruckt  hij  Abraham 
Ybbhobff  1664.  Op  de  Amsterdamsche  Universiteitsbibliotheek  is  aanwezige  de 
Amsterdamsehe  editie  van  1678.  De  bedoelde  figuur  komt  aldaar  voor  op  de 
eerste  plaat  aan  het  einde  der  inleiding  als  figuur  P.  Zy  dient  tot  toelichting 
van  het  werkstuk  "iSoe  men  een  Parabole  om  een  gegeven  triangel  kan  beschrijven,** 
Zij  bevat  slechts  de  oonstructie  punt  voor  punt;  de  raaklijn-constnictie ,  die 
OoDBPBOT  gediend  heeft  tot  grondslag  van  de  meeste  zijner  latere  raaklijn- 
constmcties,  is  dus  van  Godbfbot's  eigen  vinding. 
')  De  oonstructie  van  Vbbkaabsch  wordt»  voor  zoover  de  éëae  helft  der 
betreft,  weergegeven  door  nevensgaande  figuur.  Het  is  niet  moeilijk 
daarin  eene  MACLAUBnr*sche  transformatie  der  rechte 
DE  te  herkennen,  zooals  die  door  F.  H.  Sohoutb 
omschreven  is  in  het  Nieuw  Archief,  deel  XII, 
p.  20—22  (1885).  Daarbij  U  dan  DF  de  richt- 
lijn /,  het  eerste  straalpunt  A  is  het  punt  in  't 
oneindige  der  lijnen  BQ,  het  tweede  is  het  punt 
B ,  het  derde  O  het  punt  in  *t  oneindige  der  lijnen 
QQ'.  Men  vergelijke  slechts  de  voorstelling  der 
MACLAV&iN'sche  transformatie  hier  gegeven  in  fig.  2, 
Inderdaad  voert  de  contructie  van  Ybbicaabsoh, 
door  perspectiveeringf  onmiddellijk  tot  den  meest 
algfemeenen  vorm  der  MACLAüBm'sche  transformatie. 

^)  De  bedoelde  figuren  vindt  m^n  vereenigd  op  eene  teekening  gemerkt  P. 
De  bovenste  bevat  de  constructie  der  parabool  volgens  Ybbmaabsch  met  deze 
bijzonderheid  dat  BE  loodrecht  stiat  op  de  richtlijn  DF,  welke  tevens  de  as  is 
der  parabool  en  waaraan  de  lijnen  QQ'  even^)dig  loopen.  Door  vervolgens  het 
straalpunt  C  niet  in  het  oneindige ,  maar  op  eindigen  afstand  ergens  op  de  richtlijn 
te  kiezen ,  ontstaan  ellipsen  of  hyperbolen ,  waarvan  er  van  elk  soort  ééne  wordt 
voorgesteld  in  de  beide  onderste  figuren. 


Daarna  behandelde  de  spreker  uit  hetzelfde  oogpunt  de  kegel- 
sneden  door  5  gegeven  punten,  waarvan  de  algemeene  verge- 
lyking  werd  opgemaakt,  en  ook  daarbg  werd  aangetoond  op 
welke  hoogsteenvoudige  wgze  alle  overige  punten  door  het 
trekken  van  drie  Ignen  kunnen  worden  gevonden,  terwgl  de 
raaklgn  in  dat  punt  door  het  trekken  van  slechts  ééne  Ign 
dadelgk  bepaald  wordt  ^). 


*)  G-estoken  in  het  kleed  der  MACLAUUNVhe  transformatie,  zooals  deze  door 
SoHOUTB  (zie  noot  (2))  beschreven  werd,  komt  de  constructie  neer  op  de  hier  in 
fig>.  2  aangegevene.  De  vijf  punten  door  welke  zich  GK)dbpbot  de  kegelsnede 
bepaald  denkt  en  welke  dan  op  hunne  beurt  de  straalpunten  A  ,  B ,  O ,  de  richts- 
Ujn  ƒ  en  de  te  transformeeren  rechte  QD  gemakkelijk  bepalen,  zijn  de  volgende: 
vooreerst  de  drie  punten  B ,  C  en  D  der  figuur ,  ten  tweede  het  snijpunt  van  AB 
en  QD  dat  wij  E  zullen  noemen,  en  ten  derde  een  willekeurig  door  deMACLAuaiN' 
iche  constructie  bepaald  punt  Q'. 


De  raaklijn  in  eenig  punt  Q'  wordt  nu  eenvoudig  g^evonden  door  het  snijpunt  H 
te  bepalen  van  CQ  met  BA ,  daarna  te  trekken  de  lijn  BH ,  haar  snijpunt  U  met 
QD  te  bepalen  en  dit  te  vereenigen  met  Q'.  Inderdaad  vloeit  deze  constructie 
onmiddellijk  voort  uit  den  zeshoek  van  Pascal,  indien  men,  opmerkende  dat  C, 
Q',  B,  £  en  D  allen  op  de  kegelsnede  gelegen  lijiv,  CQ'  als  de  1',  de  raaklijn 
in  Q'  als  de  2%  Q'B  als  de  8%  BE  als  de  4«,  ED  als  de  5«  en  DC  als  de  6«  zijde 
beschouwt,  waarbij  dan  BHU  als  de  PASCAL'sche  lijn  optreedt.  De  afleiding 
der  constructie  door  Godefboy  is  evenwel  eene  andere.  Zy  is  te  vinden  in  zijn 
opstel  van  25  Januari  1875,  vermeld  bij  de  ^^erige  handseAriften"  (onder  2>)  als 
N°.  2  en  komt  ongeveer  hierop  neer,  dat  de  juistheid  der  overeenkomstige  raaklijn- 
constructie  bij  de  parabool  van  Ybbmaarsch  langs  analytisch- metrischen  weg 
bewezen  wordt.    Daarna  wordt  dan  perspectiveering  toegepast. 

Ten  slotte  merken  wij  nog  op ,  dat  één  der  drie  aspunten  of  straalpunten ,  het 
punt  A  namelijk,  door  Gt>DBFBOT  steeds  het  vergaarpunt  genoemd  wordt,  C  be- 
schouwd hij  als  het  Mr«/«,  B  als  het  tweede  aspunt. 


Hg  wees  daarbg  aan,  dat  die  oplossing  ten  eenemaal  yer- 
schillend  is  van  die  door  Prof.  Jacob  de  Gelder  gegeven  in 
zijne  ^Handleiding  tot  het  meetkundig  teekenen'',  in  1829  ver- 
schenen, en  gaf  alsnog  eene  meer  algemeene  beschouwing  en 
oplossing  te  dien  aanzien,  waarvan  de  handelwijze  van  Prof. 
De  Gelder  als  een  bjjzonder  geval  kan  worden  aangemerkt ;  een 
en  ander  werd  wederom  met  figuren  in  het  groot  toegelicht^). 

Na  aldus  de  hegehneden  in  het  algemeen  te  hebben  behan- 
deld, ging  spreker  over  tot  de  toepassing  op  de  cirkelomtrek' 
Aren,  en  wees  daarna  weder  met  geteekende  figuren^)  aan, 
door  welke  onderscheidene  en  hoogsteenvoudige  stelsels  van 
snglgnen  de  geheele  omtrek,  punt  voor  punt,  kan  worden  be- 
paald, wanneer  drie  punten  van  den  omtrek  gegeven  zgn,  en 
tevens  de  raaklgn  in  elk  punt  kan  gevonden  worden. 

Hierbg  werd  gewezen  op  de  praktische  toepassingen  bg  het 
uitbakenen  van  groote  cirkelbogen  op  het  veld,  waarvan  drie 
punten  gegeven  zgn,  zoodat  men  alleen  door  bakens  en  zicht- 
lijnen de  punten  van  den  cirkelomtrek  kan  bepalen.  Hg  her- 
innerde hierbij  aan  de  „simpele  werkstukken"  in  het  2*  boek 
der  „Mathematische  oefeningen''  van  Prof.  Fr.  vanSchootbk, 
te  Amsterdam  in  1660  uitgegeven,  aangehaald  bg  Poncelet 
in  het  bovengenoemde  werk  en  aldaar  aangeprezen  als  toepas- 
singen van  de  „Geometrie  de  la  Bègle"  in  tegenstelling  van 
de  „Geometrie  du  Compas". 

Daarna  vervolgde  spreker  zijne  beschouwingen  door  de  ver- 
klaring van  een  ander  stekel  snglijnen,  door  twee  vaste  punten 
draagende  of  pivoteerende,  in  verband  met  reeksen  punten  op 
gegeven  lijnen i  bepaald  door  onderling  evenwijdige  lijnen,  en 
deed  uitkomen,  welke  toepassingen  hiervan  bij  de  perspectief 
van  oirkelomtrekken ^)  gemaakt  kunnen  worden,  Waarbij  werd 


')  Deze  figuren  vindt  men  op  de  met  I^  gemerkte  teekening,  waarop  teveiu 
voorkomt  eene  oontruetie  van  den  cirkel  volgens  de  gew^zigde  methode  van 
yBRiCAARflCB ,  beflchreven  in  noot  (3). 

*)  Ben  groot  aantal  van  zulke  oonstrucüee,  daaronder  ook  die  van  Pohlkb» 
welke  zoo  straks  ter  sprake  komt,  vindt  men  vereenigd  op  de  met  I^  en  I^^  ge- 
merkte teekeningen.  Nadere  bijzonderheden  over  deze  en  andere  der  hier  besproken 
oonstmcties  zijn  te  vinden  in  het  reeds  geciteerde  opstel  van  25  Januari  1875. 
Dewijl  zij  echter  de  hoofdzaak  van  Godbprot's  arbeid  niet  raken,  meenen  wij 
ze  hier  achterwege  te  moeten  laten. 

"*)  Teekening  !■  bevat  constructies  betrekking  hebbende  op  het  in  perspectief 
brengen  van  een  drkeU 
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herinnerd  f  hoedanig  dit  onderwerp  was  behandeld  bg  Yksgvaitd 
en  Thibault  in  hunne  werken  over  de  perspectief. 

Hier  vond  spreker  aanleiding  tot  mededeeling  Tan  de  door 
Prof.  PoHLKB  Toor  weinige  jaren  bekend  gemaakte  hoogsteeo- 
Toudige  manier  tot  bepaling  der  raaklijnen  aan  den  cirkel- 
omtrek,  waarvan  het  omgeschreyen  vierkant  gegeven  is,  en  die 
door  projecteeren  evenseer  op  alle  kegelsneden  kan  worden 
toegepast;  maar  deed  opmerken,  dat  Pohlke  niet  aangeeft 
waar  de  raakpunten  gelegen  zijn;  hetgeen  door  spreker  op 
hoogsfeenvondige  wijse  werd  aangetoond  en  eveneens  met  ge- 
toekende  figuren  toegelicht. 

Yoorts  werd  nog  aangetoond,  op  welke  wijze  de  oplossing 
van  PoHLKE  kan  toegepast  worden  op  het  beschrijven  van  den 
cirkel,  die  de  drie  zijden  van  den  driehoek  inwendig  aanraakt^). 
Daarbij  wees  spreker  aan,  op  welke  wijze  de  raakpunten  ge- 
vonden worden  op  de  zijden  van  den  gegeven  driehoek,  door 
alleen  gebruik  te  maken  van  de  lengten  der  zijden;  die  raak- 
punten onderling  met  rechte  Ignen  vereenigd,  gaven  onmid- 
dellijk, in  verband  met  de  hoekpunten  van  den  driehoek,  al 
het  noodige  om  den  gevraagden  cirkelomtrek  door  middel  van 
raaklijnen  te  bepalen  en  aan  te  wijzen  wddr  het  raakpunt  op 
iedere  raaklgn  gelegen  is. 

Voorts  trad  spreker  in  eene  beschouwing,  hoe  men  door  het- 
zelfde beginsel  als  door  hem  op  de  kegelsneden  was  toegepast , 
kon  geraken  tot  stelsels  kromme  lijnen  van  den  S*"  en  Tan 
den  4^  graad  en  het  bijzonder  geval ,  waarin  deze  lijnen  OTor- 
gaan  in  eene  parabool.  Hij  gaf  de  toezegging  omtrent  dit 
onderwerp  op  eene  der  Tolgende  Torgaderingen  in  nadere  ont- 
wikkeling te  treden,  en  wees  nog  kortelijk  Toorloopig  aan,  op 
welke  wijze  bien  door  stelsels  snglijnen  met  een  gegOTon  cirkel 
wederom  de  3  soorten  kegelsneden  door  punten  kan  bepalen 
en  de  raaklijnen  in  die  punten  vinden. 

Het  laatst  gesprokene  werd  zooveel  doenlijk  toegelicht  met 
figuren  uit  de  hand  op  het  bord  met  krijt  geschetst,  doch  die 
spreker  zich  voorstelt  eveneens  met  ia  het  groot  geteekende 
figuren,  door  kleuren  verduidelijkt,  later  te  verklaren. 

Op  voorstel  van  den  heer  L.  Jakse  werd  de  spreker  uitge- 
noodigd   tot  het   mededeelen  der  gehouden  voordracht  met  de 


^)     De  daarbij  behooreade  teekeuing  ia  gemerkt  1^. 


noodige  figuren  in  het  Archief  van  heft  Oenootsohap  en  ver- 
klaarde hl)  zich  daartoe  bereid. 

Amsterdam,  6  Not.  1873, 
aldus  opgemaakt  door  A.  N.  Oodefroy. 

B.    Kort  verslag  der  voordracht  van  24  Dec.  1873. 

Als  spreker  had  zich  bereid  verklaard  het  lid  A.  N.  Godëfroy, 
die,  naar  aanleiding  van  het  besprokene  op  de  eerste  Bijeen- 
komst (5  Nov.  1.1.),  in  behandeh'ng  nam  de  kromme  lijnen  van 
den  vierden  graad,  die  ontstaan  door  de  snijding  van  twee 
stelsels  rechte  lijnen  in  gegeven  aspunten  ronddraaijende. 

Aanvangende  met  de  onderstelling,  dat  die  aspunten  gelegen 
zijn  op  den  omtrek  van  een  gegeven  cirkel  en  dat  de  eene 
straal  zich  beweegt  op  den  omtrek,  en  de  daarbij  behoorende 
op  de  middellgn  en  door  het  voetpunt  van  de  loodliju,  die  uit 
den  omtrek  op  die  middellijn  is  neergelaten^),  werd  de  verge- 
lijking van  de  dus  ontstaande  kromme  lijn  opgemaakt. 


*)  Tot  toeMchting  Tan  de  hier  aangegevene  oonstractie  dient  in  het  ^il^ort 
verslag*'  nevensgaande  figuur,  waarbij  door  ons  letters  zijn  geplaatst  die  onmid- 
dellijk het  verband  met  de  algemeenere  contructie  (zie  noot  (4))  met  drie  in  het 
eindige  gelegen  straalpunten  en  de  daarbij  beschrevene  raaklijn-eonstructie 
doen  zien.    In    die   figuur  ligt   het  straalpunt    A,    het    vfr^aafpunt    van    Q-o- 


DBPBOT,  in  het  oneindige.  De  ligging  van  het  straalpunt  C  op  den  cirkel,  die 
getransformeerd  wordt ,  heeft  voorts  ten  gevolge  dat  de  vierdegraadskromme ,  die 
in  het  algemeene  geval  zoude  optreden,  degenereert  in  de  rechte  BC  en  in  eene 
derdegraadskromme ,  die  in  C  een  keerpunt  vertoont.  Men  vindt  deze  kromme 
afgebeeld  op  de  I^^  gemerkte  teekening ,  waarover  nader  in  de  volgende  noot. 
Wat    de    raaklijn-eonstructie   betreft,  daartoe  wordt  de  cirkel  vervangen  door 
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Yeryolgens  werden  andere  en  zeer  uiteenloopende  plaatsingen 
voor  de  aspunten  in  beschouwing  genomen  en  de  yerschillende 
gedaanten  der  daaruit  ontstaande  kromme  lijnen  aangewezen, 
met  teekeningen  toegelicht  ^),  en  de  yorm  der  yergelijkingen 
aangetoond,  waartoe  die  analytisch  aanleiding  geven  —  zijnde 
in  het  algemeen  van  den  yierden  graad.  Daarbij  werd  eene 
zeer  eenvoudige  handelwijze  aangegeven  voor  het  trekken  der 
raaklijnen ,  die  evenwel  eene  bijzondere  wijziging  ondergaat  voor 
het  geval,   dat  het  aspunt  niet  op  de  middellijn  is  gelegen  <i). 

Voorts  werd  het  aspunt  van  den  stralenbundel,  die  langs  den 
cirkelomtrek  loopt,  verplaatst  in  het  middelpunt,  en  daardoor 
bleek  alsnu  de  parabool  te  ontstaan,  hebbende  tot  parameter 
de  middellijn  van  den  cirkel  en  tot  brandpunt  het  centrum  *^). 

Door  verplaatsing  van  het  tweede  aspunt  buiten  of  binnen 
den  cirkelomtrek  ontstond  op  gelijke  wijze  eene  ellips  of  eene 
hyperbool,  waarbij  altijd  de  middellijn  van  den  cirkel  gelijk 
is  aan  den  parameter,  en  het  middelpunt  een  der  brandpunten. 
Ook  de  asymptoten  werden  bepaald. 


hare  raaklijn  in  het  te  transformeeren  punt  Q.  Die  raaklijn  transformeert  xich 
dan  in  eene  kegelsnede,  welke  de  uit  den  cirkel  ontstaande  kromme  in  het  punt 
Q'  raakt,  en  wier  raaklijn  kan  gevonden  worden  door  de  in  noot  (4)  der  vorifife 
voordracht  beschrevene  constructie ,  welke  hier  ter  plaatse  werkelijk  is  uitgevoerd. 
^®}  De  met  I^^  gemerkte  teekening  beval  drie  krommen  van  den  derden  graad 
respectievelijk  met  keerpunt,  dubbelpunt  en  geïsoleerd  punt  verkregen  door  het 
punt  C  achtereenvolgens  te  plaatsen  in  G ,  C  en  C"  (zie  6g.  3)  en  eene  unicursale 
kromme  van  den  vierden  gnad  met  dubbelpunten  in  B  en  C"  verkregen  door  C 
te  verplaatsen  naar  C".  Daarbij  is  C'*'  een  dubbeltellend  dubbelpunt,  gevormd 
door  twee  elkander  rakende  takken  der  vierdegraadskromme. 

Daarentegen  bevat  de  met  I"  gemerkte  teekening  (achterzijde  van  I^],  opééne 
uitzondering  na,  uitsluitend  krommen  van  den  vierden  graad  verkregen  door  de 
straalpunten  buiten  den  cirkel  te  kiezen.  Bij  de  ééne  uitzondering  ligt  het  straal- 
punt  C  weder  op  den  cirkel,  en  treedt  daarbij  op  als  geïsoleerd  punt  eener 
unicuraale  derdegraadskromme  met  drie  bestaanbare  asymptoten. 

*i)  Inderdaad  wordt  de  constructie  der  raaklijn  bij  de  MACLAURiN*sche  trans- 
formatie eenigszins  ingewikkelder  zoodre  het  straalpunt  C  buiten  de  richtlijn  / 
valt.  Zie  daaromtrent  de  reeds  in  noot  (2)  aangehaalde  verhandeling  van  Schoute, 
aldaar  p.  22. 

'')  Deze  constructie  en  de  volgende,  waardoor  ellipsen  en  hyperbolen  ontstaan, 
is  voorgesteld  op  teekening  V  en  op  grootere  schaal  op  de  teekeningen  I*^,  I^-, 
jM  en  I^.  Voor  meerdere  bijzonderheden,  deze  teekeningen  betreffende,  moet 
weder  verwezen  worden  naar  het  opstel  van  25  Januari  1876.  Bij  al  deze  figuren 
gaat  de  MACLAURiN*sche  transformatie  in  eene  homograpbische  over,  omdat  de 
drie  straalpunten  in  ééne  rechte  gelegen  zijn  (zie  de  verhandeling  van  Schoute, 
p.  22). 
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Bg  deze  constructie  bleek  verder,  dat  de  lijn  getrokken  door 
het  tweede  aspunt,  evenwijdig  aan  de  middellijn  waarop  ge- 
projecteerd wordt,  niets  anders  is  dan  de  richtlijn. 

7oort8  werd  aangewezen,  dat  die  middellijn  tevens  is  eene 
gemeenschappelijke  koorde  van  den  cirkel  en  de  kegelsnede, 
zoodanig  dat  de  raakljjnen  aan  de  overeenkomstige  punten 
getrokken  9  elkander  op  die  koorde  ontmoeten. 

Na  nog  andere  eigenschappen  te  hebben  aangetoond,  wees 
spreker  aan,  dat  bij  de  ellips  en  hyperbool  nog  eene  tweede 
gelijkvormige  Ijjn  bestaat,  waarvan  het  cirkelcentrum  almede 
een  brandpunt  is,  en  verklaarde  dit  door  de  gevonden  kegel- 
sneden  te  beschouwen  als  de  projectiên  van  do  doorsneden  van 
twee  geljjke  rechte  cirkelvormige  kegelvlakken ,  waarvan  de 
assen  onderling  rechthoekig  zijn.  Bij  scherpe  tophoeken  ont- 
staan twee  ellipsen.  Bij  rechte  tophoeken  eene  parabool  en 
eene  rechte  lijn.     Bij  stompe  hoeken  twee  hyperbolen*^. 

De  vorm  der  lijnen  werd  nog  onderzocht  voor  het  geval  dat 
de  aspunten  bezijden  het  middelpunt  waren  geplaatst  en  ook 
bij  scheef  hoekige  ordinaten ;  in  het  algemeen  bleek  de  kromme 
lijn  steeds  te  behooren  tot  de  kegelsneden  '^),  en  bleek  dadelijk, 
welke  soort  er  ontstond  uit  de  verhouding  van  den  afstand 
der  aspunten  tot  den  straal.  Bij  gelijkheid:  parabool;  grooter: 
ellips;  kleiner:  hyperbool. 

Bg  de  behandeling  van  de  lijnen  van  den  4^^  graad  deed 
spreker  nog  uitkomen ,  dat  de  beschouwde  conëtructiên  kunnen 
beschouwd  worden  als  bijzondere  gevallen  eener  algemeene 
constructie,  waarbij  de  cirkel  en  eene  rechte  naar  willekeur 
worden  aangenomen,  benevens  drie  punten  mede  naar  welge- 
vallen, waarop  als  aspunten  zich  drie  stelsels  van  stralen  of 
rechte  lijnen  bewegen,   en  die  door  hunne  onderlinge  snijding 


")  Dit  wordt  nader  door  figuren  toegelicht  op  de  vier  in  de  vorige  noot  aan- 
gehaalde teekeningen.  Met  de  tweede  gelijkvormige  lijn  is  bedoeld  de  tweede 
kegeltnede ,  welke  naast  de  eerste  als  doursnede  optreedt ,  zoodat  beiden  te  zamen 
de  gedegenereerde  vierdegraadsniimtekromme  vormen,  welke  bij  willekeurige 
plaatffing  der  kegels  hunne  doorsnede  aangeeft. 

**)  Natuurlijk  omdat  bij  de  keuze  der  aspunten  steeds  werd  zorg  gedragen 
de  punten  B  en  C  met  het  vergaarpunt  A  in  het  oneindige  in  éëne  rechte  te 
houden.  Figuren  hierop  betrekkelijk  vindt  men  op  eene  met  1^  gemerkte  tee- 
kening. 
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fianleiding  geven  tot  eene  kromme  lijn  vao  den  tweeden,  Tierden 
of  hoogeren  graad  *'). 

Bij  een  der  behandelde  bgsondere  gevallen,  waarbij  een  der 
aspunten  op  eindigen  en  de  beide  anderen  op  oneindigen  af- 
stand werden  ondersteld,  wees  de  spreker  aan,  dat  de  ont- 
staande kromme  kon  worden  beschouwd  als  de  projectie  der 
doorsnede  van  een  recht  cirkelvormig  kegel  vlak  met  een  para- 
bolischen  cylinder ,  hebbende  tot  parameter  den  afstand  van  het 
eindige  aspunt  tot  het  cirkeloentrum.  De  horizontale  projectiên 
dezer  doorsneden  bleken  te  zgn  epicycloiden  (gewone ,  verlengde 
of  verkorte) ,  naar  gelang  van  de  plaatsing  van  het  aspunt  tn , 
binnen  of  buiten  den  cirkelomtrek  ^% 

Al  het  besprokene  werd  toegelicht  met  figuren  uit  de  hand 


ift)  De  bedoelde  coosiruciie  stemt  overeen  met  de  algemeeoe  MACLAURiN*tche 
trantfonnatie ,  looals  blijkt  uit  de  6guar ,  waarvan  het  bovenstaande  vergezeld  is , 
en  die  wij  hier  reproduceeren ,  de  letters  weder  plaatsende  in  overeenstemming 
met   de  veihandeling  van  Schoute.     Waaischijnlijk  is  het  de  bedoeling,   dat  de 


krommen  van  hoogeren  graad  dan  den  vierden  optreden  kannen  door  herhaling 
der  transformatie.  Zooals  men  weet,  kunnen  echter  daarbij  steeds  slechts  ii«i»c«r- 
iole  krommen  ontstaan. 

^)  Zulke  overgangen  tot  niimtebeschouwingen  waren  teer  kenmerkend  in  de 
voordrachten  van  Godbpbot.  De  hier  besprokene  wordt  toegelicht  door  eene 
fraaie  teekening  gemerkt  I^. 
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of  op  het  bord  met  krgt  geschetst  en  bovendien  met  acht  stuks 
uitToerige  teekeniogen  ")  met  kleuren  Terdnidelijkt ,  waarbg 
ten  slotte  nog  werd  opgemerkt,  hoe  men  door  Yoortzetting  van 
projecteeren  der  gevonden  punten  tot  nieuwe  stelsels  kromme 
lijnen  kan  geraken,  waarbg  zoowel  het  aspunt  als  de  lijn, 
waarop  geprojecteerd  wordt,  kunnen  worden  verplaatst*^). 


C.    Overzicht  der  aanteekeningboekjes  door  A.  N. 

OoDEFROT    bij    zijne    voordrachten   gebruikt 

en  der  bgbehoorende  teekeningen. 

N^.  1.  Dit  boekje  heeft  gediend  bij  de  voordrachten  van 
24  Dec.  1873  en  28  Januari  1874.  Voor  de  eerste  dezer 
voordrachten  verwgzen  wij  naar  het  kort  verslag,  dat  hier 
vooraf  is  gegaan.  Bij  de  tweede  werd,  naar  aanleiding  der 
in  de  eerstgenoemde  voordrtu^ht  besprokene  transformatie  van 
den  cirkel  in  eene  kegelsnede,  waarvan  een  der  brandpunten 
met  het  middelpunt  van  den  voortbrengenden  cirkel  samenvalt, 
o.a.  de  poolvergelgking  der  kegelsneden  opgemaakt ,  een  drietal 
constructies  voor  de  raaklijn  en  eene  voor  den  kromtestraal 
afgeleid.  Ten  slotte  werd  eene  benaderde  constructie  voor  de 
ellips  uit  cirkelbogen  aangegeven ,  welke  men  kan  terugvinden 
op  teekening  N^  F.  Een  kort  verslag  ook  van  deze  voor- 
dracht bevindt  zich  onder  de  manuscripten. 

N^  2.  Voordracht  van  28  Oct.  1874.  Bepaling  der 
kromtestralen  van  kegelsneden  in  verband  met 
hunne  constructie  door  stelsels  snijlgnen  of  stra- 
lenbundels.    In    deze    voordracht   zgn  blijkbaar  een  groot 


^')  In  werkelijkheid  zijn  er  negen  Terschillende  teekeningen  gevonden ,  thans 
gemerkt  I®,  IH,  JJ,  ik,  jl  jm,  jn,  jo  en  IP,  welke  aUe  op  deze  voordracht  be- 
trekking  hebben  of  althans  gemakkelijk  er  mede  in  verband  kunnen  worden 
gebracht. 

1*)  Aan  eene  andere  bewerking  van  het  kort  verslag  van  deze  voordracht  ont- 
leenen  wij  nog  de  volgende,  voor  den  spreker  zeer  kenmerkende  zinsnede:  ,^a 
v^nog  tal  van  andere  vormen  dier  lijnen  te  hebben  aangetoond  in  uitgewerkte 
^guren,  besprak  hij  het  bepalen  der  raaklijnen,  en  verder  de  wijze  waarop  bij 
rivoortzettlng  van  de  gevolgde  handelwijze  geheele  reeksen  van  kromme  lijnen 
^van  hoogere  orde  kunnen  geacht  worden  te  ontstaan  met  keerpunten,  buigpunten 
,<(en  knoopen.  Bnkele  deser  lijnen  herinnerden  aan  bouwkunstige  vormen,  om- 
y,Uekken  van  vazen,  wrongen  van  sehepen,  enz.".  Deze  laatste  zinsnede  betreft 
waarschijnlijk  vooral  de  vierdegraadskrommen  op  I". 
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aantal  constructies  dezer  kromtestralen  beschroTen  en  met 
elkander  in  yerband  gebracht.  Dit  blijkt  nog  nader  uit  een 
bundeltje  teekeningen  met  toelichting,  aanwezig  in  eene  kleine 
portefeuille  (opgenomen  in  de  groote),  welke  wij  met  II  heb- 
ben gemerkt.  Op  een  tiental  afzonderlijke  bladen  zijn  ongeveer 
even  zoovele  verschillende  constructies  uitgevoerd.  De  drie 
laatsten  zijn  naar  Schlömilch,  Bresse  en  Terqöem  genoemd. 

N«.  3.  Voordracht  van  27  Oct.  1875.  Vervorming  van 
kegelsneden  tot  kromme  lijnen  van  3®  en  hoogere 
graden  door  middel  van  stralenbundels,  en  bepa- 
ling der  raaklijnen.  De  vervormingen  geschieden  met  de 
MACLAURiN'sche  transformatie  (zie  noot  4  en  15),  welke  hier 
meestal  op  den  cirkel  of  de  parabool  wordt  toegepast.  Op  die 
wijze  ziet  men  o.a.  ontstaan  de  semicubische  parabool  en  door 
herhaling  de  parabolen  van  hoogere  orde,  de  cissoïde  van 
DiocLES ,  de  kromme  van  Agnesi  en  het  folium  van  Descartes. 
(Vergelijk  de  verhandeling  van  Schoute,  aldaar  p.  31.)  Bij 
deze  voordracht  behooren  drie  teekeningen,  gemerkt  III^, 
III"  en  IIl^,  voorstellende  de  cissoïde,  de  kromme  van  Agnesi 
en  het  folium  van  Descartes. 

N<>.  4.  Voordracht  van  6  Febr.  1876.  Vervolg  van  het 
voorafgaande.  Uitbreiding  der  MACLAURiN'sche 
transformatie*'®).  In  deze  voordracht  is  vooreerst  bespro- 
ken eene  toepassing  dor  MACLAURiN'^cho  transformatie  ter  ver- 
krijging der  cissoïde,  strophoïde  en  conchoïde,  waarbij  de  richt- 
Ign  ƒ  naar  het  oneindige  is  verplaatst  (verg.  Schoute,  p.  24 
en  p.  32).  Ten  tweede  wordt  eene  uitbreiding  der  Maclau- 
RiN*sche  transformatie  aangegeven ,  die  door  nevensgaande 
figuur  wordt  voorgesteld,  welke  men  vergelijke  met  fig.  2  van 
noot  4.  Men  zal  dan  bespeuren,  dat  de  uitbreiding  hierop 
neerkomt,  dat  het  straalpunt  A  vervangen  is  door  eene  kromme 
AA,  zoodat  de  vroeger  door  het  vaste  punt  A  gaande  stralen 
AQ,   welke  op  de  richtlijn  het  punt  R  aanwijzen,  thans  raak- 


te) Deze  en  de  overige  met  een  sterretje  voorziene  titels  zijn  niet  van  Oodefrot, 
die  tiouwens  in  1876  zijne  transformatie  niet  als  de  MxcLAURiN'sche  zoude 
hebben  aangeduid.  De  niet  met  een  sterretje  voorziene  zijn  aan  de  aanteeken- 
boekjes  zelve  of  aan  de  opgave  voor  het  Nieuw-Archief  ontleend. 
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lijnen  geworden  zijn  aan  de  gegeven  kromme  AA.  Daarbij  is 
de  rechte  QD  de  te  verTormen  lijn.  Kiest  men  voor  AA 
een  cirkel  of  in  het  algemeen  eene  kegelsnede,  dan  beschrijft 
Q'  in  't  algemeen  een  kromme  yan  den  yierden  graad ,  die 
echter  afdaalt  tot  den  derden,   wanneer  de  bedoelde  cirkel  of 


kegelsnede  raakt  aan  de  richtlijn  ƒ.  Dit  geyal  wordt  yoorge- 
steld  op  de  teekeningen  lY^  en  lY".  De  raaklgn  aan  de  ge- 
transformeerde kromme  kan  daarbij  gemakkeljjk  geyonden 
worden  door  het  raakpunt  a,  dat  bij  de  constructie  yan  het 
punt  Q'  gediend  heeft,  te  beschouwen  als  een  yast  straalpunt. 
De  getransformeerde  yan  QD  wordt  daardoor  eene  kegelsnede , 
de  getransformeerde  kromme  rakende  in  Q%  en  wier  raaklgn 
daar  ter  plaatse  gemakkelijk  kan  worden  geconstrueerd. 

Spreker  merkt  daarbg  nog  op,  dat  ook  de  straalpunten  B 
en  C  en  evenzeer  de  reebten  RD  en  QD  door  gegeven  krom- 
men vervangen  kunnen  worden.  Daardoor  ontstaat  een  ruim 
veld  van  nieuwe  transformaties,  bij  alle  welke  tevens  de  raakliju- 
coDstructie  gemakkelijk  kan  worden  verricht,  door  namelgk  de 
krommen,  welke  voor  de  vaste  straalpunten  opgetreden  zijn, 
door  de  oogenblikkelijke  raakpunten,  en  daarentegen  de  krom- 
men QD  en  RS  door  hunne  raaklijnen  te  vervangen. 

Ten  derde  begeeft  spreker  zich  in  eene  beschouwing  van 
verschillende  voetpuntslijnen  (podaires)  (zie  Schoüte,  1.  c.  p.  26). 

Behalve  de  reeds  besproken  teekeningen,   behoort  ook   bij 
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deze  voordracht  eea  gedeelte  yaa  111^,  aangeTODde  de  ooa- 
■tructie  der  strophoïde,  oonoholde  en  eene  andere  oonetractie 
der  cisaolde,  dan  op  III^  voorkomt.  Alles  natuurl||k  met  bg- 
behoorende  raaklgn-oonstruotiee. 

N®.  6.  Voordracht  van  31  Jan.  1877.  Vervolg  der  toe- 
passingen van  de  MACLAURiN'sche  transformatie. 
Eene  gewijzigde  MACLAURiir'sche  transformatie^*^). 
Vooraf  gaat  eene  nadere  beschouwing  der  MACLAURiN'sche 
transformatie  ter  verkrgging  der  sirophoïde  en  oonchoide  uit 
den  cirkel,  waarbij  in  het  bijzonder  gelet  wordt  op  de  meet- 
kundige plaats  van  het  sngpunt  der  raaklijnen  in  de  overeen- 
komstige punten  van  den  cirkel  en  van  de  verkregen  kromme. 
Die  meetkunstige  plaats  vindt  men  op  teekeiiing  V^  voor 
de  strophoïde  (waar  zg  met  den  lima$on  van  Pascal  overeen- 
komt), en  op  V*  voor  de  conchoïde  voorgesteld.  Het  sngpont 
bg  ScHOUTB,  evenals  in  onze  figuur  3,  steeds  door  de  letter  ü 
aangeduid,  speelt  inderdaad  bij  de  constructie  der  raaklgn  aan 
de  getransformeerde  kromme  eene  gewichtige  rol. 

Daarna  volgt  de  beschrijving  van  eene  transformatie,  die  met 
de  MACLAURiK'sche  in  verband  kan  worden  gebracht  door  het 
straalpunt  A  ongewijaigd  te  laten  bestaan,  de  lijn  in  het  onein- 
dige tot  rich  tig  n  ƒ  te  kiezen,  maar  de  beide  straalpunten  B 
en  G  op  de  bg  de  vorige  voordracht  beschrevene  wijze  door 
parabolen  te  vervangen.  Zjj  wordt  in  plaat  Y^  toegepast  op 
de  raaklgn  aan  den  top  van  de  parabool  CC  en  levert  zoo  eene 
derdegraadskromme.  Op  eene  andere  teekening  V^,  waar- 
schgnljjk  evenzeer  bij  deze  voordracht  behoord  hebbende,  is 
daarentegen  het  straalpunt  B  onveranderd  blgven  bestaan. 

Eindelgk  volgden  beschouwingen  over  den  kromtestraal  van 
het  folium  van  Descartes  en  van  de  parabolen  van  hoogere 
orde,  hunne  ontwondenen  en  vervormingen. 

N^.  6.  Voordracht  van  31  Oct.  1877.  Kromtestraal- 
constructie door  hulpfiguur.  Uit  de  analytische  uit- 
drukking voor  den  kromtestraal  wordt  eene  constructie  a^e- 
leid,  die  een  eenvoudig  karakter  aanneemt  zoo  vaak  de  uit- 
drukking y  •  "3^*  {"J^l  ®®°®  constanteis  of  althans  onder 
een  eenvoudigen  vorm  kan  gebracht  worden.    Toepassing  op 
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de  krommen  y  =  o*,  ar^»osj)»  +  «,  flr»aj<i»  +  i*y»=rj^+»;  meer 
in  het  bijzonder  op  de  kegelsneden.  Qeene  hierbij  hehoorende 
teekeningen  zijn  geyonden. 

N^  7.  Voordracht  van  1878.  Bepaling  der  normaal 
aan  onderscheidene  soorten  Yan  podaires  of  voet- 
pnntslgnen  met  daaruit  afgeleide  krommen.  Eene 
eenvoudige  oonstmctie  punt  voor  punt  wordt  voor  de  roet- 
pnntslijnen  der  parabool  aangegeven  en  daarna  voor  dexe 
krommen  eene  raaklijn-constnictie  afgeleid,  berustende  op  de 
welbekende  voor  de  voetpuntslgnen  van  den  cirkel.  Daaruit 
Tolgt  dan  weer  de  raaklijn-oonstmctie  aan  eene  kromme,  wier 
elementen  telkens  geacht  kunnen  worden  samen  te  vallen  met 
die  van  de  voetpuntslgnen  eener  parabool,  waaruit  dan  op 
hare  beurt  wordt  verkregen  de  raaklijn-constructie  aan  de  op 
plaat  Y"  (zie  voordracht  IN^.  5)  geconstrueerde  kromme ,  welke 
vervolgens  nog  eenigermate  wordt  gegeneraliseerd. 

Evenzeer  wordt  besproken  de  overeenkomstige  meetkundige 
plaats  bg  het  folium  van  Dbsoartbs  en  een  paar  transformaties 
van  de  rechte  lijn ,  bg  welke  de  raakiyn-oonstructie  gelukt  door 
terugvoering  tot  de  gegeneraliseerde  MACLAURlN'sche  transfor- 
matie bg  voordracht  N^.  4  nader  aangeduid. 

Eindelijk  vindt  men  als  eene  ontwerp-prijsvraag  het  algemeene 
vraagstuk  gesteld ,  om  bij  toepassing  der  MACLAURiN*sche  trans- 
formatie de  kromtestraal  der  getransformeerde  kromme  te  vin- 
den ,  als  die  van  de  te  transformeeren  kromme  gegeven  is  ^). 
Ongetwgfeld  in  verband  daarmede  wordt  de  constructie  van 
den  kromtestraal  voor  de  cissoTde  en  strophoïde  geschetst.  De 
prijsvraag  is  werkelijk  gesteld  voor  1880 — 1884. 

Bg  deze  voordracht  zijn  geene  teekeningen  gevonden,  maar 
in  het  aaoteekenboekje  zelve ,  zooals  in  vele  anderen ,  zgn  vrij 
uitvoerige,  gekleurde  schetsen  aangebracht. 

H^.  8.  Voordracht  van  26  Febr.  1881.  Kromme  lij n^n 
van  den  derden  graad  uit  parabool  en  cirkels 
afgeleid.  Spreker  heeft  opgemerkt,  dat  bepaalde  krommen 
van  den  derden  graad ,  in  het  bgzonder  die  welke  een  gesloten 
tak  vertoonen»  door  zijne  transformatie  niet  uit  den  cirkel,  noch 


*")    Zie  daaromtrant  een  opstel  van  Dr.  P.  H.  Soboütb  in  dese  zelfde  atevering. 
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uit  de  parabool  kunnen  yerkregen  worden.  (Inderdaad  leTert 
de  MAOLAüBur'sche  transformatie,  op  kegelsneden  toegepast, 
slechts  nnicursale  derde-  en  yierdegraadskrommen.)  Hg  soekt 
daarom  naar  eene  andere  transformatie,  waarmede  dit  doel  wèl 
te  bereiken  ralt,  en  geraakt  nu  langs  analytischen  weg  tot  de 
▼olgende  in  het  bovenste  gedeelte  van  fig.  6  voorgestelde. 
Daarbg  is  Q  een  punt  der  te  transformeeren  kromme,  O  een 
vast  punt,  PQS  een  gelgkbeenigen  rechthoekigen  driehoek, 
OQ'S  een  cirkel  op  OS  als  middellijn  beschreven,  Q'  een  punt 
der  getransformeerde  kromme. 

Beschrgft  Q  eene  rechte  BO,  zooals  in  onse  figuur  ia  aange- 
geven, èui  levert  Q'  eene  kegelsnede;  welke  gemakkelgk  blgkt 


F^.  ö. 


te  kunnen  worden  opgevat  als  de  verticale  projectie  van  de 
doorsnede  van  een  verticaal  plat  vlak,  welks  horizontale  door- 
snede door  aa  wordt  voorgesteld,  met  een  scheeven  cirkelvor- 
migen  kegel,  welke  het  punt  T  in  het  horizontale  vlak  tot 
top  heeft  en  den  verticalen  cirkel,  op  bb  der  grondlijn  beschre- 
ven, als  richtlgn. 

Deze  ruimtebeschouwing  voert  dan  onmiddellijk  tot  de  con- 
structie der  raakljjn  UQ',  welke  constructie  wg  in  onze  figuur 
door  de  dunne  getrokken  lijnen  hebben  aangegeven. 

Daaruit  volgt  dan  weder  de  raaklijn-constructie  bg  de  trans- 
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formatie  eeoer  willekeurige  kromme.,  welke  immers  tot  dat 
doel  in  het  te  traDBformeereo  punt  Q  door  hare  raaklgn  BQ 
kan  yervangen  worden. 

Soortgelijke  ruimtebeschou wingen  doen  de  uit  parabolen  en 
cirkels  ontstaande  derdegraadskrommen  kennen  als  doorsneden 
van  oppervlakken  9  die  op  eenvoudige  wijze  door  cirkels  be- 
schreven kunnen  worden.  Deze  opmerking  vi^erde  spreker  voor 
het  eerst  op  het  gebied  der  derde-  en  vierdegraadsoppervlak- 
ken,  waarover  vele  der  latere  voordrachten  handelen. 

Bij  deze  voordracht  behoort  een  blad,  gemerkt  YIII,  met 
meer  dan  dertig  teekeningen  van  uit  den  cirkel  afgeleide  vier- 
degraadskrommen ,  allen  zich  zei  ven  rakende  in  het  punt  O  en 
in  het  algemeen  van  het  geslacht  één.  Derdegraadskrommen 
van  dit  geslacht  worden  verkregen  door  de  constructie  toe  te 
passen  op  kegelsneden  met  eene  asymptotenrichting  loodrecht 
op  OP.     Daarvan  zgn  echter  geene  teekeningen  voorhanden. 

N°.  9.  Voordrachten  van  14  Dec.  1881  en  14  Maart  1883. 
Kromme  lijnen  door  stralenbundels  bepaald  en  be- 
schouwd als  projectiën  van  kromme  Ignen  in  de 
ruimte.  Verschillende  der  vroeger  besproken  lijnen,  nam.de 
in  noot  16  aangehaalde,  de  conchoïde,  de  strophoïde,  de 
oissoïde  en  in  een  toevoegsel  van  23  Dec.  1881  ook  het  folium 
van  Descartes,  worden  hier  beschouwd  als  projectiën  van 
ruimtekrommen,  verkregen  door  de  doorsnijding  van  tweede- 
graadskegels  en  cylinders  in  bgzondere  standen  geplaatst,  van 
welke  ruimtekrommen  daarna  ook  andere  projectiën  worden 
geconstrueerd.  Twee  der  platen,  gemerkt  IX^  en  IX'  hebben 
betrekking  op  dit  toevoegsel,  hetwelk  is  voorgedragen  op  14 
Maart  1883.    (Zie  bij  N«.  12.) 

N<>.  10.  Voordrachten  van  21  Febr.  1883  en  26  November 
1884.  Doorsnijding  van  cirkels  en  hoeken,  die  in 
hetzelfde  vlak  gelegen  zijn,  in  verband  met  de 
wijze  waarop  deze  verondersteld  worden  te  ont- 
staan. Eerste  gedeelte.  De  cirkel  of  hoek  als  stra- 
lenbundel,  ontstaan  door  draaijing  van  eene  regte 
lijn  om  een  vast  punt.  Ontdaan  van  de  eenigermate  zon- 
derlinge inkleeding,  waarbij  bijv.  twee  elkaar  doordringende 
vlakke  figuren  geacht  worden  elkander  te  sngden  volgens  eene 
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bepaalde  lijn ,  welke  niets  anders  is  dan  de  meetknnstige  plaats 
der  snijpunten  van  de  krommen  of  rechten ,  door  wier  yoort- 
beweging  de  vlakke  fignren  worden  ondersteld  te  zgn  ont- 
staan, houdt  deze  voordracht  zich  hoofdzakelgk  bezig  met  de 
krommen,  wier  bipolaire-poolhoekenverg.  voorgesteld  worden 
kan  door  <p2^fupi.  Een  naschrift  van  20  April  1884,  voor- 
gedragen 26  Nov.  *84,  bevat  eene  nadere  beschouwing  der 
hyperbool  9?2  =  2<p,  en  der  trisectrix  q?^  =  180°  —  897,.  Bg  deae 
voordracht  behooren  twee  teekeningen,  gemerkt  X^  en  X*, 
waarop  verschillende  kromme  lijnen  zgn  voorgesteld  met  lineaire 
bipolaire-poolhoekenvergelgkingen.  Daarbg  wordt  ook  het  geval 
beschouwd,  dat  een  der  polen  naar  het  oneindige  gaat,  wat 
aanleiding  geeft  tot  het  ontstaan  der  quadratrix. 

NO.  11.  Voordracht  van  21  Febr.  1888.  Tweede  gedeelte. 
Het  cirkelvlak  ontstaan  uit  concentrische  omtrek- 
ken, wier  aantal  evenredig  is  aan  den  straal,  onaf- 
hankelijk van  eenigen  bepaalden  hoek.  Overeenkom- 
stige beschouwing  van  den  cirkel  r^^nr^  als  de  doordringing 
van  twee  cirkels,  elk  voor  zich  door  concentrische  cirkels  voort- 
gebracht. Toepassing  van  hetzelfde  beginsel  op  ruimtefiguren. 
Aanvang  der  later  voortgezette  beschouwingen  over  derdegraads- 
oppervlakken.  Bij  deze  voordracht  behooren  drie  teekeningen, 
XI^,  XI"  en  XP,  voorstellende  verschillende  zeogenaamde 
doordringingen  van  cylinder-  en  bol-  en  van  kegel-  en  bol- 
ruimten. 

NO.  12.  Voordrachten  van  14  Maart  1883  en  26  Nov.  1884, 
De  kromme  lijn  van  de  derde  macht,  waardoor  een 
hoek  in  drie  gelgke  deelen  wordt  gedeeld;  aflei- 
ding van  deze  kromme  uit  den  cirkel,  enz.  De  tri- 
sectrix wordt  hier  beschouwd  op  de  door  Schoute  1.  c.  p.  24 
besprokene  wijze.  In  verband  daarmede  wordt  in  herinnering 
gebracht  de  soortgelijke  constructie  (door  de  MACLAüBiN'sche 
transformatie)  van  strophoïde,  cissoïde  en  conchoïde.  Zie  voorts 
over  deze  voordracht  het  onder  N^.  9  vermelde.  Dit  aaotee- 
kenboekje  heeft  tevens  gediend  voor  eene  voordracht,  gehouden 
26  Nov.  1884,  over  de  driedeeling  van  dun  hoek,  de  trisectrix, 
en  eene  daartoe  dienstige  voetpuntslijn  van  den  cirkel,  en  over 
eene  benaderde  rectificatie  van  cirkelbogen  door  Lakbert. 
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N<^.  13  en  14.  Voordracht  van  21  Nov.  1883.  Construc- 
tiën  Tan  oppervlakken  van  den  derden  graad  door 
kegelsneden  van  veranderlgken  parameter,  in  ver- 
band met  onveranderlijke  kegelsneden  en  eene 
rechte  Ign.  Aanvankelgk,  blijkens  den  titel  van  het  laatste 
gedeelte  der  voordracht  van  14  Maart  1888,  vermeld  in  het 
Nieuw  Arehiefj  deel  XI,  p.  47,  letter  c,  met  het  doel  om  de 
verschillende  soorten  van  derdegraadskrommen  te  doen  optreden 
als  doorsneden  van  éénzelfde  oppervlak,  heeft  Godefroy  ver- 
schillende ontstaanswijzen  van  cubische  oppervlakken  bedacht, 
welke  nit  een  constructief  oogpunt  zoo  eenvoudig  mogelgk  ge- 
kozen zijn  geworden.  Dewijl  het  onderzoek  van  de  zoo  ver- 
kregen oppervlakken  Godefbot  geruimen  tijd  bezig  gehouden 
heeft,  zullen  wg  hier  omtrent  die  ontstaanswgzen  in  eenige 
meerdere  bijzonderheden  treden,  daarbij  in  hoofdzaak  Gode- 
froy's  aanteekeningen  ten  grondslag  leggende. 

Zg  kunnen  tot  een  drietal  worden  teruggebracht. 


Bg    de   eerste   worden   aanvankelijk  als  richtlijnen   gekozen 

eene  willekeurige  kegel- 
snede  S  en  eene  rechte 
lijn  a  loodrecht  op  de  as 
dezer  kegelsnede ,  beiden 
in  het  vlak  van  teekening. 
Als  beschrijvende  lijnen 
doen  daarbij  dienst  ellip- 
-^sen  of  hyperbolen,  gelegen 
in  vlakken  loodrecht  op 
het  vlak  van  teekening, 
allen  onderling  gelijkvor' 
mtjjr,  terwgl  een  hunner 
assen  telkens  begrensd  wordt  door  de  snijpunten  P  en  Q  van 
een  door  den  top  O  der  kegelsnede  S  getrokken  straal  met  de 
kegelsnede  S  en  met  de  rechte  a.  (Zie  nader  fig.  7  waar  de 
helft  van  eene  der  beschrijvende  kegelsneden  op  bet  vlak  van 
teekening  is  neergeslagen). 

Stelt  men  nu  voor  de  vergelgking  der  kegelsnede  S:. 


Aa^  +  Bff^  +  2Cic  =  O 
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dan  wordt  gemakkelgk  voor  de  Tergelijkiog  van  het  oppervlak 
yerkregen : 

alwaar  k  de  onderlinge  yerhouding  aanwgat  der  yierkanten  der 
assen  yan  de  bewegende  kegelsnede. 

Deze  yergeiyking  is  van  den  ygfden  graad.  Kiest  men  echter 
yoor  de  kegelsnede  8  een  cirkel 

a^  +  ^—2rx  =  0 

dan  gaat  zij  over  in  de  derdegraadsyergeljjking : 

kxz^  +  {x  —  a){x^  +  y^'-'  2rx)  =  0. 

Yoor  QoDEFROY  zgn  nu  bgzonder  belangrgk  die  opperylakken , 
waarbg  ook  de  beschrgyende  kegelsneden  door  cirkels  of  des- 
noods door  gelijkzgdige  hyperbolen  worden  geyormd.  Derhalve 
de  gevallen  A:  =  1  en  —  1. 

Laten  wij  er  bijvoegen,  dat  de  verkregen  oppervlakken  allen 
vier  knooppunten  bezitten  en  dus  in  het  algemeen  projectief 
zijn  met  SchlSfli's  ^species  XVI  1 ,  2  of  3",  d.  w.  z.  met  de 
opperylakken  met  vier  reeële,  twee  reeêle  en  twee  imaginaire, 
of  met  vier  imaginaire  knooppunten.  (Phü.  Trans.  1863.  Vol. 
153,  p.  193.) 

Die  knooppunten  bestaan  namelijk  1*  uit  de  snijpunten  der 
kegelsnede  S  met  de  rechte  a,  2*  uit  twee  punten  op  de  2i-as 

op  afstanden  1/  — - —  aan  weerskanten  van  het  vlak  van  tee- 

kening  gelegen ,  welke  laatste  bgzonderheid  gemakkelgk  uit  de 
beschouwing  der  doorsneden  met  vlakken  y  =  ma;  af  te  leiden 
is,  welke  doorsneden  allen  door  deze  punten  heengaan. 

Het  oppervlak  met  vier  reeêle  knooppunten  kan  oyerigens 
natuurlijk  slechts  met  behulp  van  hyperbolen  verkregen  worden. 
Anders  is  het  echter  met  de  beide  andere  soorten  yan 
oppervlakken ,  SoHLaFLi's  XVI  2  en  3.  Deze  kunnen  met 
behulp  van  cirkels  alleen  yerkregen  worden. 

Yoor  hen  vooral  kan  Qodefrot's  ontstaanswijze  inderdaad 
uit  een  constructief  oogpunt  als  zeer  eenvoudig  en  fraai  worden 
aangemerkt  en  als  bijzonder  geschikt  om,  zelfs  zonder  model» 
eene  duidelijke  voorstelling  omtrent  hunne  gedaante  te  geven. 
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Als  oYergangsgeval ,  wanneer  de  cirkel  8  de  rechte  er  raakt, 
treedt  daarbij  op  ScHLaFLi'g  XVELI,  2.  Qodefroy's  constructie 
uitsluitend  met  cirkels,  welke  een  oppervlak  levert,  dat  als 
projectieve  afbeelding  van  alle  overigen  van  deze  soort  dienst 
kan  doen ,  is  ook  hier  zeker  niet  minder  fraai  dan  de  door 
ScHLaFLi  aangegevene  met  parabool  en  bewegelijken  cirkel. 
Gebruikt  men  daarentegen  in  dit  overgangsgeval  yoor  de  bewe- 
gende krommen  gelijkzijdige  hyperbolen ,  dan  zal  Schl§.fli's 
XVII  r,  1  ontstaan. 

Hetzelfde  oppervlak  (XVIII ,  2)  verkrijgt  men  oyerigens  door 
den  cirkel  S  tot  een  enkel  punt  samen  te  trekken  ^^).  Trou- 
wens zulk  eene  dubbele  ontstaanswijze  uit  cirkels  is  ook  eigen 
aan  het  algemeene  oppervlak  in  geval  er  van  de  knooppunten 
twee  of  vier  onbestaanbaar  zijn,  zooals  gemakkelgk  is  in  te  zien. 
Men  beschouwe  slechts  de  in  het,  op  het  vlak  van  teekening 
loodrechte,  symmetrievlak  gelegen  cirkel  als  de  yaste  cirkel 
der  nieuwe  ontstaanswijze  en  de  vroegere  vaste  cirkel  als  een 
der  bewegelijke,  waarbij  dan  de  vroegere  rechte  a  thans  als 
wentelingsas  der  bewegelijke  cirkels  dienst  doet. 

Een  ander  bijzonder  geval  doet  zich  voor  als  de  lijn  a  naar 
het  oneindige  gebracht  wordt.  De  yergelijking  van  het  opper- 
ylak  gaat  dan  over  in: 

kxz^  +  x^  4-  y*  —  2ra  =  O , 

waltrbij  thans  twee  imaginaire  knooppunten  naar  het  oneindige 
zijn  gegaan.  De  beide  anderen  kunnen  reeêl  of  imaginair  zijn. 
De  beschrijvende  kegelsneden  zijn  daarbjj  parabolen  geworden, 
wier  toppen  zich  langs  den  cirkel  bewegen ,  terwijl  hunne  para- 
meters omgekeerd  evenredig  zijn  met  OP  of,  als  men  wil,  recht 
evenredig  met  OQ,  alwaar  thans  de  door  Q  beschrevene  rechte 
eene  willekeurige  Ign  is,  loodrecht  op  OX.  Als  zoodanig  vindt 
men  deze  ontstaanswgze  bij  Godefroy  beschreven. 

Is  bovendien  r  =  O ,  dan  treedt  natuurlijk  weder  ScHLaFLi's 
XVIII,  2  op. 


^')  De  oppervlakken  stemmen,  namelijk,  bij  beide  ontstaanswijzen  overeen.  Denkt 
men  zich  echter  de  cirkels  g-evuld,  dan  is  het  eene  lichaam  als  bet  ware  het  negatief 
van  het  andere. 


Wg  fua  thans  OTer  tot  Godkfbot^s  iweede 

D«arbg  beschoiiweii 
wg  (fig.  8)  eene  geheel 
willekearige  in  betrkk 
Tan  teekening  gekozen 
kegelsnede : 
Aa?  +  2Bay  +  Cy  + 
+  2D!r  +  2Ey  +  P  =  0 
en  eene  rechte  a  die 
wg  tot  X-EB  kiezen. 

De  onderling  gelgk- 
Tormige     kegelnneden 
kiesen    wg    thans    in 
evenwijdige    ylakken , 
aUen  loodrecht  op  de  X-as,  terwyl  hunne  assen  wederom  be- 
paald worden  door  de  sngpunten  P  en  Q. 

De  algemeene  vergelijking  yan  het  zoo  ontstaande  oppervlak 
luidt  als  Tolgt: 
A a^V*  +  2Bxy  (f/^  +  k2^)  +  C(y«  +  kz^y^  +  2Dxy»  +  2Ey  (y^  +  k2^)  + 

Een  cubisch  oppervlak  ontstaat  derhalve  als  0  =  0  is,  d.w.z« 
zoodra  de  T-as  evenwijdig  loopt  met  eene  der  asymptoten- 
richtingen  der  kegelsnede  S,  of,  indien  deze  eene  parabool 
mocht  voorstellen,  met  hare  as. 

Ook  dit  oppervlak  vertoont  weder  vier  knooppunten,  die 
twee  aan  twee  bestaanbaar  of  onbestaanbaar  zijn ,  terwjjl'er 
ook  twee  samenvallen  kunnen.  Deze  knooppunten  zijn  1'  de 
snijpunten  der  kegelsnede  met  de  rechte  er,  2*  de  punten  in 
het  oneindige  der  beschrgvende  kegelsneden. 

In  het  bijzondere  geval  dat  S  eene  parabool,  a  de  raaklijn 
in  haar  top  voorstelt,  verkrijgt  men  de  zoo  straks  aangeduide 
constructie  van  ScHLaFLi  voor  een  oppervlak  XYITI,  2. 
Uit  een  constructief  oogpunt  is  het  natuurlijk  wenscheljjk 
voor  de  bewegende  kegelsneden  cirkels  te  kiezen,  voor  de 
vaste  kegelsnede  S  is  dit  echter  niet  mogelijk,  daar  zij  be- 
staanbare asymptotenriohtingen  bezitten  moet. 

Wordt  de  lijn  a  naar  het  oneindige  gebracht,  dan  gaan  de 
beschrijvende  lijnen  weder  over  in  parabolen,  zooals  in  fig.  9 
is  aangewezen.  Deze  parabolen  hebben  thans  echter  een  stand- 
vastigen  parameter. 
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Voor  de  Terg.  Yan  het  oppervlak  wordt  daarbg  weder  gemak- 
kelijk gevonden: 

wederom  afdalende  tot  den  derden  graad  voor  het  geval  C  =  0. 


Deze  bgzondere  ontstaanswijze  blgkt  nu  steeds  te  voeren  tot 
ScHLaFLi's  ,  species  XIX",  dat  wil  zeggen  tot  een  oppervlak 
van  de  vierde  klasse  met  een  gewoon  en  een  tweevlaksknoop- 
punt ,  beide  echter  in  het  oneindige  gelegen  ^).  Dit  oppervlak 
is  trouwens  asymptotiseh  projectief  met  dat  met  vier  reëele 
knooppunten.    (Verg.  Nieuw  Archie  f y   XX,    1892,    p.  93— 95). 


")     Dit  kan  bijv.  algebraïsch  bewezen  worden  als  volgt.    Maken  wij  eerst  do 
vergelijking  homogeen,  dan  luidt  zij: 

Aw»\  +  2Bsy\  +  2(Rr  +  EX)i««  +  2D«X»  +  2EyX«  +  ¥V  =  0. 
Door  de  Imeaire  substitutie  Aj7  -|-  2By  =  t»  kan  zij ,  na  eliminatie  van  y,  gebracht 
worden  in  den  vorm: 

BimtX  +  2B(Rp  +  EX)A««  +  (2BD  —  AE)a;X»  +  Bi*X«  +  BFX»  =  0. 
De  nieuwe  substitutie  Ba  +  1&\  =  9  voert  dan  tot: 

Buv\  +  2BUw«  +  (2BD  -^  AE)f>X«+  [B«F  +  AE»  —  2BED]X»  =  O 
on  eindelijk  de  substitutie  Bu  +  (2BD  —  AE)X  =  «v  tot  den  door  Schl&fli  p.  238 
aangegeven  vorm,  nam.  hier: 

wpX  +  2B»Aw»  +  [B»P  +  AE»  —  2BED]X'  =  0. 
Kiest  men  nu  het  tetraöder  «  ^  O,  «v  =  O,  z  =  0,  X=0  tot  fundamentaaltetraödor, 
dan  is  het  duidelijk ,  dat  in  het  hoekpunt  tegenover  «  =  O  een  gewoon ,  in  dat 
tegenover  ip  =:  O  een  tweevlaksknooppunt  aanwezig  is.  Dewijl  voor  beide 
knooppunten  echter  X  =0  is,  moeten  zij  beiden  oonspronkeiyk  in  het  oneindige 
gelegen  zijn  geweest. 
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Drie  dezer  knooppunten  ssijn  in  het  tweeTlaVrsknooppont  samen- 
gOTalIen,  zooals  ook  meetkundig  gemakkelgk  is  in  te  zien,  als 
men  nagaat,  wat  er  yan  de  vier  knooppunten  van  het  alge- 
meenere  oppervlak  geworden  is. 

Eindelgk  beschouwen  wg  Godefroy'b  derde  ontstaanswijze. 
Deze  kan  uit  de  bij  fig.  9  behoorende  door  de  volgende  wijzi- 
gingen  worden  afgeleid:  vooreerst  plaatse  men  den  top  der  be- 
schrgvende  parabolen  op  de  rechte  OX,  dus  in  Q  in  plaats 
Tan  in  V;  ten  tweede  late  men  hun  parameter  yeranderen  even- 
redig met  QP. 

Voor  de  vergelijking  van  het  oppervlak  wordt  dan  verkregen: 

Air^y^  +  2Bkz^y  +  Ck^z^  +  2Dxy»  +  2Ekz*y  +  Py*  =  O , 

waaruit  blijkt,  dat  voor  C  =  0  weder  een  derdegraadsoppervlak 
ontstaat. 

Dit  oppervlak  is  steeds  eene  XYIII,  1  of  2.  De  snijpunten 
der  kromme  met  OX  leveren  namelijk  de  beide  gewone  knoop- 
punten, het  aan  alle  bewegelgke  parabolen  gemeenschappelijke 
punt  in  het  oneindige  het  tweevlakspunt. 

Overigens  wordt  het  verband  van  deze  derde  ontstaanswijze 
met  de  vorige  het  gemakkelijkst  ingezien  door  de  bewege- 
lijke parabolen  te  veralgemeenen  tot  onderling  getgkvormige 
kegelsneden  met  één  der  toppen  steeds  in  Q,  een  der  assen 
langs  PQ  en  de  parameter  p  der  top  vergelijking  evenredig 
met  PQ. 

In  dit  meer  algemeene  geval  toch  beschrijft  de  tweede  top 
eene  kegelsnede,  zoodat  de  ontstaanswijze  dan  met  de  tweede 
van  GoDEFROT  samenvalt. 

Thans  meer  in  bijzonderheden  omtrent  de  aanteekenboekjes 
tredende,  vermelden  wg  nog  slechts,  dat  in  N^.  13  behalve 
vele  voorbeelden  der  verschillende  ontstaanswgzen ,  eene  be- 
schouwing over  het  kegelvlak  s^x  =  y^  te  vinden  is.  N^.  14 
behandelt  daarentegen  vooral  de  bgzondere  gevallen  aan  het 
slot  der  eerste  ontstaanswijze  besproken.  Bekende  derdegraads- 
krommen  worden  als  doorsneden  verkregen. 

Hoewel  deze  voordracht,  bljjkens  Nieuw  Archief^  deel  XI, 
p.  47  met  vele  teekeningen  opgeluisterd  werd,  zijn  de  meesten 
van  deze  niet  bewaard  gebleven,  maar  waarschijnlijk  vervangen 
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door  de  later  bij  N^.  21  te  yermelden  uitvoeriger  teekeningcn 
van  cubische  oppervlakken. 

Slechts  twee  teekeniogen  gemerkt  XIV^  en  XIV»  willen  wij 
hier  aanvoeren.  Zij  stellen  oppervlakken  voor  verkregen  door 
de  tweede  ontstaanswijze  met  vaste  parabool  en  bewegelijken 
cirkel  en  eenige  hunner  vlakke  doorsneden. 


N^.  15.  Voordracht  van  21  Jan.  1885.  Constructiên 
van  kegelvlakken  en  van  wigvormige  of  scheeve 
oppervlakken,  waarbg  enkele  van  den  derden 
graad,  en  over  de  kromme  lijnen,  die  door  de  snij- 
ding met  platte  vlakken  ontstaan.  Door  middel  van 
kegeloppervlakkon  worden  de  cubische  krommen  met  middel- 
punt afgeleid  uit  die  met  eene  as  van  symmetrie.  Door  middel 
van  conoïdale  oppervlakken  worden  cubische  krommen  uit 
kegelsneden  verkregen. 


N®.  16.  Voordracht  van  16  Dec.  1885.  Doorsneden  van 
de  wig  van  Wallis  met  platte  vlakken  in  het  al- 
gemeen en  in  het  bijzonder  eenige,  die  door  eene 
beschrijvende  lijn  van  het  oppervlak  gaan.  Deze 
laatste  doorsneden  zijn,  daar  de  wig  van  Wallis  van  den 
vierden  graad  is,  natuurlijk  cubische  krommen  van  vele  ver- 
schillende gedaanten.  Vermelding  verdient  voorts  eene  trans- 
formatie (1,  2),  in  nevensgaande  figuur  afgebeeld ,  die  als  eene 

uitbreiding  der  bij  N°.  8 

J*J^,  10.  ^  besprokene  kan  worden 

^  ^ "         >^  beschouwd  en  waardoor 

-S^^^  /  I    '"^  op  eenvoudige  wijze  uit 

/    "^-^^^      I       \  gegeven    rechte   lijnen 

[ "'"-f^->^^\^     f       symmetrische      derde- 


^^^  I  I       '  graadskrommen  met  een 

asymptoot  op  eindrgen 


^v  }     /  afstand  verkregen  wor- 

"^^^^^^^^/z  den.    A  en  B  zgn  hier 

vaste  punten ,  Q  het  te 
transformeeren  punt,  f  eene  vaste  Ign,  AR  de  middellijn  van 
een  veranderlijken  cirkel,  Q'  en  Q''  de  uit  Q  ontstaande 
punten. 
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No.  17.  Voordracht  van  16  Maart  1887.  Over  con- 
cboïden  en  de  raaklgnen  daaraan.  Derdemachts- 
lijnen  en  oppervlakken  afgeleid  uit  kegelsneden. 
Transformatie  door  cirkels  en  bepaling  der  normaal 
uit  de  afgeleide.  Eene  door  De  Gelder  aangegevene  trans- 
formatie van  den  cirkel  wordt  tot  de  MACLAURiN'sche  terugge- 
voerd. Raaklijnconstructies  aan  de  conchoïde  en  verwante 
krommen.  Beschrijving  eener  nieuwe  transformatie  van  die  van 
fig.  10  daardoor  verschillende  dat  1*  B  naar  het  oneindige 
gaaty  2*  R  als  middelpunt  van  den  cirkel  dienst  doet,  3*  de 
Ignen  Q'Q^  met  de  as  ƒ  evenwijdig  loepen.  Derdegraadsopper- 
vlakken  voornamelgk  volgens  de  tweede,  bij  N^.  13,  14  be- 
schrevene, ontstaanswgze.  Toepassing  eener  transformatie  x'—x; 
^  =:  Vxy^  afgeleid  uit  die  van  figuur  10,  door  B  in  het  oneindige 
en  ^BRA.  =  45^  te  nemen ,  welke  transformatie  dus  geheel 
overeenstemt  met  de  bij  N^.  8  besprokene. 

No.  18.  Voordracht  van  14  Dec.  1887.  Transformatiën 
van  den  cirkel  in  vijfdemachtskrommen  door  raak- 
1  ij  n  e  n.  De  grondslag  van  het  onderzoek  wordt  gevormd  door 
eene  transformatie  van  den  cirkel,  die  in  de  meest  algemeene 


gedaante,  waarin  zij  door  Godefroy  is  gebracht,  door  fig.  11 
wordt  voorgesteld.  Q  is  hier  het  te  trausformeeren  punt,  QR 
eene  raakliju  aan  den  cirkel,  terwijl  A  een  vast  centrum,  f 
eene  vaste  lijn  is.  De  lijn  AR  bepaalt  de  punten  S'  en  S^  en 
daarna  de  punten  Q'  en  Q'',  die  voor  Q  in  de  plaats  treden. 

De  door  deze  punten  Q'  en  Q^  beschrevene  kromme  is  in  het 
algemeen  aan   den  achtsten  graad,  en  bezit  o.a.  de  eigenschap 
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Tan  I  waar  sij  den  cirkel  bereikt,  dezen  te  raken,  daarbg  steeds 
blijyende  aan  bare  buitenzijde. 

Yalt  echter  het  yaste  punt  A  op  een  der  beide  uiteinden 
▼an  de  middellijn  Tan  den  cirkel,  dan  splitst  zich  de  raaklgn 
in  dit  punt  driemaal  Tan  de  kromme  af  en  daalt  deze  derhaWe 
tot  den  Tijfden  graad. 

Opmerkelijk  is  ook  het  gCTal ,  dat  de  Taste  lyn  ƒ  naar  het 
oneindige  is  gegaan  en  het  straalpunt  A  met  het  middelpunt 
iian  den  cirkel  sameuTalt,  dewijl  in  dat  gOTal  de  kromme  zich 
BpUtst  in  twee  Tierdegraadskrommen,  waarTan  de  eene  beschreyen 
wordt  door  het  punt  Q^  de  andere  door  Q^,  tusschen  welke 
beide  punten  alsdan  onderscheid  kan  worden  gemaakt 

Yoor  deze  laatste  nu  wederom  unicursale  Tierdegraadskrom- 
men, welke  met  zich  zelye  in  het  oneindige  eene  aanraking 
yan  de  tweede  orde  hebben  (zoodafc  dit  aanrakingspunt  yoor 
drie  dubbelpunten  telt),  wordt  teyens  eene  hoogsfceenyoudige 
raakliJD -constructie  aangegeyen.  Men  yindt  hen  afgebeeld  op 
teekening  XYIII^^),  waarop  teyens  twee  achtstegraadskrom- 
men  yoorkomen,  welke  door  excentrische  plaatsing  yan  het 
straalpunt  A  ontstaan;  terwgl  teekening  XYIII'  eenige  der 
zooeyen  besproken  ygfdegraadskrommen  aangeeft.  Yoorts  yindt 
men  op  XYIII*^  en  XYIII'*  nog  meerdere  door  deze  zelfde 
transformatie  ontstane  krommen  bij  bijzondere  plaatsingen  yan 
de  yaste  lijn  ƒ,  op  de  teekeningen  pooUijn  genoemd,  en  yan 
het  straalpunt  A,  welke  plaatsingen  ten  deele,  bijy.  als  de  yaste 
lijn  f  eene  raaklijn  yan  den  cirkel  is,  tot  graadsyerlaging  yoeren. 

Enkele  dier  krommen  kunnen  met  yoordeel  beschouwd  wor^ 
den  als  ontstaan  door  de  ordinaten  yan  eenvoudiger  krommen 
te  Bommeeren.  Dit  geeft  Oodefrot  aanleiding  op  teekening 
XYIII*  zulke  som-  en  yerschilkrommen  yoor  de  cissoïde,  de 
strophoïde  en  de  trisectrix  met  den  cirkel,  waaruit  zg  door 
de  MACLAüRiH'sche  transformatie  ontstaan  zijn,  af  te  beelden. 
(Zie  in  yerband  hiermede  Schoute,  t.  a.  p.  p.  31.) 

Ten  slotte  wordt  de  transformatie  ook  op  kegelsneden  uit- 
gebreid en  worden  enkele  yijfdegraadsoppery lakken  besproken, 
yerkregen  yolgens  de  eerste  der  bij  de  yoordracht  yan  21  Noy. 
1883  aangegeven   ontstaanswijzen,   waarbjj   echter  ook  wel  de 


'*)    Deze  en  al  de  andere  bij  deze  voordracht  behoorende  teekeningen  vindt  men 
op  de  achterzijde  van  b\j  de  eerste  voordracht  gediend  hebbende  teekeningen. 


28 

in  fig.  7  aangegeven  bewegende  onderling  gelgkvormige  kegel- 
sneden  door  parabolen  yervangen  worden,  wier  parameters 
niet  PQ,  en  dus  niet  zooals  daar  met  OQ,  evenredig  zgn. 
Deze  ontstaanswijze  levert  namelijk  vijfdegraadsoppervlakken 
als  de  kegelsnede  8  in  een  cirkel  overgaat. 

N®.  19.  Voordracht  van  17  April  1889.  De  zoogenaamde 
derdemachtscirkel  en  de  daarmede  in  verband 
staande  derdemachtsoppervlakken.  In  deze  voordracht 
worden  drie  verschillende  constructies  besproken  van  de  kromme 
fl^  +  y'  =  o',  aan  welke  door  E.  DüHRiKa  den  naam  van  derde- 
machtscirkel is  gegeven.  Elk  van  deze  constructies  kan  wor- 
den opgevat  als  eene  ruimteconstructie,  opleverende  de  door- 
snede van  een  plat  vlak  met  een  cubisch  oppervlak.  De  eerste 
van  deze  voert  tot  het  cubisch  oppervlak  «'  =  (a  —  x) 
(a*  4-  ^y  +  y*)  of)  op  andere  assen ,  «'  =  —  rr  (y*  4- 1  a*)-  Dit 
oppervlak  is  afgebeeld  op  teekening  XIX^,  waar  ook  nog 
eenige  constructies  van  andere  derdegraadskrommen ,  nam.  van 
de  cubische  hyperbool  xy^  =  a^  en  de  NEiL'sche  parabool  iK?::^ay^ 
aangegeven  zijn.  Als  eene  soort  tegenstelling  is  daarenboyen 
op  teekening  XIX"  de  constructie  uitgevoerd  van  het  opper- 
vlak z^  =  x  {a^  —  y^). 

De  tweede  constructie  voert  tot  de  oppervlakken  Syz^  == 
(a»  +  ay  +  Sxy  -  2 f)  (a  —  x)  en  9yz^  =  (a^  +  ay  +  4y»  —  Sxy) 
(x  —  a),  welke  beiden,  volgens  de  tweede,  bij  N®.  18  en  14 
besprokene,  ontstaanswijze,  kunnen  worden  voortgebracht  zooals 
men  onmiddellijk  inziet,  indien  men  snijvlakken  y  =  constante 
aanbrengt,  welke  cirkels  opleveren,  en  daarna  het  symmetrie- 
vlak  0  =  0  onderzoekt.  Beide  deze  oppervlakken  zgn  afgebeeld 
op  teekening  XIX^ 

De  derde  constructie  kunnen  wij  hier  laten  rusten.  Daaren- 
tegen hebben  wg  nog  te  vermelden  eene  teekening  XIX^, 
voorstellende  het  oppervlak  z^  =  axy. 

N^  20.  Voordracht  van  80  Oct.  1889.  Over  het  ver- 
band tusschen  den  cirkel  en  de  toegevoegde  gelijk- 
zijdige hyperbool  met  dezelfde  middellijn.  Een  vrg 
uitvoerig  overzicht  van  deze  voordracht  vindt  men  in  het  Nieuw 
Archief,  deel  XVIII,  p.  119-121. 

N^  21.     Voordracht   van    21    Maart    1891.    Over    eene 
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bipodaire  (of  voetpiintskromme)  Tan  den  zesden 
graad  met  6  knooppunten,  bepaling:  van  de  nor- 
maal. Toevoegsels:  V  Beknopt  oyerzicht  van  eenige 
oppervlakken  van  den  derden  graad,  2*  Transfor- 
matie Tan  kromme  lijnen  door  stralenbuudels  en 
bepaling  der  raaklijnen  van  ieder  geconstrueerd 
punt. 

Van   de   voordracht   zelf  is  een  overzicht  verschonen  in  het 
Nieuw  Archief,  deel  XVUI,  p,  151-152. 


Omtrent  het  eerste  toevoegsel  valt  op  te  merken ,  dat  Qodeproy 
hier  behalve  de  bij  'S^.  13  en  14  besprokene  ontstaanswijzen 
er  nog  eene  meer  algemeene  behandelt,  welke  tot  oppervlakken 
met  twee  knooppunten,  dus  in  het  algemeen  tot  Sghl3.fli's 
^Species  IV.  1,  2,  3,  4,  5,  6",  en  als  overgang,  indien  de 
twee  knooppunten  samenvallen,  tot  zijne  „Species  Y.  1,  2, 
3,  4"  voert. 

Ook  bij  deze  meer  algemeene  ontstaanswijze  zgn  de  be- 
schrijvende lijnen  ouderling  gelijkvormige  kegelsneden ,  waarvoor 
dus  cirkels  of  gelijkzijdige  hyperbolen  kunnen  gekozen  worden. 

Zij  kan  uit  de  eerste  bij  N^.  13,  14  besprokene  ontstaanswijze 
worden  afgeleid  door  de  aldaar  optredende  kegelsnede  te  ver- 
vangen door  ééne,  welke  wel  door  O  heengaat  (zie  fig.  12), 
maar  overigens   gansoh   willekeurig  gekozen  wordt. 

Stelt  men  voor  de  vergelijking  dier  kegelsnede: 
A^  +  2Bxy  +  CyH 2Da? -f  2Ey  =0, 
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du  wordt  Toor  de  Tergelgkmg  Tan  het  opperrlak  geronden: 

4x2»  (Ax»  +  2Bxy  +  Cy»)  + 

+  (**  +  y^(AaJ*  +  2ftry  +  Cy*  +  2IXr  +  2Ey)(«— a)=0 

derhalye  in  het  algemeen  een  oppenrlak  Tan  den  Tgfden  graad. 
Neemt  men  eTenwel  Toor  de  kegelanede  een  cirkel: 

«*  +  y*  +  2Dx  +  2%  =  O 

dan  ontstaat  een  cnbiBch  opperrlak,  dat  tot  Tergelijking  heeft: 

ta»»  +  ix^  +  y^  +  2Da?  +  2By)  (a?  —  a)  =  0. 

Ak  dabbelpanten  treden  daarbg  op  de  sngpanten  K,  en  K^ 
der  Ign  a  met  den  cirkel  8. 

Een  drietal  uitToerige  teekeningeo  kannen  als  bg  dit  toeToegsel 
behoorende  worden  beschouwd.  Op  de  eerste ,  gemerkt  XXI^ , 
Tindt  men  een  opper ylak  met  yier  bestaanbare  knooppunten 
afgebeeld,  Torkregen  Tolgens  de  eerste  bg  N^.  13,  14  bespro- 
ken ontstaanswgse.  XXI*  beyat  een  OTensoo  yerkregen  opper- 
Tlaky  waarbg  echter  twee  der  Tier  knooppunten  tot  een  twee- 
ylakspunt  zgn  samengeyallen  en  teyens  een  ander  oppervlak,  Ter- 
kregen  door  de  zoo  OTon  beschroTene  meer  algemeene  ontstaans- 
wgse, met  een  voor  twee  knooppunten  tellend  tweevlakspunt. 
XXP  eindelijk  Tertoont  een  Tolgens  deze  algemeene  ontstaans- 
wgze  Terkregen  oppervlak  met  twee  reeêle  knooppunten. 

Het  tweede  toevoegsel  behekt  eene  beknopte  uiteenzetting  der 
MACLA^URur'sche  transformatie  met  enkele  toepassingen. 

N**.  22.  Voordrachten  van  20  Jan.  1892  en  31  Maart  1894. 
Over  het  afleiden  Tan  regeWlakken  Tan  den 
derden  en  Tierden  graad  uit  de  transformatie 
Tan  den  cirkel.  Een  oTerzicht  Tan  den  Toornaamsten 
inhoud  der  eerste  Toordracht  is  te  Tinden  in  het  Nieuw  Archief^ 
Deel  XX,  p.  108—111.  Het  laatste  gedeelte  Tan  het  boekje 
is  met  N^.  23  benuttigd  bg  de  voordracht  Tan  31  Maart  1894. 
Yerder  blijkt  uit  dit  boekje  en  uit  de  teekeningen  gemerkt 
XXII^,  XXIP  en  XXH^,  dat  ook  nog  eenige  zeer  bijzondere 
transformaties  besproken  zijn.  Op  de  eerste  teekening  wordt 
eene  rechte  in  gelijkzgdige  hyperbolen,  op  de  tweede  eene 
hyperbool  in  eene  derdegraadskromme  met  dubbelpunt,  op  de 
derde  een  cirkel  in  vierdegraadskrommen  met  drievoudig  pust 
omgezet 
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N^'.  23.  Voordracht  van  31  Maart  1894.  Algemeene 
afleiding  Tan  derdemachtsregelTlakken.  Deze 
▼oordracht  is  later  omgewerkt  tot  eene  yrij  uitvoerige  yerhan- 
deling,  te  vinden  Nieuw  Archief^  Tweede  reeks,  Ueel  I, 
p.  137—162. 


D.    Oyerzioht  der  oTerige  handschriften  en 
teekeningen  Tan  A.  N.  Oodbfroy. 

Na  onze  uitroerige  bespreking  der  aanteekenboekjes  en  bij- 
behoorende  teekeningen ,  meenen  wjj  omtrent  het  overblgvende 
kort  te  kunnen  zgn.  Het  bestaat  uit  enkele  teekeningen, 
waaronder  die  op  de  oTalen  van  Descartes,  de  cycliden  en 
de  lemniscaat  betrekking  hebben,  die  wij  niet  aan  eene  be- 
paalde Toordracht  hebben  kunnen  aansluiten,  maar  waarvan 
wg  evenwel  eene  nadere  beschrijving  achterwege  meenen  te  mogen 
laten;  uit  een  zeker  aantal  manuscripten  over  onderwerpen  van 
elementairen  aard,  oplossingen  van  vraagstukken  enz.,  welke 
wij  niet  meenen  te  moeten  begrgpen  onder  de  „opstellen  over 
kromme  lijnen  en  gebogen  oppervlakken'*,  waarvan  in  Gode- 
froy's  testament  sprake  is,  en  voorts  uit  de  volgende  stukken, 
welke  wèl  daarop  betrekking  hebben  en  daarom  met  een  enkel 
woord  behooren  te  worden  vermeld. 

1*.  De  korte  verslagen  der  voordrachten  Tan  5  Nov.  en 
24  Dec.  1873  en  van  28  Januari  1874,  waarvan  reeds  vroeger 
melding  is  gemaakt.     (Zie  A,  B  en  bg  C  N^  1.) 

2*.  Een  daaraan  aansluitend  opstel,  gedateerd  25  Januarg 
1875  en  getiteld:  „Bepaling  der  kegelsneden  door  stelsels  snij- 
lijnen  en  raaklijnen,  én  vervorming  van  figuren  in  het  algemeen." 

3*.     Twee  dito  met  soortgelijken  titel,  ongedateerd. 

4*.  Een  dito  „Vervorming  van  kromme  lijnen  door  stralen- 
bundels  en  bepaling  der  raaklijn*'  van  2  Febr.  1879. 

5'.  Een  uitvoerig  stuk,  gedateerd  1884,  handelende  over 
de  MACLAURiN'sche  transformatie,  de  transformatie  één  op  twee, 
in  de  voordracht  van  26  Pebr.  1881  (zie  bij  C  N°.  8)  bespro- 
ken en  de  ontstaanswgzen  der  derdegraadsvlakken. 

6*.  Een  opstel  van  vijftig  bladzgden  met  sierlijke  teeke- 
ningen voorzien,  gedateerd  10  Oct.  1890  en  getiteld:  Trans- 
formatie van  kegelsneden  tot  kromme  Ignen  van  hoogere  orden 
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Tolgens  Maclaürih  ,  en  bepaling  der  raaklgn  in  eenig  getains- 
fonneerd  punt  der  kromme. 

Deze  manuBcripten ,  welke  allen  in  hoofdzaak  op  de  trans- 
formatie van  kromme  lijnen  betrekking  hebben,  zgn  in  eene 
eerste  portefeuille  bijeengebracht. 

Eene  tweede  portefeuille  bevat  opstellen  over  3'  graadaopper- 
ylakken ,  waaronder  zeer  uitvoerige  met  vele  teekeningen  Toor- 
ziene.  Zij  zijn  gedateerd  van  1884 — 1894.  In  hoofdzaak  wor- 
den de  bjj  de  aanteekenboekjes  besprokene  denkbeelden  hier 
nader  uitgewerkt. 


P4b,  02e 


DE  PMJSVRAAG  VAN  GfODEPROY, 


H.  SCHOUTE. 
(Oroningen.) 


In  verband  met  de  yorige  yerhandeling  yan  Dr.  D.  J.  Eor- 
TBWBG  laten  we  hier  onveranderd  een  in  October  1884  opge- 
stelde oplossing  yan  de  prgsvraag 

^eene  kromme  lijn ,  waarvan  de  kromtestraal  bekend  is,  wordt 
^vervormd  door  stralenbundels  door  drie  vaste  punten  en  eene 
„vaste  lijn;  men  vraagt  den  kromtestraal  van  de  vervormde 
„kromme  te  vinden  door  constructie" 

van  QoDEFROY  volgen ;  ze  sluit  zich  aan  bij  mijn  in  Eorteweg's 
studie  aangehaald  opstel. 

1.  Daar  de  in  het  vraagstuk  aangewezene  MACLAURiN'sohe 
transformatie  een  zich  tot  de  constructie  van  kromme  lijnen 
uitstekend  leenend  bijzonder  geval  van  de  algemeene  kwadra- 
tische overeenkomst  tusschen  twee  vlakke  stelsels  2  en  'S'  is , 
behandelen  we  het  vraagstuk  eerst  met  betrekking  tot  dit  al- 
gemeene geval  der  geheel  willekeurig  aangenomene  kwadratische 
verwantschap.  Wijl  in  het  algemeen  met  twee  elkaar  oaculee- 
rende  krommen  van  2  twee  elkaar  eveneens  osculeerende 
krommen  van  2'  overeenstemmen  en  de  bepaling  van  punten 
en  raaklijnen  der  kromme  van  S\  die  met  een  gegeven  kromme 
van  2  overeenkomt,  in  de  aangehaalde  verhandeling  geheel 
is  uitgewerkt,  kunnen  we  hierbij  echter  geheel  volstaan  met 
de  eenvoudige  onderstelling,  dat  de  bedoelde  kromme  van  2, 
waarvan  in  elk  willekeurig  punt  P  de  kromtestraal  bekend  is , 
door  haren  kromtecirkel  in  dit  punt  is  vervangen.  Waardoor 
de  oplossing  van  het  tot  het  geval  der  algemeene  kwadratische 
verwantschap  in  betrekking  staande  vraagstuk  zich  herleidt  tot 
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de  bepaling  Tan  den  kromtestraal  der  kromme  Tan  S',  die  met 
een  gegeven  cirkel  yan  2  overeenstemt,  en  wel  meer  bepaald 
yan  den  kromtestraal  dier  kromme  in  het  punt  P',  dat  met  een 
gegeven  punt  P  van  den  cirkel  overeenkomt. 

Zgn   nu   A,  B,  C    de   fundamentaalpunten   van  het  vlakke 
stelsel  2  des  gegeven  cirkels  en  A',  B',  C'  de  overeenkomstige 
fundamentaalpunten    van     het    met    2   kwadratisch    rerwante 
vlakke  stelsel  2'  der  vervormde  kromme,  dan  leidt  de  opmer- 
king,   dat   met   een    kegelsnee    K  door  twee  der  drie  punten 
A,  B,  C   van  2  een  kegelsnee  K'  door  de  twee  overeenkom- 
stige fundamentaalpunten  van  2'  overeenkomt,  spoedig  tot  de 
verlangde  oplossing.     Want,  neemt  men  voor  E  de  kegelsnee 
door  A   eu  B,'  die  de  gegeven  cirkel  in  P  osculeert,  dan  zal 
E'  de   kegelsnee  door  A'  en  B'  zijn,    die  in  het  overeenkom- 
stige punt  P'  drie  op  elkaar  volgende  punten  met  de  vervormde 
kromme    gemeen    heeft,  en  de  kromtestraal  van  E'  in  P'  dus 
de  verlangde  kromtestraal  der  vervormde  kromme  wezen.   Wijl 
het  construeeren  van  punten  en  raaklijnen  der  vervormde  kromme 
hier    als    bekend  wordt  aangenomen,    splitst  bovenstaande  be- 
schouwing  de    oplossing    van    het   gegeven  vraagstuk  in  twee 
deelen.     Wil  men  namelijk  den  overgang  van  de  kegelsnee  K , 
die  door  de  puoten  A ,  B ,  P  gaat  en  in  P  een  gegeven  cirkel 
tot   kromtocirkel   heeft,   tot  de  kegelsnee  E'  mogelijk  maken, 
dan  moet  men  in  de  eerste  plaats  van  E  nog  een  nieuw  punt 
Q  bepalen.     Want  dan  kan  men  E  door  de  punten  A,  B,  P,  Q 
en  de  raaklijn  p  in  P  bepaald  denken,  waardoor  het  overgaan 
tot  E',  van  den  kromtestraal  van  E  in  F  onafhankelijk  gemaakt, 
zoo    eenvoudig    mogelijk    geworden    is.     En  heeft  men  daarop 
van  E'   als  bepalende  grootheden    de  punten  A',  B',  P',  Q'  en 
de  raaklijn  p'  in  P'  bijeengezocht,  dan  moet  in  de  tweede  plaats 
van  deze  kegelsnee  E'  de   kromtestraal  in  het  punt  P'  gecon- 
strueerd worden. 

2.  Waaneer  twee  collineaire  vlakke  stelsels  2  en  2'  in  een 
zelfde  vlak  een  perspectivische  ligging  hebben  met  het  punt  L 
tot  centrum  en  de  lijn  /  tot  as  van  collineatie,  dan  komt  met 
een  kegelsnee  E  van  2,  die  door  L  gaat  en  l  in  de  punten 
M  en  N  snijdt,  een  kegelsnee  E'  van  2'  overeen,  die  in  L 
de  aangenomen  kegelsnee  aanraakt;  en  door  &I  en  N  gaat.  En 
ligt   het   centrum    van   collineatie    L  op  de  collineatieas,   dan 
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zullen  E'  en  K  elkaar  in  L  driepuntig  aanraken  en  yerder  op 
l  nog  een  ander  punt  gemeen  hebben  i). 

Deze  stelling  geeft  ons  onmiddellgk  een  oplossing  Tan  de  beide 
werkstukken  aan  de  hand,  waarin  het  vraagstuk  zich  heeft 
gesplitst. 

Eerste  gedeelte.  « Yan  een  kegelsnee  E  door  A ,  B  en  P  is 
de  kromtecirkel  c  in  P  gegeyen ;  het  Tierde  snijpunt  Q  van  dien 
cirkel  met  E  te  construeeren." 

Oplossing.  Men  Terbindt  A  en  B 
(fig.  1)  met  P  en  zoekt  ran  de  yer- 
bindiogslijnen  AP  en  BP  de  tweede 
snijpunten  A,  en  Bi  met  den  gegeven 
kromtecirkel  c.  Bepaalt  men  daarna 
het  snijpunt  8  van  de  lijnen  A,Bi  en 
AB ,  dan  zal  PS  den  cirkel  c  in  het 
verlangde  punt  Q  snijden.  De  verkla- 
ring hiervan  is  onmiddellijk  gegeven , 
wanneer  men  de  kegelsnee  E  en  den 
cirkel  c  als  perspectivisch  collineair  verwante  krommen  be* 
schouwt  met  P  als  centrum  en  PS  als  as  van  coUineatie. 

Tweede  gedeelte.  «Van  een  kegelsnee  E  door  A,  B,  P,  Q 
is  de  raakliJD  p  in  P  gegeven ;  den  kromtestraal  van  E  in  P 
te  construeeren^). 

Oplossing.  Men  verbindt  A  en 
B  met  P  (fig.  2)  en  zoekt  de  snij- 
punten A,  en  B,  vandeverbindings- 
liJDen  AP  en  BP  met  den  cirkel  c^ 
door  P  en  Q ,  die  in  P  de  lijn  p 
aanraakt.  Is  nu  S  weer  het  snijpunt 
van  AB  met  A,B,  en  PT  de  lijn 
uit  P  evenwijdig  aan  QS  getrok- 
ken, dan  zal  het  tweede  snijpunt 
R  van  PT  met  E  —  en  dit  punt 
kan  met  behulp  van  de  stelling 
van  Pascal  gevonden  worden  —  een  punt  zijn  van  den  ver- 
langden kromtecirkel,  enz. 


Fj^.£. 


^)  Mod  raadplege  Die  Geometrie  der  Laye  von  Th.  Rbtb,  2'  Abtheiluag, 
8^  Yortrag  en  J>ie  FundamentaUheorien  der  neueren  Chcmetrie  u.  s,  w.  von  H. 
Sbbobb,  Seite  145. 

*)    Ik  laat  hier  do  accenten  weg. 

8* 
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Een  tweede  oplossing  yan  elk  der  beide  deelen  van  ons 
werkstuk  vloeit  onmiddellgk  voort  uit  de  sierlgke  constructie 
van  den  kromtestraal  der  kegelsneden ,  die  door  P.  Sbrbbt  in 
zgn  Geometrie  de  direction ')  gegeven  is.  Daarbij  leert  het 
eerste  gedeelte  ons  vinden  niet  juist  het  nog  onbekende  vierde 
sngpunt  Q  van  E  met  c,  maar  het  tweede  snijpunt  van  een 
willekeurige  lijn  door  P  met  K.  De  volledige  uitwerking  dezer 
constructie  mag  aan  den  lezer  worden  overgelaten. 

3.  Gban  we  thans  tot  de  bgzondere  gevallen  der  algemeene 
kwadratische  overeenkomst  en  dan  wel  in  de  eerste  plcuits  tol 
de  in  het  vraagstuk  bedoelde  MACLAuRiN'sche  transformatie  over, 
dan  gebruiken  wij  deze  toepassing  tot  het  doen  kennen  van  een 
constructie  voor  den  kromtestraal  der  eenvoudigste  krommen, 
die  men  door  middel  van  de  MACLAURiir'sche  transformatie  uit 
den  cirkel  afleidt,  cissoïde^  strophoïde  en  conchoïde. 

Is  van  de  drie  ^straalpunten"  A,  B,  C  (fig.  3)  het  punt  A 
op  den  cirkel  c,  dien  men  vervormt,  B  ergens  op  de  door  A 
gaande  middellijn  van  dien  cirkel  en  C  in  het  oneindige  in  de 
richting  loodrecht  op  die  middelign  gelegen  en  is  de  ,,richtlijn" 
tevens  in  het  oneindige  verdwenen,  dan  is  de  vervormde 
kromme  een  cissoïde,  als  B  met  het  diametraal  tegenover 
A  gelegen  punt  F,  en  een  strophoïde,  als  B  met  het  mid- 
delpunt M  des  cirkels  samenvalt.  Met  het  willekeurig  gekozen 
punt  P  van  c  komt  volgens  den  aard  der  transformatie  het  punt 
P'  overeen ,  terwijl  de  raaklijn  in  P'  aan  de  vervormde  kromme 
de  verbindingslijn  is  van  het  punt  P'  met  het  snijpunt  R  van 
de  raaklijn  in  P  aan  c  en  de  lijn  uit  S  evenwijdig  aan  AP 
getrokken^).  Beschouwen  we  nu  de  kegelsnee  K,  die  door 
A,  C  en  P  gaat  en  in  P  den  cirkel  c  tot  kromtecirkel  heeft, 
dan  is  het  duidelijk ,  dat  we  niet  behoeven  te  zoeken  naar  het 
vierde  snijpunt  van  de  elkaar  in  P  driepuntig  aanrakende  krom- 
men K  en  c ,  want  dit  vierde  punt  is  A.  Maar  in  verband  met 
de  bekende  stelling,  die  zegt  dat  twee  gemeenschappelgke 
koorden  van  een  kegelsnee  en  een  cirkel  ten  opzichte  van  de 
assen  van  die  kegelsnee  antiparallel  zijn  met  elkaar  en  dit  zelfde 
klaarblijkelijk    van    de  asymptoten  der  kegelsnee  beweerd  kan 


1)    t.  a.  p.,  blz.  479. 

')     Mea  vergelijke  mij  a  aangehaalde  verhandeling. 
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worden,  moet  het  oneindig  ver  gelegen  punt  Q,  waarvoor  de 
hoeken  APQ  en  CPR  aan  elkaar  gelgk  zijn,  het  tweede  on- 
eindig yer  yerwijderde  punt  van  de  hyperbool  E  zijn.  En  daar 
de  punten  Tan  de  richtlijn  der  transformatie  met  zich  zelf  over- 
eenstemmen, is  dit  ook  met  het  punt  Q  het  geval,  zoodat  de 
kegelsnee  E'  door  de  punten  B ,  C ,  P',  Q  en  de  raaklijn  jf  in 


P'  bepaald  wordt.  Yan  deze  kegelsnee  E'  is  nu  de  bepaling 
van  den  kromtestraal  in  P'  geheel  naar  de  door  Serret  ge- 
vondene constructie  uitgevoerd. 

Nemen  we  verder  aan,  dat  het  straalpunt  A  het  middelpunt 
is  van  den  te  vervormen  cirkel  (Sg.  4),  dat  B  ergens  op  die 
kromme  ligt  en  dat  C  in  de  richting  loodrecht  op  AB  op  de 
oneindig  ver  gelegen  richtlijn  ligt,  dan  is  de  vervormde  kromme 
een  conchoïde.    Beschouwen  we  nu  de  kegelsnee  E,  die  door 
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A  en  C  gaat  en  den  gegeven  cirkel  ciaP  driepuntig  aanraakt, 
als  perspectivisch  collineair  verwant  met  c,  dan  moet  P  het 
coUineatiecentrum  en  tevens  een  punt  der  as  van  collineatie 
zijn;  daarbij  zyn  dan  A]  en  Ci  de  met  A  en  G  overeenko- 
mende puDten  van  c,  is  dus  het  sngpunt  S  van  AiG|  met  AG 
een  tweede  punt  der  collineatieas  en  Q  het  vierde  punt,  dat 


^A — ^ 


K  en  c  gemeen  hebben.  Dus  wordt  de  kegelsnee  K'  bepaald 
door  de  punten  B,  C,  P',  Q'  en  de  raaklijn  p'  in  P'  en  de 
kromtestraal  dier  kromme  in  P'  als  boven  gevonden. 

4.  De  constructies  van  den  kromtestraal  der  cissoTde,  stro- 
phoïde  en  conchoïde,  die  we  juist  ontwikkeld  hebben,  kunnen 
nog  niet  op  eenvoudigheid  bogen.  Waarschijnlijk  zgn  er  dan 
ook  uit  cinematische  beschouwingen  of  uit  analytische  ontwik- 
kelingen wel  eenvoudiger  constructies  af  te  Icideu.  Hier  echter 
mag  het  opsporen  dier  meer  eenvoudige  constructies  als  buiten 
het  kader  van  de  vraag  beschouwd  en  daarom  achterwege  ge- 
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laten  worden.  We  bespreken  dus  bier  alleen  nog  een  ander 
bijzonder  geval  der  algemeene  kwadratische  transformatie,  dat 
zich  door  de  groote  eenvoudigheid  der  kromtestraalconstructie 
kenmerkt,  de  overeenkomst  door  wederkeerige  voerstralen. 

In  deze  algemeen  bekende  overeenkomst  gaat  de  kromte- 
cirkel eener  kromme  in  een  punt  P  in  den  kromtecirkel  der 
overeenkomstige  kromme  in  het  overeenkomstige  punt  P'  over. 
Hierin  is  een  middel  vervat  ter  bepaling  van  den  kromtestraal 


van  elke  voetpuntskromme  van  een  kegelsnee,  wijl  deze  voet- 
puntskromme  in  een  overeenkomst  door  wederkeerige  voerstralen 
met  een  kegelsnee  overeenstemt,  wanneer  men  het  in  het  ein- 
dige gelegen  dubbelpunt  der  voetpuntskromme  tot  centrum  van 
de  voerstralen  aanneemt  *).  We  schetsen  dus  ten  slotte  met 
een  enkelen  trek ,  hoe  langs  dezen  weg  de  kromtestraal  bepaald 
kan  worden  van  de  cissoïde  in  een  gegeven  punt  P  der  kromme 
in  de  onderstelling,  dat  deze  kromme  behalve  door  dit  punt, 
door  haar  keerpunt  C  (fig.  5)  met  de  keerraaklijn  CD  bepaald  is. 

Neemt  men  C  tot  centrum  en  CP  tot  macht  der  overeen- 
komst door  wederkeerige  voerstralen  aan ,  dan  komt  met  de 
gegeven  cissoïde  de  parabool  overeen,  die  C  tot  top,  CD  tot 
as  en  P  tot  een  harer  punten  heeft.     Yan  deze  parabool  is  de 


*)     TraiU  de  geometrie  analytique  de  H.  Pioqubt,  lome  I,  pag.  575. 
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raakljjn  in  P  bepaald  door  P  in  Q  op  CD  te  projecteeren, 
RC  =  CQ  te  nemen  en  R  met  P  te  verbinden.  Daarna  ia  het 
brandpunt  F  der  parabool  bepaald  als  het  snijpunt  Tan  de 
middelloodlgn  yan  het  segment  PR  met  de  as  en  Yerrolgeiis 
de  richtlgn  GH.  Is  nu  H  het  punt,  waar  de  normaal  der 
parabool  de  richtlijn  snijdt  en  PM  =  2HP  genomen,  dan  is  M 
het  krommingsmiddelpunt  der  parabool  in  P ').  En  wanneer 
verder  Z,  CPS  =  Z  RPC  gemaakt  en  in  P  een  loodlgn  op  PS 
opgericht  wordt,  dan  is  het  snijpunt  Mi  van  die  loodlgn  PMj 
met  MC  het  verlangde  krommingsmiddelpunt.  Aan  den  lezer 
te  onderzoeken,  of  deze  constructie,  ontdaan  van  alles  wat  tot 
de  uitlegging  dienst  deed ,  korter  of  langer  is  dan  die  van 
fig.  3 ,  waarbij  dan  natuurlijk  het  verschil ,  dat  er  in  de  beide 
gevallen  met  betrekking  tot  de  wijze  van  bepaling  der  ciasoïde 
voorkomt,  in  rekening  moet  worden  gebracht. 

Groningen,  6  October ,  1884. 

*)    Jacob  Sidneri  tfesammeüe  Werk^\  zweiter  Band ,  Seite  S42» 
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SUB  LA  SOLUTION  LA  PLUS  GÉNÉRALE  BB  DEUX  EQUATIONS 
AUX  DÉmVÉES  PABTIELLES, 


W.  KAPTETN. 
(Utrecht.) 


Soit  X  nne  fonction  dea  trois  variables  indépendantes  «,  y 
et  2;  nous  nous  proposoos  de  détenniner  la  solution  la  plus 
générale  des  deux  equations  différentielles 

^d»X\      /èX         dX\  /dX   ,  ^dX\ 


d»X  d»X    .  ^  d»X    , 


oil  a  et  6  représentent  des  constantes. 
En  posant 

—«X       oX   .     oX  ^«»»       oX   ,  ,  oX 

^(^)  =  ^  +  ''ö;-'        ^(^>  =  ^  +  *^ 

les  deu3  equations  différentielles  prendront  la  forme 

2XHH(X)  +  2X»GG(X)  =  3H»(X)  +  X»CP(X) , 

XQH(X)  =  XHG(X)  =  G(X)H(X) , 


OU 


(2) o^=hM=„. 
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De  la  dernière  equation  on  déduit 

-A2  =  /;(^-aa:,  y),    -^  = /a(^  ~  Jy,  a?), 

oü  /i  et  ƒ2  représentent  des  fonctions  arbitraires. 
En  introduisant  ces  yaleurs  dans  la  première  equation  on  aura 

T(e-aa:,  y) 

T  et  N  étant  des  fonctions  quelconques ,  que  nous  allons  deter- 
miner k  présent. 

Remarquons*  pour  7  arriver,  qu'on  aura 

H(T)  =  0    ,        G(N).-=0 

et  par  conséquent 

H(A)  =  -Xl^>,     G(X)  =  xf>, 

^„H(A)      H«(X)_      2imH(N)  -  W(S) 
^"1^  X^ W^  ' 

G(X).QW^       2TGG(T)  -  Q«(T) 
X    "*"     X»  T« 

En  introduisant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  on  obtient 

(3) 2TGG(T)  — G»(T)  =  2NHH{N)-H»(H), 

dont  Ie  premier  membre  eet  une  fonction  de  z  —  aa;  =  u  et  de  y, 
taodis  que  Ie  second  membre  est  une  fonction  ée  z  —  by  =  v 
et  de  X.  Opérons  maintenant  sur  cette  equation  d'abord  avec 
l'opérateur  G,  ensuite  ayec  H;  alors  on  troure  respectivement 

(4) GGG(T)  =  O , 

(5) HHH(N)  =  O, 

dont  rintégration  ne  présente  aucune  difiiculté. 
En  effet,  en  écrivant  l'équation  (4)  sous  Ia  forme 

on  Toit  aisément  que  l'intégrale  générale  prend  la  forme 
GG(T)  =  26«^(«  —  ax  —  by)  =  2b^. 
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^  étant  ane  fonction  arbitraire.     Cette   equation   étant  éqoi- 
Talente  k 


k^'vh''^-'''* 


donne  ensuite 


oü  \p  représente  une  nouvelle  fonction  de  z  ^  ax  --  by. 

En  traitant  de  la  mème  maniere  cette  demière  equation  on 
obtient 

X  étant  encore  une  fonction  arbitraire  de  z  —  ax  ^  by. 

Il  est  bien  évident  que  la  solution  la  plus  générale  de  Téqua- 
tion  différentielle  (5)  se  réduira  k 

N  =  v%  +  2P^|,,  +  X^ 

01   ^1   ®^  Xi   représentant  encore  trois  fonctions  arbitraires  de 
z—  ax  —  by. 

LMntroduction  des  valeurs  obtenues  pour  T  et  N  dans  Féqua- 
tion  (3)  fait  voir  que  les  six  fonctions  arbitraires  doivent  satis- 
fiftire  k  la  seule  relation 


(6) tV-#x)  =  «U'-  ♦iXi). 

La  solution  la  plus  générale  des  deux  equations  différentielles 
s'écrit  done 

^^    t<»»  +  2t<^  +  X 

oü   les  fonctions  arbitraires  de  2;  —  ax  --  by  sont  liées  par  la 
relation  (6). 


R7 


EEN  VRAAGSTUK  DER  DYNAMICA 


A.  J.  SWART. 

(Ztttphen.) 


Een   stoffelijk  punt  (maBsa  M)  kan  om  zijn  eyenwicfatsstand 

A  kleine  elastische  trillingen  uitvoeren  f  trillingstgd  — }.  Langs 

eene  rechte  Ign  PQ  beweegt  zich  met  standvastige  snelheid  t?, 
komende  uit  het  oneindige,  een  ander  punt,  dat  op  M  eene 
kracht  uitoefent,  welke  eene  functie  is  van  den  afstand. 

De  afstand  van  A  tot  PQ  is  a.  De  uitwijkingen  van  M  uit 
den  evenwichtsstand  zijn  klein  ten  opzichte  van  a. 

Welke  is  de  trillende  beweging  van  M ,  als  het  aantrekkende 
punt  in  het  oneindige  verdwenen  isP 

Toor  welke  waarde  van  v  zal  de  trillingsenergie,  welke  M 
ten  slotte  verkrggt,  eene  maximale  (of  minimale)  waarde  hebben P 

I.    Het  punt  M  is   oorspronkelijk  in   rust. 


I'A 


>ƒ/ 


Hls  a  priori  duidelgk,    dat  voor  eene  bepaalde  waarde  van 
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V  de  trillingsenergie  maximaal  moet  worden ,  want  zoowel  voor 
9  ^  O  als  Toor  t;  =  oo  is  zij  nul. 

Wg  nemen  A  als  oorsprong  en  de  a;-a8  evenwijdig  aan  PQ. 

Als  ^  =  0  is,  bevindt  zich  het  aantrekkende  punt  in  R. 

De  bewegingsvergelijkingen  luiden 

Mi'  +  Rr  =  MX    enMy+Ky==MY, 
waarin 

Wij  stellen  verder  — -  =  n*. 
M 

De  algemeene  oplossing  van  deze  vergelgkingen  luidt 

1  n 

l  a:  =  A  sin  (fi^  +  a)  H ƒ   Xr  sin  n(t  —  r)dr, 


(1) 


I                                       1    f* 
y  =  B8in(n^  +  ^)H /  Yr sin n(«  —  r) dr. 


Daar  het  punt  oorspronkelgk  in  rust  is ,  zoo  is  A  =  B  =  0. 
Derhalve  is 

in  1   /■' 

a?  =  —  /  Xr  sin  n{t  —  r)dr  en  y  =  —  ƒ   Yr  sin  n{t  —  rydr. 

— »  —co 

Yoor   groote  waarden   van  t  kunnen  we  de  elementen  voor 
t  =  T   en    ^=  —  r   samenvoegen ,    waarbij    X_r  =  —  Xr   en 
Y-r  =  Yr  is. 
Wij  vinden 

2  /••  2  /■* 

x= cos  fiH    X  sin  ntdt  en  y  =  —  sin  nM    Y  cos  ntdt. 

n  J  •  n  J 

o  o 

Tasschen  deze  beide  integralen  bestaat  de  volgende  betrekking 
X  sin  nidt  = /    Y  ^  sin  nidt  = 


=  —  lY^cos»^ 
na 


V    Tl  èY\ 
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èY         öY 

De  geïntegreerde  term  is  oul  en  daar  ^  vT  ="  ^  ^~  is  9    wordt 

di         dv 

X  sin  ntdt  =  —  —  1    T  cos  ntdt  —  —  -^  ƒ    T  cos  ntó*. 
«V  ««dr/ 


Wg  stellen 

Y  cos  ntdt  =  aU. 


f 


De  baan,  welke  ten  slotte  door  het  deeltje  wordt  gevolgd, 
wordt  dus  bepaald  door 

2p  /  èU\  2a 

(2)  .  .  .  .  a?  =  — - 1 U  +  t^  "x- 1  cos  ni   en  y  =  —  ü  sin  n ^. 
n*  \  dv/  n 

Noemen  wg  de  energie,  welke  het  deeltje  verkrijgt,  E, 
dan  is 

(8) E=^j.^(uH-r|?)"+««a«ü»j- 

De  waarde  van  9,  waarvoor  E,  bg  gegeven  waarden  van  a 
en  n ,  hare  maximale  waarde  bereikt ,  wordt  bepaald  door  de 
vergelijking 

(4).(ü  +  .^)(uH-3.^)  +  ..^(ü+.^)H-nVU^=a 

De  door  ons  ingevoerde  functie  U  voldoet  aan  de  differen- 
tiaalvergelijking 


du        du 
.  •  .  .  U  -ht 

waaruit  volgt 


<^) ^+''è^+"è;r=^' 


vV  =  f{nTJ). 

OTerigens   kunnen   wg   omtrent   deze   functie  geene  nadere 
bijzonderheden  mededeelen,  tenzij  de  krachtenwet  gegeven  is. 


4? 


a 


Stellen  wg     F(r)  =  — -ri 


dan  IB   TJ  =  — 
dU 


dU  /**acoBn^  - 

V-  =  ^flP     ƒ       TT"  " '  1 


=  »ia 


\ficoBnf 


waaruit  volgt 
(6) 


èU        du 
o  V-  +  f  -^  +  mU  =  0. 
oa         dr 


(7) 


In  verband  met  (5)  leiden  wij  hieruit  af 
èU         du 


''è^-'»è;^^('"-')^=^- 


Verder  is 


^               f  Gosnt  ^      \      a  Bin  «<1        am«?^  T   t  sin  fi<  , 
U  =  —  a  ƒ     dt=^ ƒ     -r-  dt 

J        r*»  [      n      r*  J  n  j       r*+* 


U  = 


De  geïntegreerde  term  is  nul;  dus  is 
amv^  t  cos  nt' 


^+8 


*      amv^  ƒ**  cos  nt        aw(m+2)r*  ƒ** 


<^cos«^ 


d^ 


De  geïntegreerde  term  is  nul  en  derhalve 
TT  —  ^'^(''* 


of,  daar 


en 


^^         /     >+»^  n^  /     7=^     ' 

/*coBn^  ,         1     èU 
TT  dt= -r- 
f*"+'            ma   da 
o 

r  cos  nt 1  A  /_L  ^\  - 

^  J     r«+*       "~  ~  m{m  +  2)  a  èa  \  ö    da  / 


öü 


è^U 


m(m  +  2)a8    da       m(m  +  2)a*     da^ 


48 
is,  MO  krggen  wg  de  volgende  yergelgidiig 

Wg  differentieereii  (6)  naar  a  en  naar  v  en  Tinden 

Door  eliminatie  van  ^  ,   -^  en  -x-r-  ^li*  (6)  i  (8)  en  dew 
▼ei|;elgkingen  vinden  we  de  yergelgking 

(9)....(m-— )u  +  (m+2).^  +  .^^  =  0. 

Lossen  wij  hieruit  -^-r-  op  en  eubstitueeren  we  dese  waarde 
Oir 

in  (4),  dan  wordt  de  voorwaarde  voor  maximum-energie 
(10)...ü'  +  2t,U^  =  (m-l)—   (ü  +  r^). 

Wanneer  het  eerste  lid  nog  den  term  v^  1^1  bevatte,  dan 

zouden  wij  door  ( U  -f-  v  ^-1  kunnen  deelen.  Ku  is  het  te  ver- 
wachten, dat  de  beide  deelen,  waaruit  de  energie  bestaat 
(zie  (3)),  nagenoeg  voor  dezelfde  waarde  van  v  hun  maximum 
zullen   bereiken,   waaruit  volgt,   dat  voor  deze  waarde  van  v 

de  term  ^  U~ )    klein  zal  zijn  ten  opzichte  van  U^ 

Als   benaderde  waarde   van  v,   waarvoor  E  hare  maximale 
waarde  bereikt,  vinden  wg  dus: 

(11) t?max.==  777 —. 

^  K(m— 1) 

Het  zal  in  de  onderzochte  gevallen  blijken ,  dat  deze  bena- 
dering eene  zeer  goede  is. 
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Stellen  wij  9iMz.  =  Ena,  dan  is 

C08  nidt  a    r'^  cos  zdz  a 


/.(»»), 


TT  -    r  °^"^^    _   « f'  < 

~        I  -         a"»  /  *        cm' 

O  o 

èU  r*  Kfia/*  coB  ntdt  ^  waK  /**  2*  cos  «d«        »iaK 

o  o 

Substitueeren  wij  deze  waarden  in  (3),  dan  vinden  wij 

Derhalve:    Is   de  kracht   welke    op  het  deeltje  werkt  , 

dan  is  de  maximale  energie,  welke  het  deeltje  kan  verkrggen , 
omgekeerd  evenredig  met  n^  en  met  a^^^K 

Door  substitutie  van  (11)  in  (3)  vinden  wij  als  benaderings- 
waarde voor  de  maximale  energie 

^    ^  m  —  1  V  K(m  -  1)      öy      m  —  1  \  èp/  / 

I»  — 1  =  1. 


Als  men  voor  eene  waarde  van  m  de  waarde  van  IJ  heeft 
berekend,  kent  men  ze  ook  voor  m  4~  ^9  m  +  4  enz. ,  want 

nq^  TT        -         ^      ^^" 

Wg  kunnen  voor  m  =  2  de  integratie  uitvoeren. 

In  plaats  van  O  tot  00  integreeren  we  in  het  complexe  vlak 
langs  AGFEDCB.  De  functie  is  in  het  ingesloten  gebied 
synektisch. 

ƒ*  cosw^   .       . ,  ,  ,       r*    ^^"^    , 
— —-  dt  =  reëel   deel  van   ƒ     — z—  az. 
o                                                         o 

Integreerend  langs  AGFEDCB  is  alleen  de  integratie  om 
P  reëeL 

4 


BO 


Wg  stellen  z  =  i \-r  (o<m  ^  +  •  Bin  f ) ,  dan  is 


ƒ1»». 
e    'd^ 


2aü 


JLc^ 


-v 


^i>"""^-* 


5 


F1^2. 


Yoor   de   yergelijkingen    van    de   baan  van  bet  deeltje  vin- 
den wg 

Tra  -?f         ^  ira  _Ü5  . 

a?  = e    »  cos  nt  en  y  = e    »  sin  »<. 

nv  "  nv 

Yoor   elke   waarde   van    v   ontstaat    dus   in   dit  geval  eene 
cirkelbeweging. 
De  energie  der  trillende  beweging  bedraagt 

E  =  — —e     •  . 
Hare  maximale  waarde 

wordt  bereikt  voor  t?  =  na  (in  overeenstemming  met  formule  (1 1)). 

I»  —  1  =  8. 


Volgens  (13)  leiden  wij  U^  uit  Uj  af. 

TT             ira   na-^-v   _?? 
Ui  = e    »  • 
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De  yergelgkingen  der  baan  zgn 

va    ^^ 

a?  =  —  r — -  e    »  C08  nL 

^ 2ii^^^'    •"""'• 

Yoor  de  energie  Yinden  wij 

irVM  •- 

E  =  -r-TT-  (2»V  +  2»ap  4-  f^e     ^  • 

O0*P* 

De  voorwaarde  yoor  maximamenergie  luidt 

v^  +  2na^  +  2nVr  —  2iiV  =  O, 

waamit  volgt 

r  MX.  =  0.674743  «a, 

terwgl  uit  de  benaderiBgaformule  (11)  volgt 

na 
»»ax.=  "75  =  0.577350  na. 
yo 

Voor  de  maximale  energie  vinden  wij 
E„„.=  1.2122-—. 

Yoor  kleine  waarden  van  v  zijn  de  amplitudines  in  de  beide 
coördinatenrichtingen,  A«  en  Ay,  nagenoeg  gelijk,  maar  bij 
't  groeier  worden  van  v  groeit  A,  sterker  aan  dan  A;r. 

Yoor  Vm»x,  hebben  wij 

Ay:A,=  1.575. 

Yoiur  groote  waarden  van  v  heeft  de  triUende  beweging  bjjna 
uitdüitend  in  de  y-richting  plaats. 

Hf  —  1  =  5, 

va   So^+Snav-^-n^a^    ..üf 

^^  =  "16    ^V '    •• 

De  vergelijking  van  de  baan  is 

ira   wa  +  «>   -  — 
x  = —   — r-r-  e    •  cos  nt^ 

va    3v^  +  Snav -\- n^n^   _'^  .      ^ 
V  =: ,  « -e    »  sin  «f. 
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De  waarde  der  trillmgsenergie  is 

ir*a»M  -1- 

E  =  - — —^  (9e?*  -h  18nap3  ^  16/i^aV  +  8nVe?  +  2n*a*)  <?      • 

De  voorwaarde  voor  maximumenergie  luidt 
9tr*  +  ISnap*  4-  Hn^a^p^  4-  4n«aV  —  2«Ve?  -  2«»a'  =  O , 

waaruit  volgt 

r  max  =0.446077  na  , 

terwijl  de  benaderingsformule  (11)  geeft 

p^,.  =  0.447213  wa. 

Voor  de  maximale  energie  wordt  gevonden 


E  max  =  1.085 


fi^a^'' 


Yoor   kleine   waarden  van  v  zijn  A;r  en  Ay  gelijk,   maar  de 
verhouding  A,  :  A;r  neemt  toe ,  als  v  grooter  wordt. 
Voor  t7max.  viudeu  wij: 

Ay  :  A,  =  2.003. 

Bij    groote    waarden    van  v  is  de  beweging  nagenoeg  in  de 
y -richting. 

Hf  -  1  =  2. 


Wij  gaan  uit  van  de  integraal 

_  /**     cos  ntdt  ..  ,    ,     ,  r*      e''"dz 

U,  =  —  a  ƒ     -— — —  =  reeel  deel  van  -  al     — ; — --• 

J     Via''-\-^t^)  J     K(a^-ht^^^) 

o  o 

Wij  integreeren  langs  AGFEDCB.  Integraal  AG  is  zuiver 
imaginair,  integraal  GFE  en  DCB  zijn  nul,  zoodat  integraal 
ED  als  reëel  deel  overblijft. 

Wij  stellen 


dan  is 


.  a  na 

z=  t  —  a    enü  =  — 

V  V 


TT  —         «    r*     er^^'dd 
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Hieruit  volgt 


Wij  noemen 


1 

ƒ  «-^K(a»— l)rf(T=P, 
1 

/•OO 

1 

/•OO 


dan  is 


Q=ip(B.-n 


n^a 


U3  =  -—  P     , 


n^a 


^=— (3rP^waQ). 
ot;         tr 


Daar  formule  (11)  in  de  behandelde  gevallen  gebleken  ib 
eene  zeer  goede  benadering  te  zijn ,  zoo  ligt  het  voor  de  hand 
te  onderstellen,  dat  ook  in  dit  geval  deze  benadering  goed 
zal  zijn. 

Wij  stellen  v^mw.  =  —^  (l  —  ^)  en  noemen  de  bijbehoorende 

waarden  van  P,  Q,  R  hier  P| ,  Qi,  R, ;  dan  volgt  uit  (10) 

of 

^      3pP,  -  naQ,       3P,  —  »,Q,  .       „  2 

S  -=  iT-ïT—  A  -  =  i:^ ^^.  waarin  »»  =  ;; =  2(1  +  S^) 

2»P,  —  «aQ,       2P,  —  p,Q,'  ^'       1  — S»        \    t    ) 

is.    Daar  ^  klein  is,  mogen  wij  schriJTen 

P,  =  /  e-ft<'i/(<T»  -  1)  rf<r  =  /  e~  ''^^'  'y^'Via'  -  l)d<T  = 

=  /  e-^*  Via»  -  l)d«r  -  —  /  «>-"►/»  !/(«*  -  l)<Trf<T  = 


=  P(K2)-— Q(K2). 
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Evenzoo 


Q,  =  Q(K2)-^R(K2). 


Substitueerende  vinden  wij 

(1 1  +  4g^)  P(T/2)  -^  (2  +  y)  R(K2) 
(8  +  3S^)  P(K2)  —  2R(K2) 
Door  mechanische  kwadratuur  wordt  geyonden 

P(K2)  =  0.22215      ,         R(K2)  =  1.24728  , 
waaruit  volgt  bij  eerste  benadering 

8  =  0.0710 
en  meer  nauwkeurig 

S  =  0.0739. 
Voor  DmtLx.  verkrijgen  wij 

t?  max.  =  0.705  «a, 
terwijl  de  benaderingsformule  (11)  geeft 
t?mM.=  0.707  nrt. 
De  waarde  der  maximale  energie  is 

am 


E  max  =  1.2464 


2/»* 


n^a' 


II.    Het  punt  M  is  oorspronkelgk   niet  in  rust. 

De  oplossing  der  bewegingsvergelijkingen  geeft  nu 

2v    I  dU\ 

x  =  A  sin  (wf  +  a)  +  —    ( U  +  t?  — J  cos  nt , 

2a 

y  =  B  sin  (w<  +  0)  H U  sin  nU 

n 

Yoor  de  energie  vindt  men 
E  =  iM«»(A»  +  B^)  +  2M  j  t;  (u  -h  p  y)  A  sin  a  +  wa  UB  cos  3  j  + 
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Is  a  sa  O  of  =  ir  en  /3  =  ^ir  of  =  Jt,  dan  is  de  totale  energie 
gelijk  aan  do  som  der  energiên  yan  beide  trillingen  en  kunnen 
wij  de  volledige  oplossing  yan  het  yraagstuk  gemakkelijk  uit 
boyenstaande  afleiden. 

Hf  -  1  =  1. 


a?  =  A  sin  (w^  +  a) e    »  cos  nt^ 

fiv 

ircc   __"" 

y  =  B  sin  (wf  +  /3) e    »  sin  wf, 

fiv 

_      ^ÜTT^a^      '"«      Miran  ** 

E  =  — —  é"  V —  ( A  sin  a  +  B  cos  /3)e"  7+  jMn^CAHB^). 

Is  A  sin  a  -f  B  cos  /3  gelijk  nul ,  dan  is  de  totale  energie 
gelijk  aan  de  som  der  energiên  van  beide  trillingen. 

De  waarde  yan  A  sin  a  +  B  cos  /3  beslist  over  het  voorkomen 
van  een  of  meer  maxima  of  mibima. 

De  maximum-  (of  minimum-)  voorwaarde  luidt 


(t?  —  na)  {wi?(A  sin  a  -h  B  cos  (3)  —  2aire 
Er  is  dan  een  maximum  of  minimum  voor 

(A) V  =  na 

of  voor 


}  =  0. 


(B) 


2av   -!?? 

A  sin  a  +  B  cos  0  = e    »  • 

'^       nv 


De  laatste  vergelijking  geeft  twee  waarden  voor  t?,  de  eene 
kleiner  dan  na ,  de  andere  grooter  dan  na,  mits  A  sin  a  +  B  cos  /3 
positief  is  en  kleiner  dan  de  grootste  waarde ,  welke  het  tweede 

lid  kan  aannemen,   d.  i.  — r — 

n^ae 

Is  v^na,  dan  bedraagt  de  maximum-  (of  minimum-)  waarde 

der  energie 

E.  =  i  M«»(A'  +  B»)  -  -^  (A  sin  a  +  B  cos  0)  +  — — 

a  e  n*a*er 

en  voor  de  waarden  van  v  volgende  uit  vergelijking  B  is 

E„  =  i  MnXA»  +  B^)  —  i  M«^A  sin  «  +  B  cos  /3)>. 


I 
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Het  deeltje  kan  nu  in  de  volgende  gevallen  tot  rost  komen: 

P.  als  v  =  na  ,  a  =  iir  ,  |3  =  O  ,  A  =  B  =  -^  is; 

2®.  als  a  =  4ir,  i3  =  O,  A  =  B  is  voor  de  beide  waarden  van 
Vj  die  voldoen  aan 

^       air    -ü? 

A  =  —  e    »  • 

Wij   kunnen  nu  de  volgende  gevallen  onderscheiden: 

F.  A  sin  a  +  B  cos  /3  negatief,  maximumwaarde  voor  17  =  mt. 

2^.  A  sin  a  +  B  cos  j3  positief  <  -- — ,  minimum  —  maximum 

rrae 

(voor  v  =  na)  —  minimum. 

De  maximumwaarde  is  grooter  dan  de  oorspronkelijke  waarde. 

cctt  2ccir 

3^.  A  sin  a  +  B  cos  3  >  -r—  en  <  ~— ,  minimum  —  maxi- 

nrae  n^ae 

mum  (voor  v  =  na)  —  minimum. 

De  maximumwaarde  is  kleiner  dan  de  oorspronkelijke  waarde. 

n    *    .  «        r^       2air       .  . 

4".  A  sin  a  +  B  cos  p  >  -r— ,  mmimumwaarde  voor  v  =  na. 

n^ae 

w  —  1  =  8. 


E  =  i  Mw2( A^  +  B^)  -  — — -  -  (na  A  sin  a  +  (t?+  na)  B cos/3)tf~  •  + 

Mir^a»   tr^  +  2nav  +  2n^a^  ^^ 
^     8  rV 

De  maximum-  of  minimumvoorwaarde  luidt 
2nV<r^(2e?  —  wa)  A  sin  a  +  2«a*tr»(t?»  +  war  —  ii V)  B  cos  /3  — 

MA 

—  ira(t?8  +  2nav^  +  2n^aH  —  2n V)  «*"  ^  =  0. 

De  discussie  van  deze  vergelgking  kan  alleen  in  bijzondere 
gevallen  geleverd  worden. 

De  eerste  term  wordt  nul  voor  r  =  ^  tta ,  de  tweede  voor 
f?  =  0.618wa,  de  derde  voor  t>  =  0.574wa. 

Yoor  V  =  0.574  na  zouden  wij  een  maximum  hebben,  als  A  en 
B=:0  waren.  Hieruit  blijkt,  dat  dit  maximum  t^lechts  weinig 
zal  worden  verschoven ,  tenzij  A  en  B  betrekkelijk  groote  waar^ 
den  mochten  hebben. 

Overigens  zal  ook  in  dit  geval  bij  bepaalde  waarden  der  gegevens 
eeue  opeenvolging  van  minimum-maximum-minimum  mogelijk  zijn. 


Vla,  D6b 


DE  ENKELVOUDIGE  PERIODICITEIT  YAN  DE  PUNCTIËN 
é',  SIN  X,  COS  X ') 


G.  SCHOUTEN. 
(OelfL) 


1.    De  oneindig  voortloopende  machtreeks 


1        1.2   '  1.2.3    

convergeert  gelijkmatig  en  bestendig.  Immers  de  volstrekte 
waarde  van  iederen  term  is  voor  elke  eindige  waarde  van  x 
eindig. 

Als  gelgkmatig  convergente  reeks  is  hare  grenswaarde  onaf- 
hankelijk van  de  volgorde  der  termen;  en  omdat  ze  bestendig 
convergeert,  stelt  ze  niet  enkel  een  eZ^mé-w/ eener  functie  voor, 
maar  een  functie  geheel.  De  reeks  moet  beschouwd  worden 
als  de  ontwikkeling  dier  functie  in  de  omgeving  nul. 

Wil  men  de  ontwikkeling  der  functie  in  de  omgeving  van 
a:o,  dan  vervange  men  x  door  ^-q -h  (a?  —  iTo) ,  ontwikkele  eiken 
term  volgens  het  binomium  en  rangschikke  de  uitkomst  van 
de  ontwikkeling  naar  de  klimmende  machten  van  {x  —  x^ , 
wat  tengevolge  van  de  gelijkmatige  convergentie  der  reeks 
geen  verandering  in  de  grenswaarde  zal  brengen  en  dus  ge- 
oorloofd is. 

De  uitkomst  zal  zijn: 

P{a:o  +  (a:-Xo)}=P(:ro)P(a:-a:o).     .     .     .     (1) 


*)     In  hoofdzaak  voorgedragen  in  de  Yergadering  van  Februari  1895. 

Op  de  reeks  P(a?)  ben  ik  gekomen  bij  mijn  poging  tot  het  vinden  van  den 
meest  algemeenen  vorm  van  de  getallen,  die  de  associatieve,  de  commutatieve, 
en  de  distri butatieve  eigenschap  bezitten,  waarvan  ik  op  de  Algemeene  Verga- 
dering van  1898  een  overzicht  heb  gegeven. 
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Hieruit  volgt: 

P.  P(0)  =  P(xo  -  T„)  =  P(3-o)  P  (—  a-o) .  of  ool^ »  omdat 
P(0)=1  is: 

¥{-T,)^l:Pixo) (2) 

2°,  De  functie  P(x)  wordt  voor  geen  enkele  eindige  waarde 
Tan  X  gelijk  nul;  want  ware  P(:ro)  =  0,  dan  zou  Tolgens  (1) 
P(rr)  voor  elke  waarde  van  x  gelijk  nul  zijn. 

3^.  Elke  waarde  Xq  van  x^  die  F(x)  gelijk  één  maakt,  is 
een  periode  van  de  functie;  want  dan  is  'P{x)  =  P(x  —  Xq)  vol- 
gens (1).     We  sluiten  nul  als  oneigenlijke  periode  uit. 

2.     Onderzoek  naar  het  bestaan  van  perioden. 
üit  de  identiteit 

P(.)-l^--  +  — +  ^^-^3+.... 

volgt  in  de  eerste  plaats,  dat  P(x)  voor  geen  enkele  positieve 

waarde    van   x  gelijk   één  is;   P(x)  —  1  toch  verandert  met  x 

van  O  tot  00. 

'P(x) 1 

Dan  zal  ook  -^ of  1  —  P(—  x)  volgens  (2)  voor  geen 

enkele  positieve  waarde  van  x  nul  of  negatief  zijn,  m.  a.  w. 
P(x)  —  1  zal  voor  geen  enkele  bestaanbare  waarde  van  x  gelijk 
nul  worden.  Voor  positieve  waarden  van  x  is  P(x)  >  1 ,  voor 
negatieve  0<  P(x)<  1. 

Ingeval  T?(x)  dus  een  periode  mocht  hebben ,  moet  die  nood- 
zakelgk  complex  wezen. 

Onderstellen  we,  dat  a -r  bi  een  periode,  dus  P{a-\-bi)  =  l 
is.     Uit 

P(a+6i)  =  P(a)P(ftï), 


of 


i.P(,)j(,_j^+^^^-....)+ 

.(h  V>  6» \\ 

^'\l    "TiTB"^  1.2.3.4.5" )\ 


Tolgt  dan,  dat 
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I  V^  b*  \ 

^<«>r-  172  +  rrïTsTi  -••••!  =  »' 

moet  wezen.    Maar  dan  is  ook  P(a  —  6i)  =  1.    Uit 

P(a  +  fti)  =  P(a)P(ii)  =  1  en  P(a  —  Jt")  =  P((i)  :  P(bi)  =  1 
Tolgt  dan  yerder,  dat 

{P(a)J»=l  en  {P(6i)P=l 
moet  wezen;  dns  is 

P(a)  =  dzl     ,    P(fct)  =  ±l. 

Boven  is  gevonden,  dat  F(x)  alleen  voor  rr  =  0  de  waarde 
één  verkrijgt;  bijgevolg  zal  de  periode  van  l?(x)^  zoo  die  be- 
staat, zuiver  imiiginair  moeten  zijn. 

Onderstellen  we  dan ,  dat  bi  een  periode  van  P(rr)  kon  zijn, 
dat  dus  P(60  =  1  was.    Uit 

1  V^  b*  \       /b  b^  \ 

volgt  dan,  dat 

J«  b*  1 

''■<"-•-  o  +  ÏTÏTO 'I 

_  b  b^  b^ 

Pi(6)  =  -j        1.2.3"'"  1.2.8.4.5""     '  '  '  "^' 

zal  moeten  wezen. 

8.    De  functiën  PaC^p)  en  Pi{x). 

We  zgn  gekomen  tot  twee  nieuwe  functiën 

ar»  aj* 

P,(a;)=  1-   r-^  + 


P.(^)  = 


1.2         1.2.3.4 


1        1.2.3      1.2.3.4.5 


waarvan  we  moeten  onderzoeken ,  of  er  een  bestaanbare  waarde 
h  Toor  X  bestaat ,  die  de  eerste  gelijk  1 ,  de  tweede  gelijk  nvX 
maakt.  ledere  zoodanige  waarde  h  geeft  een  periode  hi  van  P(x). 
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De  functiën  P^i^)  en  P,(a:)  zijn  evenals  P(a:)  gelijkmatig  en 
bestendig  convergent,  en  de  reeksontwikkelingen  stellen  die 
functiën  voor  in  de  omgeving  nul. 

De  ontwikkeling  van  P2(ir)  in  de  omgeving  x^y  geeft  in  de 
eerste  plaats 


O      ^''1.2.3 n 

Omdat  P20)(To)=  -  P,(a-o\  P2^»>(To)  =  -P2(a?o),  F,^\x^)^P,{x\ 
Pj^^^CiTo)  =  PaCa^o)  is »  zullen  we  de  ontwikkeling  als  volgt  mogen 
schrijven : 

[X  —  Xo       {x-x^^ 


-Pi(^o)j' 


+ 


1  1.2.8 

=  P^(Xo)T?2{^  -  Xo)  -  Pr{Xo)Vi(x  -  O-o)     .     .      .   (B) 

Evenzoo  vindt  men  voor  de  ontwikkeling  van  P,(^)  in  de 
omgeving  van  Xq 

Pi(^o  +(x-  xo))  =  V^(x^)T2{x  -  :ro)  +  P2(^o)Pi(^  -  ^o)  •  •  (4) 

De  functie  PaC^;)  bezit  dus,  evenals  P,(ir),  een  optellings- 
theorema ,  d.  w.  z.  dat  er  tusschen  de  functiewaarden  Pa(x  +-  y), 
P^C^r),  Pjfy)  een  algebraische  vergelijking  bestaat,  waarvan  de 
coëfficiënten  onafhankelijk  van  de  veranderlijken  ir  en  y  zijn; 
of  ook,  wat  op  hetzelfde  neerkomt,  dat  V2(x  +  y)  als  algebrai- 
sche functie  van  P2(rr) ,  PjCy)  en  de  eerste  afgeleiden  Pa'(^)  ^^ 
P^'Cy)  kan  voorgesteld  worden.  De  betrekkingen  (3)  en  (4) 
toch  kunnen  als  volgt  geschreven  worden : 

f 2(3;  +  y)  =  P2(a5)Pa(y) ^ ^ , 

P.(x  +  y)  =  P.(x)-^  +  P.(y)-f-^- 

4.     Betrekkingen  tusschen  P(a:),  Pi(x)  ^  P2(^)- 
Terwijl   P(ir)  met  P,(ir)  en  PaCrr)  volgens  definitie  verbonden 
is  door  de  identiteit 

P(ia:)  =  P2(:r)  +  tP,(a:), (5) 
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bestaan   er   tusachen   P,(a?)  en  P2i^)  betrekkingen,  die  onmid- 
dellijk volgen  uit  de  beide  identiteiten 

2P,(ar)  =  P(tir)  +  P(~  ix)  ,     2iP,(x)  =  ?{ix)  -  P(-  ix)  , 

nl.  \P,(x)\^+\P,{x)l^=l.    .....     (6) 

1P2(^)P-1P,(^)P  =  P2(» 

2P,(a:)P,(rr)  =  Pi(2a:) 

6.     P(a?) ,  Pi{x)  en  PjCa?)  ^jn  enkelvoudig-periodieke  functiën. 

Aangezien  de  beide  functiën  P/a?)  en  PaCa;)  voor  bestaanbare 
waarden  van  x  slechts  bestaaobare  waarden  kunnen  aannemen , 
blijkt  uit  (6),  dat  zij  -h  1  tot  bovengrens,  —  1  tot  beneden- 
grens  hebben.  Omdat  eindelijk  die  functiën  eiodig  en  door- 
loopend zijn,  zullen  volgens  een  bekende  functietheoretische 
stelling  ')  die  boven-  en  die  benedengrens  ook  werkelijk  bereikt 
worden;  m.  a.  w.  +  1  is  een  maximum'j  —  1  een  minimum^ 
tcaarde  zoowel  van  V^ix)  als  van  Pi  (o;). 

Groeit  nu  x  van  nul  vloeiend  aan,  dan  zal  V^ix)  vloeiend 
beginnen  af  te  nemen  van  de  waarde  1  af  en  P,(a?)  toenemen 
van  O  af. 

PjCo?)  zal  dus  voor  zekere  waarde  w  van  x  nul  en  Pi(x)  voor 
diezelfde  waarde  één  geworden  zijn;  dus 

P»  =  0     ,     Pi(a.)  =  l (7) 

Blijft  x  aangroeien ,  dan  zal  voor  zekere  waarde  lo  4-  eni  van 
X  V^ix)  gelijk  — 1  en  P,(ic)  =  0  geworden  zijn.  Maar  volgens 
het  optellingstheorema  is 

P,(a,  -h  o,,)  =  PaHPaCci,)  -  P, WP,(wO 

of  -  1  =  ^  P^(a,,)   , 

zoodat  volgens  (7)  <j>>^=w  blijkt  te  zijn.     Dus 

Pa(2a,)  =  — 1     ,     P,(2ai)=0 (8) 

Bij  voortgezette  aangroeiing  van  x  zal  V^ix)  nu  gaan  toene- 
men en  Vx{x)  dus  gaan  afnemen ,  zoodat  ^^{x)  weer  voor  zekere 
waarde  2üi  +  üi2  van  x  gelijk  nul  en  P,(a?)  gelijk  —  1  zal  wor- 


')     Zie  O.  BiBBMAMN ,  Theorie  der  analytischen  Functionen ,  p. 
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den;  dufl  Pa(2«+-üij)  =  0  ea  Pi(2«  +  %/a)^- 1.   Volgejw    het 
optellingstheorema  is  echter 

P,(2ü>  +  «,)  =  P.(2a,)P,(ai,)  +  P,(2«)P.  W  , 
of  Tolgens  (8) 


~l  =  -PiK), 


zoodat  ook  hier  oij  =  «^  is ,  ea  PjCBw)  ==  O ,  P3(S<tf)  =  —  1  is. 

Eindelijk  zal,  wanneer  x  met  een  bedrag  3m  +  w^  is  toege- 
nomen, P2(^)  weer  gelijk  -|-  1  en  Pi(:r)  gelijk  O  geworden  zgn, 
dus  P2i(3w  +  ÜI3)  =  1  en  P^(3iü  -h  W3)  =  0.  Maar  uit  het  optel- 
lingstheorema Yoor  V^{x)  volgt  weer,  dat  w^=iw  is,  zoodat 

Pa(4cu)=l     ,    P,(4i.i)  =  0 (9) 

is.  Hieruit  blijkt ,  dat  4ai  de  getalwaarde  b  is,  die  we  zoch- 
ten, en,  afgezien  van  positieve  en  negatieve  veelvouden «  de 
eenige  is.    V{x)  heeft  dus  de  eenige  periode  4(ii». 

Tevens  is  gebleken,  dat  4(0  een  periode  is  zoowel  van  P2(^) 
ais  van  V^{x).  Omdat  ^J^x)  en  P,(a;)  volgens  (6)  slechts  ge- 
meenschappelijke perioden  kunnen  hebben,  en  volgens  (5)  die 
gemeenschappelijke  periode  ook  gemeen  moet  wezen  aan  P(ix), 
zoo  blijkt,  dat  ook  V^{x)  en  P,(ce;)  evenals  V{x)  enkelvoudig- 
periodiek  zgn  *). 


6.   Voor  bestaanbare  waarden  van 
x  is  Pj(x)  ^  cos  a? ,  Pi(ir)  ^  sin  x. 
Dit  moet  meetkundig  bewezen 
worden. 

Wordt  PaC^)  als  abscis  OA  en 
P,(a;)  als  ordinaat  A.B  uitgezet  op 
een  rechthoekig  assenstelsel ,  dan 
zal  volgens  (6)  het  punt  B  langs 
een  cirkelomtrek  bewegen,  die  den 
oorsprong  O  tot  middelpunt  en  de 
eenheid  tot  straal  heeft ,  wanneer 


*]  Bij  mijn  voordracht  heb  ik,  om  de  periodiciteit  te  bewijxea,  gesteund  op 
de  theorie  van  de  maximum'-  en  mini  mum  waarden  eener  functie,  wat  bij  eeae 
elementaire  behandeling  als  deze  minder  op  zijn  plaats  is. 

Ik  redeneerde  daarbij  als  volgt:  Ps(^)  heoft  tot  afgeleide  — Pi(^};  als  d?  van  0 
af  vloeiend  gaat  toenemen,  zal  P,(^)  van  1  gaan  afnemen  en  Pj(a;)  van  O  gaan 
toenemen.  Pit  afnemen  van  Ps(^)  zal  niet  kunnen  eindigen,  tenzij  Vi{x)  weer 
gelijk  nul  geworden  ia ,  du8  wanneer  Pa(<^)  de  waarde  —  1  heeft  verkregen ;  ens. 
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X  vloeiend  rerandert.  Yoor  ar  =  O  ia  B  in  O;  groeit  x  van  O 
aan ,  dan  beweegt  het  punt  B  zich  van  C  uit  langs  den  cirkel- 
omtrek  in  een  richting,  die  tegengesteld  is  aan  die  van  de 
wijzers  eener  klok.  De  daarbij  doorloopen  boog  CB  is  dus  een 
functie  fan  x.  We  zullen  aantoonen ,  dat  boog  CB  =  x  is , 
waarmede  dan  het  gestelde  bewezen  is. 

Als  X  met  Aa:  aangroeit,  dan  zal  Y^^)  met  BD=P2(x-|-Aa;)— P2(x) 
en  Pi(a:)  met  DB'  =  P,(aj  +  Aa?)  —  \\{x)  yeranderen. 

Nu  is  dus 

{P2(a?-hAa?)-P2(a?)p+{P,(ar+Aa?)-Pi(a:)}a  =  BD'  +  DB'^  = 

=  (koorde  BB7, 
of  na  deeling  door  Ax : 

^4x  +  Aa?)  -  P;,(a?)\'  .   /Pi(a?+ Aa?)-~P/a;)\»  ^  /koorde  BB'\a 
\  AiT  )        \  Aa?  /  ""  l       Aa?        /  ' 

Gaat  men  tot  de  limiet  over,  dan  wordt  het  eerste  lid 
<:^;{x)f\(?;(x))\  waarvoor  (P,(a?))«  +  (P2(a?))^  dus  volgens  (6) 
één  geschreven  kan  worden;  bijgevolg  is  limiet  koorde  BB' = 
=  limiet  Aa?,  of  als  boog  BC  =  s  gesteld  wordt: 

d%  =  c?a?. 

Omdat  zoowel  a?  als  9  met  O  beginnen,  blijkt,  dat  BC  =  a? 
en  bijgevolg  PjCa:)  ^  cos  a? ,  P,(a?)^8ina?  is. 

De  periode  4<w  is  bijgevolg  2ir,  en  die  van  P(a')  dus  2ir». 

Het  optellingstheorema  voor  PgCa?)  en  dat  voor  Pi(a?)  gaat 
nu  voor  bestaanbare  waarden  van  a?  over  in 

cos  (a?  +  y)  s=  cos  a?  cos  y  —  sin  a?  sin  y , 

sin  (a?  +  y)  =»  sin  a?  cos  y  +  cos  a?  sin  y , 

de  bekende  grondformulen  uit  de  trigonometrie.  Niets  staat  nu 
in  den  weg,  om  de  functie  P^Ca?)  de  cosinusfunctie,  P,(a?)  de 
sinusfunctie  te  noemen,  aangezien  de  grondformulen  voor  elke 
complexe  waarde  van  de  veranderlijke  doorgaan. 

Evenzoo  mogen  we  P(a?)  vervangen  door  e*. 

Immers  uit  het  optellingstheorema  P(a?)P(y)  =  P(a?  +  y)  volgt 

voor  a?  =  y=l:  P2(1)  =  P(2), 

voor  «=1,  y  =  2:  P3(1)  =  P(3), 
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en  zoo  in  't  algemeen  Toor  geheele  getalwaarde  van  n 

P«(l)  =  P(n). 
Wordt  nu 

P(l)  =  l  +  |-  +  j^  +  ....  =  e        ■ 

gesteld,  dan  is 

P(n)  =  «.; 

en  nu  mogen  we  voor  elke  waarde  van  x 

definieeren ,  omdat  F{x)  alle  grondregelen  van  de  machten ,  nl. 
V(x).V(i,)  =  ?{x  +  y),  V{-x)  =  l:F(x),  P(0)=1,  volgt. 
De  identiteit  (5)  gaat  nu  over  in 

^  ^  cos  a;  +  f  ain  X  , 

welke ,  door  het  verheffen  van  beide  leden  tot  een  willekeurige 
macht  /u,  het  theorema  van  de  Moivre  geeft,  nl. 

(«»)^  ^  (cos  X  +  i  sin  x)f^  ^  cos  /ax  +  t  sin  fix. 

7.     De  getaltoaarden  ^  die  ^,  ^mx  en  cos  o;  kunnen  aannemen, 

a),    e*.     Waaneer  de  complexe  veranderlijke  z  =  x  +  ijf  mefc 

27ri  verandert ,  zal  e'  dezelfde  waarde  behouden.  Alle  waarden, 

die  e*  kan  aannemen ,  zullen  dus  gevonden  worden ,  door  x  alle 

bestaanbare    waarden  van  —  a>  tot  +  oo  en  y  alle  bestaanbare 

waarden  van  O  tot  2ir  te  laten  doorloopen. 

Meetkundig   beteekent  dit,   dat  ^  alle  getalwaarden,  die  ze 

y  kan   aannemen,   zal   verkrggen, 

als  de  complexe  z  de  strook  door- 

loopt,  begrepen  tusschen    de  as 

OX  en   de  parallel   aan  OX  op 

X   een   afstand  2ir,  waarbij    de   as 

OX   in   het  veld   van  beweging 
wordt  opgenomen. 
Het  is  gemakkelijk   in  te  zien,  dat  e'  elke  waarde  en  deze 
slechts   eenmaal  zal  aannemen,   als  z  zich   over  deze  strook 
beweegt. 

Beweegt  z  zich  langs  de  as  OX,  dan  doorloopt  «*  alle  posi- 
tieve waarden. 
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Beweegt  z  zich  langs  de  parallel  y  =  ir,  zoodat  z  yaa  den 
vorm  o?  -H  iri  en  e»  =  e*  +  *"*  =  —  e»  is ,  dan  verkrijgt  e»  alle 
negatieve  waarden. 

De  beweging  langs  de  parallel  y  =  ^wi  en  de  parallel  y  =  ^wi 
doet  «*  alle  zuiver  imaginaire  waarden  doorloopen. 

Voor  alle  overige  plaatsen  van  de  strook  zal  e*  elke  complexe 

waarde  a  +  bi  aannemen.    Want»  wat  a  en  6  ook  mogen  weien , 

a  b 

allöd  lal    ,  door  cosy,     _  door  sin  y  kannen  ver- 

yangen  worden,  waar  y  tusschen  O  en  2r  is  gelegen,  en  on- 
dabbelónilig  is  bepaald. 

Stel  na  Ka^  +  &>:=^,  waar  x  zeker  bestaat  en  reëel  is; 
verder  cosy  +  tnBy  =  ^9  waar  y  zeker  bestaat  en  tasschen 

O  en  2r  ligt.  Dan  is  a  +  W  =  VWVh^  [  ^    ^      A-i  ^    ^      \  = 

=  e»  (cos  y  +  » sin  y)  =  «•  +  •' ;    dus   bij   elke    complexe  waarde 
a  -|<  hi  behoort  één  bepaalde  exponent  x  -h  iy  van  ^. 

Elk  getal  kan  dus  voorgesteld  worden  door  ^+'^,  waar  x  en 
6  bestaanbaar  zijn,  en  2ir  >  9^  O ;  of  ook,  omdat  ^  elk  reëel 
positief  getal  kan  voorstellen ,  door  pé^.  Dan  heet  p ,  zooals  be- 
kend is,  de  modti/ua,  9  de  amplitudo 
van  het  getal. 

b.  cos  z.  Op  dezelfde  wijze 
blijkt ,  dat  cos  z  elke  waarde 
slechts  eenmaal  aanneemt  in  de 
strook  ,  begrepen  tasschen  de  as  OY 
en  de  lijn  y  =  ir ,  hierbij  alleen  de 
positieve  as  OY  en  het  negatieve 
deel  van  de  lyn  y  =  7r  in  het  veld 
van  beweging  opnemende. 

,  dan  cos  z  van    1  over  O  tot  — 1; 

C08Z     ^        1    tot    00, 
COS0     jf  — 1    tot   —  00, 

zoodat  cos  z  bij  deze  bewegingen  alle  bestaanbare  waarden  heeft 
doorloopen. 

Yeraadert  z  van  -;r  tot  -^  -h  t  oo ,  dan  cos  z  van  O  tot  — »  od  , 


Y 

oo 

.too 

O 

? 

Jl 

^ 

/ 

o 

.  oo 

TeMMdert  z  van  O  tot  ir 

,        «    ,    O   ,    ioo        , 


2 

•K 

Y 


'too, 


cos  9 


O 


5 
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Koodat  nu  cob  z  alle  zuiver  inMginaire  getalwaarden  heeft  ver- 
kregen. 

Yoor  elke  andere  plaats  van  z  binnen  genoemde  Btrook  is 
de  getalwaarde  van  cob  z  van  den  vorm  a  +  bij  waar  a  en  6 
elke  beBtaanbare  waarde  kunnen  hebben. 

Ib  2r  =  a?  +  fy,  duB  ir  >a?  >ü  en  Yersohillend  van  — ,  ter- 

wgl   y   elke   waarde  kan  hebben,   dan  moeten  we  aantoonen, 
dat  bg  elke  a  en  &  een  bepaalde  o;  en  y  behoort.     Uit 

a  +  bi  =  COB  (x  +  iy)  =  coB  a?  COB  ly  —  Bin  x  Bin  ty , 

1 


COB  ly  =  y  (éT^  +  ey)  =  1  +  ^-g 


1.2.3.4  ' 

volgt : 
COB  X  COB  iy  =  a 


coBty  = 


COBX 


Bin  X  Bin  iy  =  bi 
duB  ook : 


Bin  ty  =  -: — * 
Bin  X 


b^ 


001^  X         BID?  X 


=  1, 


o» 


of 


2a> 


2b» 


=  1» 


coB^iy 
2a> 


coBa;  = 

a 

"  COB  ty 

Bin  x  = 

b     . 

=  -: — r-» 
Bin  ty 

b^ 

=  1, 

(10) 


Bin^  ty 


26a 


=  1. 


1  -h  COB  2a?       1  — co82a;  1  +  cos  2ty         1  —  cob  2ty 

Worden  de  breuken  verdreven  en  de  cosiousBen  opgeloBt ,  daa 
vindt  men  zoowel  voor  coB2a;  alB  voor  coB2ty  de  uitdrukking 

of,  wat  hetzelfde  is, 

a'-^b^±iV(a'  +  b^+  l)^-4a^ 

Kiest  men  nu  voor  cos  2x  het  onderste ,  voor  cos  2ty  het  &o- 
venste  van  het  dubbele  teeken,  dan  is 


cos  2a?  —  1  <  O    , 
cos  2iy  —  1  >  O    , 


cos  2a?  +  1  >  O , 
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waaruit  volgt,  dat  voor  x  en  voor  y  altijd  bestaanbare  waarden 
kannen  gekozen  worden,  welke  voldoen  aan  co8(a;  +  iy)  =  a+&t, 
wat  ook  a  en  &  mogen  wezen ,  en  waarbij  O  <  2a;  <  2ir  is. 

Dat  er  eindelijk  slechts  één  keuze  voor  o;  en  y  is,  blgktals 
volgt:  sin  o;  moet  positief  zijn,  dus  moet  volgens  (10)  het  tee- 
ken van  y  gelijk  aan  dat  van  b  gekozen  worden.  Verder 
moet  volgens  (10)  cosx  het  teeken  van  a  hebben.  Hierdoor 
zijn  X  en  y  ondubbelzinnig  bepaald. 

c.  sinz.  Op  soortgelijke  wijze  blijkt,  dat  sin  a;  elke  waarde 
slechts    eenmaal   aanneemt   in    de  strook,    die  men  verkrggt, 

door  de  strook  bij  cos  z  beschouwd  een  weg  —  in  de  richting 
van  de  as  OX  te  verschuiven. 

8.  Voor  z  =  co  neemt  elk  der  functiën  e',  sin2r,  cobz  elke 
getalwaarde  aan. 

Is  a  +  bi  een  willekeurig  getal,  dan  is  boven  bewezen,  dat 
altgd  een  waarde  van  z=^x  +  iy  kan  gevonden  worden ,  zoo- 
danig dat  ^  =  a  +  bi  is.  Wordt  nu  z  op  zoodanige  wijze  tot 
00  gebracht,  dat  bij  y  een  onbepaald  aantal  2w  wordt  opgeteld, 
dan  behoudt  e*  dezelfde  waarde  a  +  biy  die  ze  dus  ook  zal 
hebbeil  voor  z  =  co. 

Laat  men  evenzoo  in  qobz  =  cos  (x  +  iy)  =  a  +  bi  de  com- 
plexe z  oneindig  groot  worden,  door  x  met  een  onbepaald 
aantal  getalwaarden  2ir  te  vermeerderen  of  te  verminderen, 
dan  zal  cos  z  steeds  dezelfde  waarde  a  +  bi  behouden  en  dus 
ook  bezitten  voor  z  =  co. 

Hetzelfde  geldt  voor  sin  z. 

9.  De  functiën  ^,  sin  2r,  co8Z  zijn  geheele  transcendente 
functiën. 

Zij  onderscheiden  zich,  zooals  we  gezien  hebben,  hierin  van 
de  geheele  functiën  van  eindigen  graad ,  dat  ze  voor  z  =  co  elke 
getalwaarde  aannemen,  terwijl  deze  voor  z=co  er  slechts  een 
hebben,  nl.  oo. 

Zooals  bekend  is,  heet  het  punt  z  =  co  voor  onze  functiën 
een  wezenlijk  bijzonder  jmnt  (point  critique),  terwijl  het  voor 
den  geheelen  n^^  graadsvorm  een  onwezenlijk  bijzonder  punt  (pool) 
genoemd  wordt.  Het  punt  z  =  <x>  stempelt  onze  functiën  tot 
transcendente,  die,  omdat  ze  voor  eindige  waarden  van  z  ein- 
dig zijn,  geheele  transcendente  functiën  genoemd  worden. 

5» 


LM7d 


EBNIOE  OPMERKINGEN  NAAR  AANLEIDINO  VAN  EMfli  WETR'S 
„BEimOE  ZUft  CUfeVENCfiHRÉ** 


S06& 


H.  DÈ  tBIES. 
(Haarlem.) 


§  1.  In  het  voor  de  ontwikkeliDg  der  nieuwere  meetlniiide 
zoo  belangrgke  werkje  van  Emil  Wbtr,  getiteld  Beitrage  zur 
Curvenlehre  (Wien,  Alfred  Holder,  1880),  komt  op  pag.  28  eqq. 
een  bewijs  voor  yan  de  stellingen  van  Ponoelbt  omtrent  ge- 
Igktijdig  om-  en  ingeschreven  veelhoeken  dat  onjuist  is,  aan- 
gezien de  schrgver  als  gemeenschappelgke  raaklgiletk  Tan 
twee  kegelsneden  4  rechte  Ignen  vindt,  waarvan  gemakkelgk 
is  aan  te  toonen  dat  geen  van  haar  de  beide  kegdsneden 
aanraakt ,  en  dan ,  hierop  voortbouwend ,  als  bewezen  aanneemt 
dat  beide  krommen  samenvallen  zoodra  zij  nog  één  vindere 
raaklgn  gemeen  hebben. 

Wg  zullen  nu  in  de  volgende  bladzgden  in  de  eerste  plaats 
beproeven  Schrgvers  bewijs  van  deze  onjuistheid  te  oiitdote. 

De  stellingen  in  kwestie  zgn  deze : 

Wanneer  een  veranderlijke  enkelvoudige  n-hoek  (met  n  zgden 
dus)  in  een  kegelsnee  beschreven  is,  en  alle  zgden  op  één  na 
aan  een  tweede  kegelsnee  raken,  dan  zal  de  laatste  zgde 
steeds  een  derde  kegelsnee  aaoraken,  die  door  de  sngpunten 
van  de  beide  eerste  gaat. 

En  verder: 

Wanneer  een  veranderlijke  enkelvoudige  n-hoek  om  een 
kegelsnee  beschreven  is ,  en  alle  hoekpunten  op  één  na  een 
tweede  kegelsnee  doorloopen,  dan  zal  hét  laatste  hoekpunt 
een  derde  kegelsnee  doorloopen ,  die  de  ?ier  gemeenschappelgke 
raaklijnen  der  beide  eerste  aanraakt. 

Het  spreekt  van   zelf  dat  slechts  één  van  deze  beide  stel- 
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lipgw  iMwaiep  behoeft  te  worden ,  daar  de  tweede  uit  de  eerpt^ 
kap  worden  afgeleid  met  be|iu]p  yan  het  begiDsel  yan  dualiteit, 
üit  beide  steUingen  yolgt  nog  deze  derde: 

Zoodra  er  één  ^-boek  bestaat,  die  tegelgkertijd  in  ^e  eerste 
en  offt  de  tweede  kegeUnee  bescbreyen  is,  bestaan  er  oneindig 
yele;  de  hpekpunten  yan  al  deze  it-boeken  bepalen  op  de  ke- 
gelsnee, waarop  zij  liggen,  een  inyolutie  yan  den  n^  gr^ad  en 
den  eerstep  rang,  I'»,  terwpl  de  zjjden  aan  de  tweede  kegel- 
soee  een  inyolutorisch  raaklgnenstelsel  bepcden,  eyeneen)9  yan 
den  n^  graad  en  den  rang  1. 

§  2.  Zyn  twee  kegelsneden  gegeyen,  jr,  en  k'^^  dan  k^n 
men  uit  een  willekeurig  punt  Xi  yan  /:,  ^wee  raaklgnen 
trekken  aan  k^2i  noemen  wij  de  tweede  sngpunten  dezer  raak- 
lgnen met  X-2  X2  en  ^'2,  dan  kan  men  nu  uit  elk  yan  deze 
twee  punten  aan  k'^  nog  slechts  één  raakljjn  trekken,  en 
uit  de  tweede  sngpunten  yan  deze  met  k^^  x^  en  x'^^  weer 
slechts  één,  enz.  Zet  men  deze  constructie  yoort  tot  aan  de 
punten  Xnj  x\^  dan  ziet  men  dat  op  deze  wgze  aan  ieder 
punt  ar,  van  A*^  twee  punten ,  ar»,  ar'»,  worden  toegevoegd.  Oaat 
nv^n  omgekeerd  van  het  zooeven  gevonden  punt  Xn  uit,  dan 
kan  men  weer  aan  V^  twee  raaklgnen  trekken,  waarvan  de 
eene  reeds  getrokken  jb  en  naar  bet  punt  ar«.i  heenvpert, 
terwgl  de  andere  k^  voor  de  tweede  maal  zal  snijden  in  een 
pont  ar'1,^1.  'Yan  de  beide  punten  Xn-^\  en  x'n^\  kan  m^p  nu 
weer  aleobts  één  raakljjn  trekken  aan  k\^  en  van  deze  beii^e 
is  er  één ,  nl.  ar»-i  x».9  >  reeds  getrokken ,  enz.  Z^  men  deze 
constructie  voort  tot  aan  de  punten  x^ ,  x\ ,  dan  ziet  nv^n  dat 
ar,  aamenvalt  met  het  punt  van  waar  uit  wg  de  cpnstructie  zgn 
begonnen,  terwijl  x\  nieuw  is,  en  dat  dus  bg  ieder  punt  x^ 
van  ^2  twee  punten  Xn'^  x\  behooren,  terwgl  ook  omgekeerd 
aan  ieder  punt  Xn  twee  punten  o-, ,  x\ ,  zijn  .toegevoegd.  Maar 
yerder  yolgt  uit  deze  constructie  ook,  dat  bg  ieder  punt  v.an 
ÜTs  ateeds  dezelfde  t,wee  punten  behooren ,  onverschillig  of  .wij 
hat  punt  yan  uitgang  x^  of  ar»  noemen;  de  punten  x^  eja  iCn 
yormen  dus  op  k^  een  zoogenaamd  ^symmetriach  piintenstel9el 
yan  den  tweeden  graad"  ^). 

y^rbinden  wg  ieder  punt  ar,  yan  JE*,  met  de  beide  tof|^eT06gde 


*)    B.  Wbtb»  JMr^,  p.  a 
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punten  x^j  x\^  dan  zullen  al  deze  oneindig  vele  verbindings- 
lijnen  een  kegelsnee  omhullen,  omdat  er  uit  ieder  punt 
▼an  A's  twee  raaklijnen  aan  deze  kromme  getrokken  kunnen 
worden ;  zij  wordt  door  Emil  Weyr  ^Directionscurve"  *)  ge- 
noemd, en  dient  er  toe  de  aan  een  willekeurig  punt  rr,  Tan 
A's  toegevoegde  punten  o?»,  x\  rechtstreeks  te  vinden,  zonder 
dat  het  noodig  is  een,  voor  het  geval  dat  n  een  groot  getal 
is,  langen  omweg  te  maken  langs  de  kegelsnee  k\. 

Denken  wij  de  raaklijnen  geconstrueerd,  die  de  zooeven  be* 
schreven  ,,richtkromme''  d^  met  Ic^  gemeen  heeft,  dan  zien  wij, 
dat  in  de  raakpunten  van  deze  raaklgnen  met  Ic^  telkens  twee 
toegevoegde  punten  :r,  en  Xn  samenvallen ,  terwgl  x\  het  tweede 
snijpunt  is  met  )c^  van  de  tweede  raaklgn,  die  men  yan  uit 
elk  der  yier  genoemde  punten  x^yn  nog  aan  V^  kan  trekken. 
Deze  4  punten  ar, ,  n  zijn  de  4  ,,dubbelpunten  yan  de  eerste 
soort"  van  het  symmetrische  puntenstelsel  op  2*2-  ^i*  bestaan 
nl.  ook  nog  4  „dubbelpunten  van  de  tweede  soort".  Wanneer 
wij  nl.  het  punt  r,  eens  plaatsen  in  één  yan  de  4  snijpunten 
van  A's  en  d^^  dan  kan  men  yan  uit  dit  punt  slechts  één  raaklgn 
trekken  aan  de  richtkromme  d^\  in  het  tweede  snijpunt  dezer 
raaklijn  met  A*^  liggen  dan  de  beide  punten  :ri,,  x!n  yereenigd, 
en  zulke  punten  heeten  dubbelpunten  yan  de  tweede  soort. 
Noemen  wij  dus  de  4  snijpunten  v, ,  v^^  «3,  v^  yan  A*2  en  d^ 
vertakkingspunten  van  het  symmetrische  puntenstelsel,  dan 
kunnen  wij  zeggen  dat  wjj  de  4  dubbelpunten  yan  de  tweede 
soort  t;'»,  v^n'i  t?^»,  t^«  verkrijgen,  door  in  de  4  vertakkings- 
punten yan  het  stelsel  de  raaklijnen  te  trekken  aan  d^. 

Nu  moet  het  echter  ook  mogelijk  zijn  de  zooeyen  gevonden 
4  punten  t?*»,  1?^»,  p'«,  t?*«  te  vinden  met  behulp  van  de  kegel- 
snee k\^  en  men  ziet  onmiddellijk  in  dat  men  hierin  slaagt 
wanneer  men  slechts  het  uitgangspunt  j:,  in  een  van  de  4 
snijpunten  van  A's  en  h\  aanneemt;  immers  dan  kan  men  van 
uit  dit  punt  slechts  één  raaklijn  trekken  aan  }c\^  zoodat  de 
beide  punten  0*2,  x\^  en  dus  ook  x^^  x\  .  .  .  .  ,  en  eindelijk 
ook  X»,  x\  sameuyallen.  Nu  bezit  ons  puntenstelsel  slechts 
4  dubbelpunten  van  de  2*  soort ,  nl.  r'» ,  t?^« ,  t?*« ,  »*« ;  elk  dezer 
punten  bevat  twee  samenvallende  punten  x^^  x\^  en  aan  elk 
zoodanig  puntenpaar  is  slechts  één  punt  x^  toegevoegd,  zoodat 

»)    l.  c.  p.  6. 
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er  op  A*2  slechts  4  punten  o;,  mogelgk  zijn ,  die  aanleiding  geven 
tot  twee  samenvallende  punten  x^j  x'»;  wij  hebben  er  echter 
8  gevonden,  nl.  de  snijpunten  van  k^  met  d^,  en  die  van  A:, 
met  i'j,  dus  moeten  de  drie  Jcegelsneden  ij,  k\^  d^  door  dezelfde 


pier  punten  r, ,  n 


'2,    »3,    f>i  9^^' 


§  3.  Wij  hebben  dus  in  de  voorgaande  paragraaf  aangetoond, 
dat  wanneer  de  eerste  n  —  1  zijden  van  een  in  een  kegelsnee 
k^  beschreven  n-hoek  steeds  een  zelfde  kegelsnee  k\  aanraken , 
dan  ook  de  laatste  zijde  x^pr^  een  zekere  kegelsnee  d^  moet 
aanraken,  die  door  de  snijpuuten  der  beide  eerste  heengaat; 
en  hiermede  is  de  eerste  der  in  §  1  genoemde  stellingen,  en 
dus  implicite  ook  de  tweede,  bewezen. 


In  Fig.  1  is  de  constructie  uitgevoerd  voor  het  geval  n  =  7 
en  in  de  bizondere  onderstelling,  dat  k^  en  k'2  beide  cirkels 
zijn.  Dit  heeft  ten  gevolge,  dat  ook  d2  een  cirkel  wordt,  om- 
dat deze  de  4  snijpunten  van  2*2  ^^  ^'27  ^Q  dus  ook  do  beide 
absolute  punten  in  het  oneindige,  moet  bevatten;  overigens 
echter  blijven  zoowel  de  constructie  als  het  bewijs  onveranderd. 
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Trekt  men  in  de  beide  op  eindigen  afstand  gelegen  yeftakkings- 
panten  «, ,  t>2,  voor  soover  zij  bestaanbaar  zijn,  de  raaklgnen 
aan  d^^  dan  vindt  men  de  beide  dubbélpunten  van  de  tweede 
soort  v\^  tf^j]  om  de  beide  andere  te  verkrggen  zon  men  in 
de  beide  onbestaanbare  cirkelpunten  in  het  oneindige  de  raak- 
lijnen  moeten  trekken  aan  c/j  en  deze  voor  de  tweede  maal 
met  Ar,  moeten  SDJjden,  wat  wel  is  waar  op  zeer  eenvoudige 
w{jze  mogelijk  is,  maar  natuurlijk  aanleiding  geeft  tot  twee 
toegevoegd  onbestaanbare  punten  v',  en  t^^  ^). 

JSu  is  er  natuurlijk  geen  enkele  reden,  waarom  de  maklijnen 
in  de  punten  v\ ,  t^, ,  v% ,  v*j  (of  algemeen  t>^  .  .  .  .  r*,)  aan 
Atj  de  beide  kegelsneden  k'2  en  (/^  zouden  moeten  aanraken, 
aangezien  k'^  slechts  wordt  aangeraakt  door  die  rechten,  die 
twee  op  elkaar  volgende  hoekpunten  van  een  zelfden  it-hoek 
verbinden  I  (behalve  de  Ignen  XnX^),  d^  slechts  door  de  lijnen 
XnXi ,  en  de  raaklijnen  in  r^  .  .  .  .  v\  aan  k^  tot  geen  van 
deze  beide  groepen  behooren;  de  onjuistheid  van  het  bewgs 
van  Wetr  ligt  nu  hierin,  dat  hij  uitdrukkelijk  zegt^  dat  deze 
raaklijnen  aan  k^  tevens  d^  moeten  aanraken,  en  er  later  stil- 
zwijgend gebruik  van  maakt  dat  zij  ook  k\  aanraken,  en  dan 
als  bewezen  aanneemt  dat  c/s  e^  ^'2  samenvallen,  zoodra  zij 
nog  bovendien  één  andere  raaklijn  gemeen  hebben. 

De  vraag,  die  wij  ons  te  stellen  hebben,  is  dus  nu  deze :  wat 
is  dan  wel  de  beteekenis  der  vier  gemeenschappelijke  raaklgnen 
van  d^  en  kf^,  ^  Om  deze  vraag  te  kunnen  beantwoorden  moeten 
wij  onderscheid  maken  tusschen  de  beide  gevallen  n-oneven  en 
ft-even;  daarom  hebben  wg  in  Fig.  2  ook  nog  hetgeval9t  =  S 
geconstrueerd,    en    zullen    wij    ons  nu  in  het  vervolg  bepalen 


^)  Trekt  men  in  de  beide  cyclische  punten  de  raakl^en  aan  if,,  dan  snijden 
deze  elkaar  in  het  middelpunt  M^  vau  dt ;  men  beeft  dus  slechts  dit  punt  met 
de  beide  cyclische  punten  I,  en  1%  te  verbinden  en  deze  verbindingslijnen  voor  de 
tweede  maal  in  I'i  en  T'»  met  kt  te  snijden.  Nu  vormen  de  4  punten  Tj  Itl'i  1'% 
een  volledigen  vierhoek,  die  in  >ftt  beschreven  is  en  viraarvan  het  punt  Mv  =  (IiI',,  1,1',) 
het  eene  diagonaalpunt  is,  terwijl  de  beide  overige  diagonaalpunten  P=  {I,r„  Ijl'i) 
en  Q  =  (III,,  I'll',)  de  poollijn  TQ  =  m  van  yij  ten  opzichte  van  kt  bepalen. 
De  lijn  I'jl't,  de  verbiDdin^slijn  der  beide  gezochte  punten,  is  dus  de  aan  de  lijn 
IiTji  toegevoegde  4*  harmonische  straal  ten  opzichte  van  het  strnlenpaar  PQ^m 
en  QM^^.  Maar  do  lijn  IiT»  verbindt  de  beide  cyclische  punten  en  Ikrt  dos  op 
oneindigen  afstand ;  de  lijn  I'iI's  loopt  dus  evenwijdig  aan  de  pooliyn  m  van  Mv 
ten  opzichte  van  kt,  en  wel  juist  in  het  midden  tusschen  het  .punt  M^  en  de 
lijn  f».  De  punten  I'i ,  l't  zelf  eindelijk  zijn  de  dubbelpunten  der  elliptische 
poolinvolutie ,  die  i»  op  dese  l^n  bepaalt. 
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tot  de  beide  gevallen  7  en  6,   daar  de  overgang  van  deze  tot 
de  algemeene  gevallen  zonder  eenige  moeite  kan  geschieden. 

Wanneer  wrj  een  willekeurig  punt  van  k^  beschouwen  als 
het  hoekpunt  x^  van  een  tt-hoek  van  Poncelet  ,  dan  gaan  van 
uit  dit  punt  in  het  algemeen  twee  raaklijnen  aan  h\]  hiervan 
snijdt  de  eene  k,  voor  de  tweede  maal  in  Xi ,  de  andere  in  ^3, 
en  daarbg  is  het  onverschillig,  welk  van  de  beide  punten  men 
ar,  en  welk  x>^  noemt.  Beschouwt  men  een  dergelgk  willekeurig 


punt  als  x^y  dan  levert  één  van  de  beide  raaklijnen  aan  lc\  het 
punt  2*2,  de  andere  het  punt  x^^  enz.  Nu  willen  wij  in  het 
bizonder  in  Y\%.  1  één  van  de  vier  gemeeuschappelijke  raaklijnen 
van  A's  en  k\  beschouwen ,  en  het  raakpunt  met  k^  y^  (dus  al- 
gemeen jfn—i)  noemen;    dan  valt  dus  één  van  de  twee  punten 

Vit  y^  —  ®^  ^Ü  nemen  hiervoor  y^  —  met  y^  samen,  zoodat 
wij  dit  punt  ook  ^3,4  kunnen  noemen.  Nu  gaat  verder  van  y^ 
aan  k\  de  tweede  raaklijn  y^y^^,  van  y^  de  tweede  raakltjn 
^4^3;  deze  raaklijnen  vallen  echter  samen,  hun  tweede  snijpunt 
is  dus   ^29  99   ^^  ^0  tweede  raaklgn  van  uit  dit  punt  aan  V^ 
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Toert  naar  het  punt  y, ,  q.  De  tweede  raaklijn  uit  y^  aan  V^ 
leyert  het  punt  y,  op;  maar  nu  ib  de  Ign  y^y,  identisch  met 
de  lijn  y,y, »  die  volgens  het  voorgaande  de  kegelsnee  d^  moet 
aanraken ;  van  uit  het  punt  y, ,  ^  kan  men  dus  een  gemeenschep 
pelijke  raaklijn  trekken  aan  k\  en  d^. 

En  hiermede  ia  dus  de  volgende  stelling  bewezen:  Voor 
n-oneven  stellen  de  gemeenschappelijke  raaklijnen  van  V^  en  rfj 
de  beide  samenvallende  zijden  yn^iy»,  yny,  van  die  bijzondere 
n  hoeken  voor,  voor  welke  de  zijde  y»— iy»+i  samenvalt  mei  één 

~%~    ~T~ 
der  4  gemeenschappelijke  raaklijnen  van  k^  en  k\ ,  zoodat  de  ge- 
noemde hoekpunten  zelf  samenvallen  in  het  raakpunt  met  Ar^. 

Wg  hebben  dus  hier  tegelijkertijd  aangetoond,  dat  iedere 
gemeenschappelijke  raaklijn  van  k^  en  k\  is  toegevoegd  aan 
een  bepaalde  gemeenschappelijke  raaklijn  van  k\  en  d^^  door- 
dien zij  beide  behooren  tot  eenzelfden ,  hoewel  ontaarden ,  yeel- 
hoek  van  Poncblbt. 

Met  het  oog  op  het  zoo  straks  te  onderzoeken  geval  ti-even 
is  het  noodzakelijk  ook  de  beteekenis  der  gemeenschappelgke 
raaklijnen  van  k^  en  d^  aan  te  geven.  Beschouwen  wij  te  dien 
einde  het  vertakkingspunt  r,  als  een  hoekpunt  z^^  dus  algemeen 
Zn^iy  dan  kan  in  dit  punt  slechts  één  raaklijn  aan  k\  getrok- 

i 
ken  worden,  wat  ten  gevolge  heeft,  dat  achtereenvolgens  de 
punten  ^3,  z^^  dan  z^^  z^  en  eindelijk  24,  z^  samenvallen.  De 
verbindingslijn  e,,  z-i  wordt  dus  nu  een  raaklijn  aan  k^^  moet 
echter  tevens  d^  aanraken,  en  is  dus  een  gemeenschappelgke 
raaklijn  van  beide. 

Voor  het  geval  n-oneven  is  dus  aan  ieder  vertakkingspunt  v 
een  gemeenschappelijke  raaklijn  van  k^  en  d2op  ondubbelzinnige 
wijze  toegevoegd. 


§  4.  Wanneer  n  een  even  getal  is  vindt  men  eenigszins 
andere  uitkomsten.  Wanneer  wij  in  Fig.  2  eveneens  een  ge- 
meenschappelijke raaklijn  van  k^  en  k\  beschouwen  en  het 
raakpunt  met  k^  yz$  ^  noemen,  dan  vindt  men  door  het  herhaald 
trekken  van  raaklijnen  aan  k\  achtereenvolgens  de  punten  ya,s 
en  yi ,  o-  De  raaklgn  nu  in  dit  laatste  punt  aan  k^,  moet  tevens 
een  raaklijn  zijn  aan  d^-^  voor  het  geval  n-even  dus  zijn  de  ge- 
meenschappelijke raaklynen  van  k^  en  V^  één  aan  één  toegevoegd 
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aan  die  van  \  en  d^^  en  das  niet,  zooals  in  de  yorige  para- 
graaf, aan  die  van  k\  en  d^-  Deze  laatste  staan  hier  in  ver- 
band met  de  vertakkingspunten ;  beschouwen  wij  nl.  het  punt 
r,  als  het  hoekpunt  z^  (algemeen  Zn)  van  een  zekeren  ft -hoek 

yan  Poncelet,  dan  geeft  het  tweede  snijpunt  van  de  raaklijn  in 
dit  punt  aan  k\  met  ^2  ^^^  P^nt  ^^u»  ^^  raaklijn  yan  dit  punt  aan 
1c\  het  punt  2r,  ,5,  en  de  raaklijn  yan  z^  aan  k^^  Zq.  De  lijn  z^^ 
yalt  dan  echter  samen  met  z^z^  en  moet  dus  tevens  d^  aanraken. 

Voor  n-even  is  dus  aan  ieder  vertakkingspunt  één  van  de  vier 
gemeenschappelijke  raaklijnen  van  k'^  en  d^  op  ondubbelzinnige 
wijze  toegevoegd. 

In  beide  geyallen  hebben  wij  dus  aangetoond ,  dat  de  gemeen- 
schappelijke raaklijnen  yan  d^  en  k\  een  bepaalde  beteekenis 
hebben»  die  gevonden  kan  worden  door  zekere  bizondere,  nl. 
gedegenereerde,  yeelhoeken  te  beschouwen.  Zoodra  er  dus 
één  algemeene  yeelhoek  bestaat,  die  do  eigenschap  bezit,  dat 
niet  alleen  de  n  —  1  eerste  zijden,  doch  ook  de  laatste,  a;«a;, , 
die  in  het  algemeen  d^  aanraakt,  k'^  aanraakt,  dan  hebben  j;', 
en  d^  yjjf  raaklijnen  gemeen  en  moeten  zij  dus  samenvallen.  Dan 
neemt  k'^  de  eigenschappen  van  d^  over,  en  moeten  dus  van 
iederen  n-hoek  alle  zijden  zonder  uitzondering  k\  aanraken, 
waarmede  de  3'  stelling  yan  §  1  bewezen  is. 

Hoewel  ook  in  dit  geval  bij  ieder  punt  Xi  nog  steeds  twee 
yerschillende  punten  x»  behooren,  zal  toch  ieder  punt  van  k^ 
een  hoekpunt  zijn  yan  slechts  één  n-hoek  yan  Poncelet  ;  want 
aangezien  de  zijde  XnPCi  nu  ook  de  kegelsnee  k'2  moet  aanraken , 
en  er  yan  uit  Xi  slechts  twee  raaklijnen  mogelijk  zijn,  moet 
de  eene  de  zijde  XiX2f  de  andere  x^x»  voorstellen;  en  hoewel 
het  nu  onyerschillig  is ,  welke  yan  de  twee  men  x^x^  on  welke 
x^Xn  wil  noemen ,  zoo  spreekt  het  toch  van  zelf  dat  men 
in  beide  gevallen  denzelfden  veelhoek  vindt ,  dien  men  eenvou- 
dig in  twee  verschillende  richtingen  doorloopt.  Maar  verder 
is  het  duidelijk  dat  men,  in  tegenstelling  met  het  vroegere 
geval ,  steeds  denzelfden  yeelhoek  zal  vinden,  van  welk  van  de 
n  hoekpunten  men  ook  moge  uitgaan,  of  dat  m.  a.  w.  de  n 
hoekpunten  een  op  zich  zelf  staande,  afgesloten  groep  van  n 
punten  vormen,  die  bepaald  is,  zoodra  één  van  deze  punten, 
onverschillig  welk ,  willekeurig  is  aangenomen.  Alle  hoekpunten 
van  alle  mogelijke  veelhoeken  tezamen  vormen  dus  op  A:,  een 
involutie  van  den  n^  graad  en  den  eersten  rang  ^  IV 
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WanDoar  men  de  n  punten  Tup  een  willekeurige  groep  e^per 
I^  op  alle  mogelyke  manieren  met  elkaar  verbindt,  dan  gullen 

de  — - — - —    verbrnding^lgnen    van   alle   groepen    een    zekere 
1  •  ^ 

kromme  van  de  klasse  n  —  1  en  den  graad  (n  —  1)  («  —  2)  om- 
hullen, de  zoogenaamde  „Involutionscurve''  ^)  i»— i,  die  de  eigen- 
schap bezit,  dat  de  2(n — 1)  raaklijnen,  die  zij  met  A-2,  den 
drager  der  involutie,  gemeen  heeft,  deze  laatste  kromme  aan- 
raken in  de  2(w— 1)  dubbelpunten  van  I*,;  dat  haar  2(n— l)(n— 2) 
snijpunten  met  Ar,  de  vertakkingspunten  zijn  van  !'«,  en  dat  de 
raaklijnen  in  deze  punten  aan  u-^i  in  groepen  van  telkens 
n  —  2  door  de  bovengenoemde  2(n  —  1)  dubbelpunten  gaan , 
nl.  telkens  door  dat  dubbelpunt,  dat  met  de  n  ~  2  vertakkings- 
punten een  volledige  groep  van  I'»  vormt,  aangezien  bij  de 
involutie  het  onderscheid  tusschen  dubbelpunten  van  de  eerste 
en  van  de  tweede  soort  wegvalt,  en  ieder  dnbbelpunt  van  de 
eerste  soort  voor  n  —  2  samenvallende  van  de  tweede  soort 
geldt.  Wij  zullen  nu  in  de  volgende  §  nog  onderzoeken,  hoe 
deze  involutiekromme  t»_i  er  in  ons  geval  uitziet,  waardoor 
wij  dan  tevens  gelegenheid  vinden  de  stellingen,  die  Schrijver 
op  pag.  80  en  31  behandelt,  langs  eenigszins  anderen  weg  te 
bewijzen  en  in  enkele  opzichten  aan  te  vullen. 

§  5.  Het  is  gemakkelgk  in  te  zien ,  dat  voor  het  geval  der 
gelijktijdig  in-  en  omgeschreven  veelhoeken  van  Pongelet  de 
kromme  i«.i  uit  verschillende  afzonderlijke  krommen  moet 
bestaan.  De  kegelsnee  k\  zelf  is  bijv.  één  van  die  afzonder- 
lijke deelen ,  daar  zg  wordt  aangeraakt  door  al  de  verbindings- 
lijnen van  punten  van  eenzelfde  groep,  die  twee  op  elkaar 
volgende  hoekpunten  van  een  n-hoek  met  elkaar  verbinden; 
de  raakpunten  op  2*2  ^^^  de  vier  gemeenschappelijke  raaklgnen 
van  2*2  on  k'2  zijn  dus  vier  van  de  2(n  —  1)  dubbelpunten  van  I'», 
en  de  tweede  snijpunten  met  k^  van  de  raaklijnen  in  de  vier 
punten  »,....  t?^  aan  fc'j  zijn  4  andere;  inderdaad  valt  in 
elk  der  vier  eerste  punten  een  punt  ar,  met  het  punt  x^  van  een- 
zelfde groep  samen,  in  de  laatste  bijv.  een  punt  z^  met  z^ 
(fig.  1)  of  «2  met  z^  (fig.  2). 

Beschouwen  wg  nu  verder  de  beide  diagonalen  x^x^  en  a?,^;..! 


•)    B.  W>TB,  1.  O.  p.  18. 
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^ÜÊt  men'  U  öüH  geféV  ieflér  WUlëke^i^  hoekptttit  tatt  ë6ik- 
«èlfiten  n-hoek  a^i  kaü  noemeu ,  tonder  daardoor  gevttar  te  loo- 
péH  in  een  anderen  teêlhoek  te  komen,  «tellen  dése  lifiien 
ftllë  mo^igkë  dia^nalen  van  alle  mogelijke  yeelhoeken  roor, 
die  —  de  diagonaleü  nl.  —  telkene)  ééü  hoëkpont  oversprin- 
gen). Bfj  ieder  willekeurig  pnnt  rr,  Van  k^  behéoren  ntt  twee 
pnnten  x^  eb  ^r^.! ,  zoodat  de  pünteii  :r, ,  rr, ,  x^^i ,  op  riéh  self 
beMclidti#d,  ook  weer  een  symmetric»!!  piintenstelfiel  van  den 
2^  graad  op  k^  bepalen,  met  eon  zekere  kegelfenee  t^'^  tot 
Hchficromihe ,  dié  Wordt  aangemakt  door  allé  verbindingslglien 
XiX^y  x^Xn-ii  en  dns  eveneens  deel  uitmaakt  yan  de  iUTolutié- 
kromme  in—i* 

De  raakpunten  op  k^  yan  de  gemeenschappelgke  raaklgtten 
ran  £,  en  Xr/  «gn  die  dubbelpunten  yan  I'«,  in  welke  twee 
punten  Xi  én  x^  eëlier  zelMé  gty>ep  sam^iyalten,  m  nu  is  f0^ 
ïhttkkél^  m  te  zien^  dat  de^e  nieis  anders  zijn  dan  de  r^ês 
herha&tdeUpc  beschouwde  tweede  snijpunten  met  k^  van  de  raak- 
Kj^ten  in  f,  ....  «^  aan  V^. 

Het  moét  toch  mogelgk  zijn  die  punten  van  k^^  waarin  x^ 
éh  ar,  samenrrilen ,  ook  te  yinden  met  behulp  yan  de  kegelsnee 
X<2  9  door  nl.  yan  uit  x^  aan  k\  een  rai&klijn  rr,a?2,  en  dan  yan 
uit  x^  dé  rabklgn  x^x^  te  trekken.  ZuHeü  nu  eéhtér  x^ ,  x^ 
saménvtillen,  dan  moeten  ook  deke  twee  raakignen  samenval- 
len, wat  dechts  mogelijk  is,  wanneer  x^  met  een  der  punten 
9|  ....  94  samenyalt ;  hiermede  is  dus  het  boyenstaande  aan- 
getoond. Wg  smllen  deze  yier  bizondere  punten  (:?3<,  5  in  fig.  1, 
«2,4  ib  fig»  2)  gemakshalye  alle  vier  S,  noemen. 

Verder  kan  werden  aangetoond,  dat  k^'  ook  weer  doOr  de 
Vier  punten  9i ....  94  heen  moet  gaan,  en  dus,  wanneer  Ar,  en 
V^  beide  cirkels  zijn,  zelf  ook  weer  een  cirkel  ib,  behoorende 
tot  den  bundel,  die  door  de  beide  eerste  bepaald  wordt.  De 
tweede  sngpunten  nl.  met  k^  yan  de  raaklijnen  in  de  snijpunten 
Van  k^  en  k<^'  aan  k^  zijn  die  bijzondere  punten ,  in  welke  x^  en 
af-'^  samenyallen,  en  van  deze  punten  zgn  er  slechts  vier,  daar  zij 
dé  dubbelpunten  yan  de  2*  soort  yan  een  symmetrisch  elemen- 
tenstelsel  van  den  2^  graad  yormen,  en  ook  yan  de  bij  deze 
punten  behoorende  punten  x^  zgn  er  slechts  yier,  omdat  deze 
laatste  de  vertakkingspunten  van  dat  stelsel  zijn.  Nu  is  het 
echter  dadelijk  in  te  zien  dat  ook  de  punten  «,....  ^4 ,  ak 
punten  Xi  opgevat,  aanleiding  geven  tot  twee  coïncideerende 
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panten  x^ ,  ^«.i.  De  raakltjaen  in  deze  punten  aan  k\  sngden 
nl.  k^  voor  de  tweede  maal  in  de  vier  punten  S, ,  die  dus  twee 
samenvallende  punten  x^j  Xm  voorstellen,  en  de  tweede  raak- 
lijnen  van  uit  deze  punten  aan  k'2  zullen  dus  k^  voor  de  tweede 
maal  snijden  in  vier  punten  S,,  waarvan  elk  twee  samenvallende 
punten  x,,  Xn-^i  voorstelt.  En  aangezien  er  nu  yolgena  het 
bovenstaande  niet  meer  dan  vier  zulke  bizondere  punten  rr,  moge- 
lijk zijn,  moeten  de  snijpunten  van  A:^  ^^  ^'\  BamenYallen  met 
de  punten  «,....  r^. 

Dttö  gaaX  k^'  door  de  punten  v^  ....  v^  en  heeft  ze  met  k^ 
vier  raaklynen  gemeen^  die  deze  kromme  aanraken  in  de  vier 
punten  Sj ,  terwijl  haar  eigen  raaklijnen  in  Vi  .  .  .  .  V4  door  de 
vier  punten  S,  heengaan. 

Men    zou   nu   kunnen   meenen   dat   de   nu  volgende  kegel- 
snee  k^'\   de   omhullende  van  alle  diagonalen  die  twee  hoek- 
punten   overspringen    {x^x^^    x^Xn^%)^    en    die    eveneens    door 
Vx  .  .  .  .Vi  moet  gaan ,  met  k^  vier  raaklijnen  gemeen  had ,  die 
deze   kromme    zouden  aanraken  in  de  vier  punten  S,,    terwijl 
haar   eigen    raaklijnen  in  f ,  .  .  .  .  r^  Ar,  voor  de  tweede  maal 
zouden  ontmoeten  in  de  vier  punten  S3.  Het  laatste  is  ook  juist; 
daarentegen  zijn  de  punten  S,  niet  de  raakpunten  van  de  ge- 
meenschappelijke raaklijnen  van  k^  en  k^^'^  in  een  punt  S,  nl. 
vallen  samen  twee  punten  x^  en  Xn-~\^  en  tusschen  deze  liggen 
3  andere  hoekpunten,   nl.  x^y  o?,,  Xn\  valt  echter  een  punt  x^ 
met  x^    samen  9   dan   liggen   tusschen  deze  twee  slechts  twee 
punten,   x^  en  x^^   zoodat  deze  beide  puntengroepen  niet  van 
dezelfde  soort  zgn.    Eerst  de  volgende  kegelsnee  k^"'  zal  met 
k^  raaklijnen  gemeen  hebben,    die  in  de  punten  S,  aanraken; 
de   raakpunten    van    de   gemeenschappelgke  raaklijnen  van  k^ 
en  k^"  zal  men  vinden  door  van  uit  de  vier  raakpunten  T,  der 
gemeenschappelijke  raaklijnen   van  k^  en  k'^  (Vsti  van  fig.  1) 
de  tweede  raaklijnen  aan  k\  te  trekken  en  deze  in  de  vier  pun- 
ten T2  voor  de  tweede  maal  met  k^^  te  snijden.     Liggen  nl.  in 
T]  twee  punten  x^^  x^  vereenigd,  dan  liggen  in  T,  twee  pun- 
ten x, ,  x^  vereenigd,  zooals  het  moet  zijn.  En  toch  zijn,  wan- 
neer n  een  oneven  getal  is,  de  vier  reeksen  van  punten  Ti,  T,, . . . . 
die   men   op  deze  wijze  kan  verkrijgen,   niet  verschillend  van 
de  vier  reeksen  der  punten  S ;  alleen  is  Ti  niet  identisch  met  S, , 

maar  met  8»^,  in  welk  punt  de  beide  punten  Xn^\ ,  Xn^  (en 

'T"  8       ~ir 

dus  evenals  Xi ,  x^  twee  opvolgende  punten)  samenvallen,  terwgl 
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evenzoo  T^,  in  welk  punt  o?,,  x^  samenTallen ,  identisch  is  met 
Sm— 8  enz. 

Samenyattend   kunnen    wg    dus   zeggen:   1$  n  oneven,   dan 

rangschikken  zich  de  2(n  —  1)  dubbelpunten  van  Vn  in  vier  reeksen 

II j 

van  telkens  — - —  punten^   S,,   8^,  S3  •  .  .  .  Si_i,   die   men 

^  nr 

verkrijgt  door  uit   de  vier  punten   v^  ....  v^  de  raaklijnen 

te  trekken  aan  V^y  deze  voor  de  tweede  maal  te  snijden  metk^, 

van  uit  de  snijpunten  weer  de  raaklijnen  te  trekken  cuin  y^ ,  enz. 

II 1 

De  involutiekromme  t«— 1  bestaat  uit  — - —  kegelsneden ,  Jfc^',  k^'\ 

hl"  •  .  .  .  /  de  eerste  wordt  aangeraakt  door  de  zijden  van  al 
de  n  hoeken,  iedere  volgende  door  al  de  diagonalen  van  éénzelfde 
soort  (die  alle  hetzelfde  aantal  hoekpunten  overspringen).  De 
raaklijnen  in  de  vier  punten  v^  .  .  .  .  v^  <uin  deze  kegelsneden 

gaan  achtereenvolgens  door  de  4  groepen  van  punten  Sp  S, .  • . .  S»— 1, 

nr 
en  wel  zoodanig  j  dat  bijv.  de  raaklijnen  in  r,  alle  door  die 
reeks  gaan^  die  uit  het  punt  v^  is  ontstaan.  De  raakpunten 
van  de  raaklijnen  ^  die  al  deze  kegelsneden  met  ^^  gemeen  heb- 
ben, worden  gevormd  door  dezelfde  vier  stelsels  van  punten  S, 
maar  nu  zoodanig ,  dat  bij  k^  de  vier  punten  S»-i ,  bij  k^'  de 

punten  S, ,   bij  hl"  de  punten  S^-g ,  bij  k^'"  de  punten  83  be- 

hooren,  enz. 

Ja  n  een  eyen  getal,  dan  verkrijgt  men  eenigszins  andere 
resultaten;  wjj  zullen,  om  niet  al  te  uitvoerig  te  worden,. deze 
eenyoudig  mededeeien,  zonder  bewge.  Daar  n  —  1  nu  niet 
door  2  deelbaar  is,  kan  de  involutiekromme  i,^i  nu  niet  uit- 
sluitend uit  kegelsneden  bestaan;  inderdaad  is  er  nu  ook  on- 
der de  symmeti'ische  puntenstelsels  op  k^  één ,  dat  niet  yan 
den  2^,  maar  slechts  yan  den  eersten  graad  is,  en  dus  een 
gewone  kwadratische  involutie  yormt,  nl.  het  puntenstelsel 
XiXn-i^%y  dat  geyormd  wordt  door  de  hoofddiagonalen  der  n-hoe- 

ken;   al    deze   hoofddiagonalen  gaan   dus   door  een  yast  punt 

P.    Het  overblgvend  gedeelte  yan  ii^_i  bestaat  nu  uit 1 

kegelsneden,  die  weer  alle  door  Vi  . .  . .  V4  heengaan  en  soort- 
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gelgke  eigensehappen  besitten  als  bo?eii.  Maar  de  puntenstel- 
Bels  S  en  T  zijn  hier  niet  meer  identiach ;  in  plaats  van  yier  ge- 
broken lijnen ,  die  uitgaan  van  de  punten  r, ....  94  en  uitmon- 
den in  de  vier  punten  T, ,  rerkrggt  men  hier  twee  nulke  lijnen 
tueschen  telkens  twee  der  tier  punten  r,  . .  • .  r^,  en  dese  be- 
vatten de  punten  S ,  en  twee  andere  tusschen  telkens  twee  der 
yier  punten  T,,  en  deze  bevatten  de  punten  T«  Daarbg  is  het 

aantal   der  punten  S  in  het  geheel  ==  2  . 1-- 1  Ven  dat  der 

punten  T  s»  2  •  — ,    en    dus    der    punten    S    en    T    samen 

(M  ^  ft 

—  —  1  j  -h  2  .  —  =  2  (n  —  1)  =  het  volledig  aantal  dub- 

belpunten  der  involutie  1%. 

De  raakpunten  der  raaklgnen  van  uit  P  aan  i,  behooren  nu 
eens  tot  het  stelsel  der  punten  S,  dïin  weer  tot  dat  d^  pun- 
ten T;  voor  —  even  tot  dat  der  punten  S,  voor  —  oneven  tot 

ia  2 

dat  der  punten  T;  het  is  in  ieder  bizonder  geval  gemakkelijk 
deze  raakpunten,  en  dus  ook  P,  a  priori  te  construeeren.  De 
raakpunten  der  gemeenschappelgke  raaklgnen  van  k^  met  lc\^ 
k^^ .  • .  .zijn  weer  achtereenvolgens  de  punten  T|,  S^  T, ,  S, •  •  •  • 
Eindelijk  moet  nog  worden  opgemerkt  dat  men ,  in  plaats 
van  onze  figuur  op  te  vatten  als  een  n-hoek  in  k^  beschreven, 
'  haar  eveneens  kan  beschouwen  als  een  n-zijde  om  k\  beschre- 
ven; de  hoekpunten  doorloopen  dan  de  kegelsnee  k^^  en  alle 
diagonaalpunten  van  dezelfde  soort  zullen  eveneens  kegelsneden 
doorloopen ,  die  alle  behooren  tot  de  schaar  Qc^ ,  k'^ ,  maar  die 
niet,  zooals  in  het  eerste  geval,  cirkels  worden,  wamieer  kg  «1 
k\  cirkels  zgn. 


§  6,  In  deel  LXXXVIII  van  de  Sitzungsberichte  der  k,  Akad. 
d.  Wissensch.  in  Wien^  p.  424,  heeft  G.  Eohn  aangetoond ,  dat 
er  een  zeer  eenvoudig  verband  bestaat  tusschen  de  theorie  der 
harmonische  middelpunten ,  zooals  die  door  Cremoka  ontwikkeld 
is  in  zijne  Introduzione  ^  en  tusschen  de  theorie  der  involuties 
van  hoogeren  graad  en  hoogeren  rang,  die  men  vindt  in  Emil 
Weyr'b  meergenoemde  Beitrdge.  Schrgver  stelt  a  priori  voer 
de  harmonische  middelpunten  een  definitie  op,  ontleend  aan  de 
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theorie  der  inTolatieSy  en  bewijst  dan  langs  meetkundigen  weg, 
dat  de  eigenschappen  der  zoo  gedefinieerde  puntenstelsels  in- 
derdaad samenyallen  met  die  der  harmonische  middelpunten; 
daarentegen  wordt  het  rechtstreeksche  bewijs  voor  de  gelgkwaar- 
digheid  der  beide  definities  op  analytische  wgze  geyoerd.  Wg 
zullen  nu  in  dese  §  in  het  kort  aantoonen ,  dat  ook  langs  syn- 
thetisohen  weg  het  verband  tusschen  de  beide  genoemde  theo- 
rieën zeer  gemakkelgk  kan  worden  gevonden. 

Wanneer  in  een  plat  vlak  a  een  kromme  o"  van  den  n^^ 
graad  en  een  pool  P  gegeven  zgn,  dan  kan  men  op  de  vol- 
gende wgze  de  eerste  poolkromme  p*-^  van  P  ten  opzichte 
Tan  c"  construeeren  ^). 

Men  trekke  door  P  een  willekeurige  rechte,  die  niet  in  het 
vlak  a  ligt  en  neme  daarop  twee  willekeurige  punten  Ti ,  Ta 
aan,  en  van  uit  deze  punten  projecteere  men  de  kromme  c". 
Dan  ontstaan  twee  kegels  van  den  n^^  graad,  die  een  bundel 
van  oppervlakken  van  den  n^^  graad  bepalen.  Door  ieder  wil- 
lekeurig punt  der  ruimte  gaat  in  het  algemeen  één  oppervlak 
uit  dien  bundel;  brengt  men  het  willekeurige  punt  in  het  vlak 
a ,  dan  zal  het  door  dit  punt  bepaalde  oppervlak  ontaarden  in 
het  vlak  a  zelf  en  een  oppervlak  ^'*~^  van  den  graad  n  —  1. 
Immers  iedere  lijn  door  dit  punt  in  het  vlak  a  moet  van  het 
gezochte  oppervlak  bevatten  in  de  eerste  plaats  dit  punt  zelf  en 
dan  de  n  punten,  volgens  welke  zg  de  kromme  c"  snijdt,  dus  in 
het  geheel  n  +  1 »  en  dus  oneindig  vele  punten  ....  Door  de 
lijn  PT1T2  kan  men  een  zeker  aantal  vlakken  aanbrengen ,  die 
beide  kegels  tegelijkertijd  aanraken,  en  wier  doorgangen  met 
het  vlak  a  dus  de  raaklijnen  zijn  van  uit  P  aan  c*;  en  aange- 
zien de  raakpunten  dezer  raaklijnen  op  beide  kegels  tegelijk 
liggoi^y  moeten  zij  ook  op  ^"^^  liggen,  en  dus  ook  op  de  kromme 
j9"~~^,  volgens  welke  ^"'~'  het  vlak  a  sngdt.  De  raakpunten 
der  raaklijnen  van  uit  P  aan  c«  getrokken,  moeten  dus  liggen 
op  een  xekere  kromme  j>'''~S  de  eerste  poolkromme  van  P ;  het 
aantal  dezer  raaklijnen  bedraagt  dus  n{n  —  1).  Een  willekeurige 
rechte  g  door  P  in  a  snijdt  nu  c^  in  n  punten  A,,  Aa, .  • . .  A», 
p»-^  in  »  —  1  punten  A'i ,  A'a ,  .  .  •  .  AV-i .  en  deze  laatste 
zgn  volgens  Cremona  de  harmonische  middelpunten  van  den 
graad  n  —  1  van  P  ten  opzichte  van  A|  .  .  .  .  A». 


>)    Cf.  C.  RoDBNBBBa ,  Math.  Ann.  26.  p.  557. 
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Brengen    wij    door  g  en  de  lijn  T^T^  een  vlak  ^ 
sal  dit  de  beide  kegels  Boijden  volgens  twee  n-stralige  bundek 
(1|  .  A|  9    A2  j  •  •  •  •  Am))    (la  •  Aj  I    A2)  •  .  •  .  Am^,    ©n    f 
Tolgens   een    kromme  c*~~^,    die   de  lijn  g  snijdt  in  de  ponten 
A'i,  A'29  •  •  •  •  A^_i,  ea  verder  door  de  niet  op  g  gelegen 
sngpunten  der  zooeven  genoemde  stralenstelsels  heengaat. 

Wij   vatten  na   de  punten  Ti  en  T2  op  als  de  dragen  vaa 
twee  projectieve   straleninvoluties  van  den  n^^  graad  en   dea 
f  rang  en  nemen  aan ,  dat  voor  beide  de  gemeenschappelgke 
straal  een  n-voudige  straal  is,  en  dat  de  bovengenoemde  stralen- 
stelsels (T|  .A|  .  .  .  .  A«),    (T2 .  A,  ....  A«)    twee   groepen 
voorstellen.    Hierdoor  zijn  de  beide  involüties  bepaald ;  ^  heb- 
ben   dit    bizondere,    dat   zij   de  lijn  g  snijden  volgens  één  en 
dezelfde  puntinvolutie  1'»,  want  de  beide  pun  tin  voluties,  die  z^ 
ieder  afzonderlijk  op  g  uitsnijden,  hebben  gemeen  het  fi-von- 
dige  punt  P  en  de  groep  A|  ....  A»,  en  zijn  dus  identisch. 
Om  de  beide  straleninvoluties  onderling  projectief  te  maken  is 
het  dus  het  eenvoudigst,    zulke  stralengroepen  aan  elkaar  toe 
te  voegen,    die   door  één   en  dezelfde  groep  der  puntinvolutie 
op  g  heen  gaan.     Nu  moeten  deze  beide  straleninvoluties  een 
vlakke  kromme  c*»  voortbrengen ,  die  in  T,  en  Tj  een  ff-voudig 
punt  heeft;  van  deze  kromme  zondert  zich  echter  de  lijn  TiT> 
n-maal  af,   omdat    deze  lijn  voor  beide  bundels  een  n-voudige 
straal  is  en  aan  zich  zelf  is  toegevoegd,  en  bovendien  zonden 
zich  de  lijn  g  af;  er  blijft  dus  over  een  kromme  van  den  graad 
n  —  1,  en  deze  kan  niets  anders  zijn  dan  de  zooeven  genoemde 
kromme  c"~*\  aangezien  deze  door  de  beide  groepen  (Tj .  A, . . . .  A«), 
(T2 .  A]  .  .  .  .  Am)    reeds   meer  dan  volkomen  bepaald  is.     Op 
de   kromme  c"~~~^  Hggon   dus  de  snijpunten  van  de  stralen  van 
alle   aan    elkaar   toegevoegde   groepen    der    beide   projectiere 
straleninvoluties,   of  anders  uitgedrukt:  wanneer  wij  van  twee 
tot  eenzelfde  groep  behoorende  punten  der  involutie  !'«  op  ^ 
het  eene  met  T,  en  het  andere  met  T2  verbinden,  dan  sngden 
deze  stralen  elkaar  in  een  punt  van  c**"^ ;  en  wanneer  wg  om- 
gekeerd  een   willekeurig  punt  van  c"~"^  met  Tj  en  T2  verbin- 
den,  dan   snijden  deze  stralen  de  lijn  g  in  twee  punten  eener 
zelfde   groep    van  T».     Hieruit  volgt  dan  echter  onmiddellijk, 
dat  de  sngpunten  A', ,  A'2  ....  A'„_i  van  c*-"^  met  g^  en  dus 
de  harmonische  middelpunten  van  den  graad  n  —  1  van  P  ten 
opzichte  van  het  puntenstelsel  Aj  .  .  .  .  A^,  dubbelpunten  zijn 
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Tan  de  inyolutie  I^  op  g^  waannede  dus  de  Tolgende  stelling 
bewezen  is: 

De  harmonische  middelpunten  van  den  graad  n  —  1  van  P 
ten  opzichte  van  het  puntenstehel  A,  .  .  .  .  A»,  zijn  de  dubbel- 
punten  der  involutie  Vn  op  g^  die  bepaald  is  door  de  groep 
Al  ....  kn  en  het  punt  P  als  n-voudig  punt  beschouwd. 

Wel  is  waar  vinden  wg  op  deze  wijze  slechts  n  —  1  dub- 
belpunten,  terwijl  hun  aantal  2(n  —  1)  bedraagt;  maar  een 
n-TOudig  punt  absorbeert  juist  n  —  1  dabbelpunten ,  zoodat  de 
ontbrekende  in  P  vereenigd  liggen. 

§  7.  De  in  de  vorige  paragraaf  bestudeerde  figuur  levert 
ons  nu  ook  het  eenvoudige  middel  de  harmonische  middel- 
punten van  alle  volgende  graden  te  construeeren.  Beschouwen 
wg  n.l.  nu  de  punten  A',  .  .  .  .  A'^-i  als  fundamentaalpunten , 
en  verbinden  wij  deze  met  T,  en  T,,  dan  zal  door  de  niet  op 
g  liggende  so  y punten  dezer  beide  n  —  1  stralige  stelsels  een 
vlakke  kromme  c*~'  volkomen  bepaald  zijn ,  en  de  snijpunten 
A''i ,  A'\  ....  A'^^M— s  dezer  kromme  met  g  zullen  de  har- 
monische middelpunten  van  den  eersten  rang  van  P  ten  op- 
zichte van  het  stelsel  A',  .  .  .  .  A'n—i ,  en  dus  van  den  tweeden 
rang,  of  van  den  graad  n  —  2,  ten  opzichte  van  Aj  .  .  .  .  A» 
zgn.  Het  is  duidelijk,  dat  men  op  deze  wijze  door  kan  gaan 
tot  aan  het  harmonische  middelpunt  van  den  eersten  graad , 
het  ,  Centre  des  moyennes  harmoniques''  van  Poncelet  toe. 

Beschouwen  wij  nu  nog  eens  de  punten  A'^i,  ....  A''».s, 
de  harmonische  middelpunten  van  den  graad  n  —  2.  Yolgens 
de  stelling  der  voorgaande  paragraaf  zijn  deze  punten  n  —  2 
van  de  2(n  —  2)  dubbelpunten  eener  involutie  r»-i  op  g ,  die 
bepaald  is  door  het  n  —  1  voudige  punt  P,  en  de  groep  A'| , 
A'2  ....  A'«_i ,  terwijl  de  overige  n  —  2  dubbelpunten  met 
P  samenvallen 

Nu  bezit  echter  deze  involutie  V^-i  00*  zulke  groepen 
A\  .  .  .  .  A'„-i,  die  alle  op  uiterst  eenvoudige  wijze  met  be- 
hulp van  de  kromme  C"'  geconstrueerd  kunnen  worden ,  zooals 
uit  het  voorgaande  onmiddellijk  is  af  te  leiden,  en  die  alle  de 
eigenschap  bezitten  dat  zij,  als  fundamentaalpunten  opgevat, 
ten  opzichte  van  de  pool  P  dezelfde  harmonische  middelpunten 
A'',  ....  A",-9  van  den  graad  n  —  2  bezitten.  Onder  al 
deze    groepen    is   één  zeer  bizondere,   n.l.  diegene  voor  welke 

6* 
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alle  n — 1  ponten  met  het  puntP  samenvallen;,  in  dit  geysl 
worden ,  sooals  uit  de  theorie  der  harmonische  middelpunten 
bekend  is,  de  harmonische  middelpunten  van  den  graad  n  —  2 
onbepaald,  zoodat  wij  aan  mog^n  nemen  dat  sg  met 
A'^i  •  .  •  •  A''»_s  sameuTallen. 

ledere  groep  A',  •  •  •  •  A^^i  echter  bestaat  nu  weer  uit  de 
niet  met  P  samenvallende  dubbelpunten  eener  involutie  I^.  van 
groepen  A^  ....  A«,  en  elk  van  deze  involuties  bezit  ook 
weer  oo'  n  =  puntige  groepen;  er  zgn  dus  in  het  geheel  oc^ 
n  =  puntige  groepen  A,  .  .  .  .  A« ,  die  alle  ten  opzichte  van 
de  pool  P  dezelfde  harmonische  middelpunten  van  den  graad 
n  —  2  bezitten.  En  aangezien  men ,  wanneer  de  pool  en  deze 
laatste  punten  gegeven  zijn,  twee  fundamentaalpunten  wille- 
keurig moet  aannemen  om  een  geheele  groep  van  n  punten 
te  bepalen,  vormen  de  oo^  groepen  Ai  ....  A»  een  involutie 
I\  van  den  graad  n  en  den  tweeden  rang. 

Onder  deze  oo^  groepen  A|  •  •  •  •  A»  komen  ook  diegene 
voor,  en  wel  ten  getale  van  cx>\  die  worden  afgeleid  uit  het 
n —  1  voudige  punt  P;  nu  is  het  echter  bekend,  dat  wanneer 
de  n  —  1  harmonische  middelpunten  van  den  graad  n  —  1  met 
de  pool  samenvallen ,  ook  n  —  1  fundamentaalpunten  mei  de 
pool  samenvallen,  terwgl  het  laatste  onbepaald  wordt,  en  dos 
naar  willekeur  gekozen  kan  worden.  In  onze  involutie  P. 
vormt  dus  het  punt  P,  als  n  —  1  voudig  punt  opgevat,  met 
ieder  willekeurig  punt  van  g  een  volledige  groep  van  n  punten ; 
men  kan  dit  punt  dus  tevens  als  een  n-voudig  punt  opvatten, 
daar  men  het  willekeurige  fundamentaalpunt  ook  met  P  zelf 
kan  laten  samenvallen. 

Eindelijk  is  nog  te  bedenken,  dat  ieder  punt  A''  een  dub- 
belpunt  is  eener  involutie  I'»-.i,  waarvan  de  punten  A'  enkel- 
voudige punten  zijn ,  zoodat  dus  ieder  punt  A'^  voor  twee 
punten  A'  geldt.  Maar  ieder  punt  A'  is  zelf  een  dubbel- 
punt  eener  involutie  I<»,  en  geldt  dus  voor  twee  punten 
A,  zoodat  ten  slotte  ieder  punt  A''  een  combinatie  voorsteli 
van  twee  dubbelpunten  der  involutie  l\  en  dus  een  drievoudig 
punt  van  P»  is. 

Yatten  wij  alles  samen,  dan  vinden  wij  dus: 

De  harmonische  middelpunten  van  den  graad  n  ^  2  van  di 
pool  P  ten  opzichte  van  een  stelsel  van  fundamentaalpunten 
A|  .  .  .  •  A»  zijn  de   niet   met   P   samenvallende   drievoudige 


85 

jpunten  van  een  zekere  involutie  P«,  waarin  de  punten  A,  .  •  •  A» 
een  groep  vormen  ,  terwijl  de  pool  P,  als  n  —  1  voudig  punt 
opgevat,  met  ieder  willekeurig  punt  van  g^  en  dus  ook  met  zich 
zdf^  eveneens  een  groep  vormt. 

Door  nu  op  deze  wijze  door  te  gaan  vindt  men  natuor- 
Igk  gemakkelijk  dat  de  harmonieche  middelpunten  van  den 
graad  n  —  k  de  niet  met  P  Baraenvallende  {k  +  1)  voudige 
punten  eener  I^  zijn,  yoor  welke  de  punten  A|  .  .  .  •  A»  een 
groep  Yormen ,  terwijl  het  punt  P,  als  (n  —  A:  +  1)  voudig  punt 
opgevat ,  met  k—  l  willekeurige  punten  van  g  een  groep 
vormt,  en  dit  is  de  door  Schryver  op  p.  426  van  zijn  mede- 
deeling  vooropgestelde  definitie. 


Vla,  R8a 


DE  DIfFEJiEKTIAALVERGELIJKINGEN  YOOR  DE  BEWEGING 
VAN  EEN  VAST  LICHAAM, 


G.  SCHOUTEN. 
(Delft.) 


Om  de  beweging  van  een  stelsel  lichamen  te  onderzoeken, 
waarbij  de  verbindingen  Tan  dien  aard  zijn,  dat  de  reactie- 
krachten bij  een  yirtaeele  yerplaatsing  geen  arbeid  Terrichten, 
is  de  weg,  door  Lagrange  aangewezen,  zeker  de  meest  ge- 
schikte. 

Evenwel  heeft  Dr.  D.  J.  EoRTEWEi!^  in  zgn  verhandeling  Üher 
eine  ziemlich  verhreitete  unrichtige  Behandlungsweise  eines  Pro- 
bïemes  der  rollenden  Bewegung  aangetoond,  hoe  zelfs  bij  de 
toepassing  van  die  Methode  op  het  betrekkelijk  eenvoudige 
geval  van  de  rollende  beweging  van  een  omwentelingslichaam 
over  een  plat  vlak,  door  verschillende  schrijvers  fouten  begaan 
zijn,  die  wel  is  waar  in  't  vervolg  niet  meer  zullen  voorkomen, 
dank  zij  Dr.  Korteweg's  duidelijke  aanwijzing  van  de  juiste  op- 
lossing, maar  die  dan  toch  het  bewijs  leveren,  dat  de  toepas- 
sing van  Lagrange's  Methode  met  omzichtigheid  gepaard  moet 
gaan. 

Naast  deze  oplossing  stast,  althans  waar  het  de  beweging 
van  een  vast  lichaam  geldt,  een  andere,  waarbg  onderzocht 
wordt:  1^.  de  beweging  van  het  zwaartepunt,  2P.  de  beweging 
om  het  zwaartepunt,  dit  daarbij  als  vast  punt  gedacht. 

Bij  het  eerste  onderzoek  past  men  de  stelling  van  de  bewe- 
ging van  het  zwaartepunt  toe,  bg  het  tweede  do  formules  van 
Euler  of  die  van  Lagrange. 

Omdat  mij  gebleken  is,  dat  de  laatste  formules  af  te  leiden 
zijn  langs  elementairen  weg,  d.  w.  z.  door  toepassing  van  de 
beginselen   der  Kinematica  en  van  het  theorema  van  d^Alem- 
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BERT,  dat  trouwens  den  grondslag  vormen  zal  Yoor  de  studie 
Tan  elk  stelsel  lichamen,  geef  ik  bier  die  afleiding,  niet  omdat 
er  eenige  bijzondere  verdienste  in  die  afleiding  zou  steken, 
maar  alleen  met  bet  oog  op  de  Methodologie.  Met  bebulp  van 
deze  formules  kan  men  de  beweging  van  een  vast  licbaam  be- 
palen langs  gemakkelgkeren  weg  dan  met  bebulp  van  de 
EuLER'sche  vergelijkingen  en  zonder  kennis  genomen  te  hebben 
van  de  Methode  van  Lagrange  voor  de  behandeling  van  Stel- 
sels van  Lichamen. 

Wij  beginnen  met  de  afleiding  van  de  vergelijkingen  voor 
de  beweging  van  een  vast  lichaam  om  een  vast  punt. 

De  Einematica  leert  omtrent  deze  beweging,  dat  ze  ieder 
oogenblik  bestaat  in  een  wentelen  om  een  as,  welke  door  dit 
vaste  punt  gaat. 

Wij  ontbinden  de  hoeksnelheid,  waarmede  die  wenteling  op 
zeker  oogenblik  geschiedt,  volgens  drie  onderling  rechthoekige 
assen  OP ,  OQ ,  OR ,  die  met  het  lichaam  vast  verbonden  zijn , 
terwijl  de  oorsprong  O  in  het  vaste  punt  is  genomen.  Laten 
j>,  2,  r  die  ontbondenen  zijn. 

In  de  Einematica  wordt  dan  verder  geleerd,  dat  de  volgens 
deze  assen  vallende  ontbondenen  x\  y\  z'  van  de  snelheid  van 
een  punt  des  lichaams,  dat  de  massa  m  en  de  coördinaten 
Xy  ify  z  heeft,  gegeven  worden  door 


x'  = 


zoodai  de   ontbondenen  x'\  y'\  z"  van  de  versnelling  van  dat 
punt  zullen  gegeven  worden  door 


X    = 


qr 

;    y'  = 

rp 

zx 

;    ^  = 

n 

xy 

q'r' 
yz 

+ 

3»- 

;  y'  = 

r'p' 

zx 

+ 

rp 
sfx' 

;   «"  = 

P'i' 
xy 

+ 

P9. 
x'y' 

Hieruit  Tolgt : 


V>.    Imx"  =  M 


yo^o 


V'oH 


=  de  geheele  massa  M  van  het  lichaam ,  verme- 
nigvuldigd met  de  versnelling  in  de  richting  OP  van  het  zwaar- 
tepunt {x^qZ^  van  het  lichaam.  Overeenkomstige  uitdrukkin- 
gen vindt  men  voor  Smy'^  en  ^mz'\ 
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2".     2/i.(j;'«-t-y'> +  «'»)  = 


pq 
xy 

a 
+ 

qr 

yz 

1 

+ 

rp 

2X 

«  -SmSfiy^  +  2;»)  +  3 V+^)+^^+y^  -  2/>j^y  —  2gfy«-2f72xl 

=  A/y*  +  Bg*  +  Cr*  —  2pgSmary  —  2qr^myz  —  2rpSiii«r ; 

waar  A  het  traagheidsmoment  Tan  het  lichaam  ten  opzichte 
yan  de  as  OP.  B  dat  ten  opzichte  yan  de  as  OQ  en  C  dat 
ten  opzichte  yan  de  as  OR  yoorstellen. 

Worden  de  assen  OP,  OQ,  OR  yolgens  de  hoofdassea  van 
traagheid  gekozen,  dan  is 

2T  =  Sm(a;'^  +  y'^  +  z'^)  =  A|)»  +  B3*  +  Cr*. 

Yolgens  het  theorema  yan  d'Alembert  zijn  de  beweegkrach- 
ten  ieder  oogenblik  aequiyalent  met  de  krachten  mx"^  mff'\  mz'^j 
die  men  yoor  ieder  punt  yan  het  lichaam  kan  opmaken. 

Noemen  we  dan  Lp  het  moment  yan  de  beweegkrachten  ten 
opzichte  yan  de  as  OP,  hg  dat  ten  opzichte  yan  OQ  en  ein* 
delgk  Lr  dat  ten  opzichte  yan  OR,  dan  is 

Lp  =  2m(y«''  —  zy"^ 


Sm      y 


xy 


+  y 


pq 


rp 

zx 


—  z 


rp 
«'ar' 


=  2  m  |/(y» +«*)  —  ?'«y  —  r'a:«  +  p(yy'+«0-(?y+»'*X?«— n')! 


=  Ap'  —  j'Smary  —  r"2mx2+  'S^mlpy 


+pz 


xy 


— (jy+rz)! 


.y^i 


=  kp'  —  g'Smary  —  r'^mxz  +  pr^mxy  —  pqYmxz  + 
+  (r*—  q^)  -Lmyz  +  (C  —  B)  qr. 

Dergelijke  uitdrukkingen  yindt  men  yoor  L^  en  Lr. 

In  de  onderstelling,  dat  OP,  OQ,  OR  de  hoofdassen  van 
traagheid  yan  het  punt  O  zijn,  gaan  deze  uitdrukkingen 
oyer  in 

Ap'-(B~C)jr  =  Lp 

B3'  — (C- A)rp  =  L, 
Cr'  —  (k  —  B)pq^U 
zijnde  de  bewegingsyergelijkingen  yan  Kuler. 
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Worden  deze  geïntegreerd,  wat  niet  mogelijk  is  tenzg  Lp, 
L^,  Lr  in  functiên  van  p,  q^  r  en  t  worden  uitgedrukt,  dan 
zullen  deze  integraaWergelgkingen  p^  q^  r  als  functiên  yan 
den  tgd  leeren  kennen. 

De  stand  yan  het  lichaam  wordt  daarna  bepaald  door  het 
berekenen  yan  de  hoeken  0,  ;/»  en  ^,  die  den  stand  yan  het 
beweegigk  assenstelsel  OP,  OQ,  OR  bepalen  ten  opzichte  yan 
een  yast  assenstelsel  OX,  OY,  OZ.  Het  zijn  de  hoeken,  die 
het  stelsel  OXTZ  achtereenyolgens  moet  draaien,  om  met 
OPQR  tot  samenyalling  gebracht  te  worden.  Eerstens  een 
hoek  i/f  om  de  as  OZ,  waardoor  OX  gebracht  wordt  in  de 
doorsnede  09  yan  het  ylak  OXY  en  OPQ,  daarna  een  hoek 
^  om  OR,  waardoor  OX  op  OP  komt  te  liggen;  eindelijk  een 
hoek  0  om  09,  waardoor  OZ  op  OR  komt. 

De  ontbondenen  j>,  j,  r  yan  de  hoeksnelheid  worden  dan 
yeryangen  door  de  ontbondenen  \p  yolgens  OZ,  ^  yolgens  OR 
en  0  yolgens  09,  en  bepaald  door  de  yolgende  formules: 

p  =  sin  0sin^.i/»  +  cos^.  ó 
3  =  sin  0cos^ .  1^  —  sin  ^  .  0* 
r=  cos0.^-|-^. 

Worden  deze  geïntegreerd,  nadat  Py  q^  r  yeryangen  zgn 
door  de  boyengenoemde  function  yan  tj  dan  zullen  deze  inte- 
graalvergelgkingen  0,  ^  en  ^  als  functiên  yan  den  tgd  leeren 
kennen  en  daarmede  den  stand  yan  het  lichaam  op  ieder 
oogenblik  yan  de  beweging. 

Aangezien  nu  Lp,  L^,  Lr  in  't  algemeen  niet  in  ^,  g,  r  en 
t  kunnen  uitgedrukt  worden,  ligt  het  yoor  de  hand,  de  bewe- 
gingsyergelgklngen  yan  Eüler  zóó  te  herleiden,  dat  daarin 
p^  qy  r  yeryangen  zijn  door  0,  ^  en  ^. 

Dit  kan  op  de  yolgende  wgze  geschieden. 

Zooals  gezegd  is,  moet  de  hoeksnelheid,  tot  nu  toe  ontbon- 
den yolgens  de  beweeglijke  assen,  ontbonden  worden  in  0  yol- 
gens 09,  yp  yolgens  OZ  en  ^  yolgens  OR. 

De  momenten  L^,  L^  en  Li  ten  opzichte  yan  die  assen 
worden  gegeyen  door 
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L^  =s  Lp  sin  O  flin  ^  +  Lf  sin  O  008  ^  +  Lr  008  0 

Lj  =  Lp  008  ^  —  Ij,  810  f 

L^  =  L.. 
De  b6wegiDg8y6rgelijkingen  Tan  Evler  gaan  hierdoor  oyer  in 
Lj,  =»  8in  O  sin  ^  (kp'  —  (B  —  C)yr)  +  8in  O  C08  ^  (Bj'-  (C— A)rp)  + 

+  co80(Cr'  — (A  — B)p?) 
L j  =  C08  #  {Ap'  -  (B  -  C)gr)  —  sin  ^  (Bj'  —  (C  -  A)rp) 
L^  =  Cr'  -  (A  -  B)pq. 

Wij  herleiden  deze  als  Tolgt: 
L^  =•  {Ap'  sin  9  sin  ^  +  By'  sin  0  cos  ^  +  Cr'  cos  0)  + 

+  kp(r  sin  9  cos  ^  —  2  cos  6)  +  B}(p  cos  Ö  —  r  sin  O  sin  ^)  + 
+  Cr(y  sin  9  sin  ^  —  ^  sin  9  cos  ^) 


=  —  {kp  sin  9  sin  ^  +  B9  sin  9  cos  ^  +  Cr  cos  9)  — 

CLt 

—  kp  (sin  ^  cos  9 . 9  +  cos  ^  sin  9 .  ^)  —  Bj  (cos  9  cos  B  .Q  — 

—  sin  ^  sin 9 .  ^)  +  Crsin Q  .é^-  Ap(r sin 9co8^  —  ; cos0)  + 

+  B^Cp  C089  —  rsin  9  sin  ^)  +  Cr(3  sin  9sin  ^  —  p  sin  9co8^) 

d 
=  3-  {kp  sin  9  sin  A  +  Bj  sin  9  cos  ^  +  Cr  cos  9) 


<2?^  W    ^   '  ^    ^4,      dr    è^^/ 


=  rf 


^ 


dt 


La  =  -r-  (A»  cos  ^  -  B5  sin  ^)  +  Aj)  sin  #  .  ^  +  Bg'  cos  #  •  ^  — 
dt 

—  (B  —  C)gr  cos  ^  +  (C  —  A)rp  sin  ^ 

=  — -  {kp  cos  ^  —  Bj  sin  ^)  +  Ap  (sin  ^  .  ^  —  r  sin  ^)  + 
dt 

+  Bj  (cos  ^  .  ^  ~  r  cos  ^)  +  Cr(p  sin  ^  +  g  co8  ^) 
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d 
=  —  (Ap  cos  ^  —  Bg  Bin  ^)  —  Ap  sin  ^  cos  0  .  ;^  — 
(tt 

"  d<  \è;>    èê  '*'  öj   dé  j      W   de  ■''  dg    dö  "•"  dr    dö) 

dé     dr 


dt  ~W 
d 
'*~  dt 


h\  =  -z-Cr  —  (Ap.q  —  Bq.p)  = 


^d_  dT_/dT  ^     ^  ^\ 
^  dt    ^       \dp    d^      dj    d^  / 


waardoor  de  vergelijkingen  van  Euler  gebracht  zijn  onder  den 
Torm ,  dien  Lagrange  aan  de  bewegingsvergelijkiugen  gegeven 
heeft. 

Worden  deze  vergelijkingen  geintegreerd ,  en  daartoe  is 
noodig  dat  Lj,,  Li  en  L^  in  i^,  ^  en  0  kunnen  uitgedrukt 
worden,  dan  vindt  men  drie  integraalvergelijkingen  tusschen 
^,  0,  ^,  die,  nogmaals  geintegreerd,  0,  ^  en  i/^  als  functiën  van 
den  tijd  leeren  kennen. 

Nu   kunnen  L^,  L^  en  L^  altijd  in  ;/»,  ^  eq  0  uitgedrukt 

worden.    Aangezien  toch    L^   het   moment   voorstelt    van   de 

da; 
beweegkrachten   ten    opzichte   van  de  as  09 ,  en  X  r^  rf0  -4- 

+  Y  r|-  rf0  +  Z  ^  d0  den  arbeid  voorstelt,   dien  een  kracht, 

welks  ontbondenen  volgens  de  vaste  assen  X,  Y  en  Z  zgn  en 

die  aangrijpt  in  het  punt  a:,  y,  z^  verricht,  zalX^^  +  Y^4  Z^^ 

den  arbeid  van  die  kracht  Toorstellen,  berekend  voor  de  een- 
heid  van    wenteling,    en    deze   arbeid   is  juist  gelijk  aan  het 
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monrent  van  de  kracht  ten  opsichte  van  de  as  09.     Bggevolg 
kannen   L^,  Lj,  en  La   berekend  worden  volgens  de  nitdmk- 


2 


+  ^l  +  - 


waarin  x^  y,  Zy  de  coördinaten  van  het  aangrgpingspant  yan 
een  beweegkracht,  ten  gevolge  van  de  bekende  transformatie- 
formules  in  fanctien  van  0,  ^  en  i/»  kunnen  uitgedrukt  worden. 

Onderzoeken  we  nu  het  geval ,  dat  het  bewegend  lichaam 
geen  vastpunt  heeft. 

Wij  kiezen  de  hoofdafisen  van  traagheid  van  een  willekeurig 
punt  O  yan  het  lichaam  tot  assen  van  het  beweeglgk  assen- 
stelsel OPQR  en  bepalen  den  stand  van  dit  ten  opzichte  van 
een  vast  assenstelsel  door  de  hoeken  0^  <^  en  \p. 

Zijn  dan  k,  t^,  t^  de  ontbondenen  van  de  snelheid  van  het 
punt  O,  genomen  volgens  de  beweeglijke  assen,  dan  zijn  die 
van  een  punt  met  de  massa  m  en  de  coördinaten  o?,  y,  2r  op 
de  beweeglijke  assen: 


qr\ 

yz\ 


waaruit  volgt: 

^mx"  =  Sm  j  tt'  + 


,/  =  ^  + 


zx 


IPQ    ' 
u 
xy\ 


qV 

yz 


+ 


yV 


=  Mu'  +  Ma?"'o 


als  M  de  massa  van   't  lichaam  en  Xq^  y^,  ^o»  ^^  coördinaten 

van  het  zwaartepunt  op  het  beweeglijk  assenstelsel  voorstellen* 

Volgens  de  stelling  van  d'Alembert  is  '2'mx"  =  SX ,  zoodat 


Evenzoo  is 


Mw'  +  Ma?/  =  SX 
Ml?'  +  Myo"  =  ST 
M«?'  +  Mio*"  =  SZ. 
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Verder  is,  insgelgks  Tolgens  de  stelling  tso  d' 

Alkmbbbt, 

Ij,=  'S,m(yz''  —  zjf") 

=  Sm  y[fr'  + 

P'q' 

xy 

-L 

Pi 
x'tf' 

)-K 

T'p' 

zx 

+ 

) 

v'w' 
=  M           +i 

yo«b 

ip'- 

(B 

-  C)jr. 

Yoor  het  geyal ,  dat  de  gekozen  oorsprong  O  Tan  het  beweeg- 
lijk assenfltelsel  in  het  zwaartepunt  Tan  het  lichaam  valt,  gaan 
de  gevonden  betrekkingen  over  in 

Ap'-(B-C)3r  =  Lp 
Bg'  — (C-A)rp  =  L, 
Cr'  ^{k-TS)pq=ljr. 

De  eerste  drie  bepalen  de  beweging  van  het  zwaartepunt, 
terwijl  het  laatste  drietal  de  beweging  om  het  zwaartepunt, 
dit  aU  vast  'punt  aannemende,  leeren  kennen. 

Worden  nu  deze  laatste  drie  vergelijkingen  herleid,  zooals 
boven  is  geschied,  dan  krijgen  we  het  volgende  stelsel  ver- 
gelijkingen voor  de  beweging  van  een  lichaam,  waarvan  het 
zwaartepunt  ten  opzichte  van  het  vaste  stelsel  $,  i|,  (  tot 
coördinaten  heeft: 


Më  =  2X  ,    Mi'  =  ST  ,     M?;'=  SZ  ,       \ 


d0 


dT 


dt 

d0 

èT 

dt 

d^ 

"y 

d* 

ÖT 

düX 


(A) 


-5f"d^=^^=^rd^+^d^+^è^) 
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en  waarin  T  yoorsteU  de  kinetische  energie  Tan  het  lichaam 
om  het  Kwaartepant  en  ni^drakt  moet  wezen  in  0,  f,  en 
de  afgeleiden  6l\  \p  en  ^.    In  het  eerste  lid  van  de  voorlaatste 

èT 
Torgelijking  yan  (A)  is  symmetrieshalve  de  term  —  j-  gebracht, 

waarvan  de  waarde  gelgk  nol  is,  omdat  |7,  g,  r  en  dus  ook  T 
onafhankelijk  van  \p  zgn. 

Wg  zullen  ten  slotte  een  paar  toepassingen  behandelen. 

Voorbeeld.  Een  omwentelingslichaam ,  steunende  op  een  glad 
horizontaal  vlak^  beweegt  zich  onder  de  werking  van  zijn  ge- 
wicht (zie  fig.  2  bl.  137  Deel  lY  van  Dr.  Eorteweg^s  opstel). 

De  bepaling  van  de  beweging  van  het  zwaartepunt  wordt 
beheerscht  door  de  vergelgkingen 

M£  =  0    ,    Mn  =  0    ,    M^  =  E  — My, 
waar  R  de  normale  druk  in  het  steunpunt  is ,  en  ^  een  functie 
van  d ,  stel  Z  =  f{0) ,  bepaald  door  den  vorm  van  het  omwen- 
telingslichaam. 

De  vergelijkingen  voor  de  beweging  om  het  zwaartepunt 
worden  gegeven  door  het  laatste  drietal  van  (A),  door  voor 
T  te  nemen  de  waarde  gegeven  door 

2T  =  A  (i/;»  sin*^  ö  +  ÖO  +  C  (^  cos  fl  +  ♦)S 
terwijl  hier  L^  =  O  ,  L^  =^  O  en  L^  =  R .  AD  =  —  R .  /'(ö)  is. 

Ze  zijn  derhalve: 

d  c  (i^  cos  e  +  ^)    ^ 

-^—Jt =  ^ 

d  {Ajj,  sin^  e  +  C  cos  e  (i^  cos  O  +  »'){  _ 

dt  ~ 

dkè 

— (A^/r^sinflcosö  — C(i/»*cose  +  ï>')sine)  =  — R./'CO). 

dt 

De  beide  eersten  geintegreerd  geven: 

^  cos  fl  +  ^  =  standvastig  s=n        (1) 
A;^  sin^e  +  Cn  cos  0  =  standvastig  =  K.      (2) 

De  eerste  drukt  uit,  dat  de  wenteling  om  de  omwentelingsas 
van  't  lichaam  eenparig  is,  een  noodzakelijk  gevolg  van  de 
omstandigheid ,  dat  de  beweegkracbten  die  as  snijden. 

De  tweede  leert,  dat  het  moment  van  de  hoeveelheid  van 
beweging   ten   opzichte    van  de  verticaal  van  het  zwaartepunt 
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Standvastig   is,  een  gevolg  van  de  omstandigheid,  dat  de  be- 
weegkrachlen  evenwgdig  zgn  aan  die  verticaal. 

Vervangt  men  in  de  derde  bewegingsvergelgking  R  door 
M(<y  +  |)  =  M(<?+/(fl)  rifi) .  èa  +  ƒ(«) .  ë),  dan  gaat  eo 
over  in 

I A  +  Mf^{9) \  'é  +  }ifi&)r{9) .  é»  +  Mp/'(e)  =  ^ sin  « (At/- cos  Ö -C«). 
Het  dubbele  van  het  eerste  lid  is  gelijk  aan 

dë  ~' 

Het   dubbele   van    hei  tweede   lid,  als  daaria  \f   vervangen 

-     .       K-Cncose 

wordt  door ,    :  ^^ ,  gaat  over  in 

A  BiirO 

(K  —  Cn  cos  (?)  (K  coB  O  —  Cn) 
Asin^e 

en   is   bijgevolg   gelijk  aan  de  afgeleide  naar  O  van  den  vorm 

(K  —  Cn  cos  ey 


A  sin^  e 


of  van  —  A^  sin*  0. 


De  integraalvergelijking  van  de  derde  bewegingsvergelijking 
luidt  dus 

(A  +  M/2(ö))ö»  +  2Mgf{e)  +  Axj^^  sin»  O  =  standvastig  =  K  (3) 
zgnde  de  uitdrukking  voor  de  standvastigheid  van  de  totale 
energie  van  't  lichaam. 

(3)  is ,  als  daarin  \j/  door  haar  waarde  in  O  wordt  vervangen , 
een  differentiaalvergelijking,  die  geintegreerd  O  als  functie 
van  t  doet  kennen.  Die  waarde  voor  0  in  (2)  overgebracht, 
geeft  een  differentiaalvergelijking,  welke  geintegreerd  xf/  als 
fiinctie  van  den  tijd  geeft ;  terwijl  eindelijk  (1)  door  substitutie 
van  de  0  en  i//  door  hunne  waarden  een  differentiaalvergelij- 
king geeft,  die  geintegreerd  ^  als  functie  van  t  doet  kennen. 

Voorbeeld,  Een  omwentelingslichaam^  met  een  scherpen  cir^ 
kelvormigen  rand  voorzien^  rolt  met  dien  rand  over  een  hort- 
zontaal  vlak  onder  de  werking  van  zijn  gewicht.  Het  zwaarte- 
punt  van  het  lichaam  ligt  in  het  middelpunt  van  den  rand  (zie 
dezelfde  figuur). 

Is  R  de  straal  van  den  rand  en  zijn  X ,  Y ,  Z  de  ontbonde- 
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oen  Tan  den  weerstand  ran  het  steanrlak,  genomen  Tolgeot 
de  Taste  assen,  dan  gaan  de  bewegingsyergelgkingen  (A)  hier 
over  in 

at       Of 

waar  T  gegeven  wordt  door 

2T  =  A(^^sin»fl  +  ê»)  +  C(^oosfl  +  #>. 

Hierbg  moeten  gevoegd  worden  de  voorwaardenvergeljjkin- 
gen  (11)  in  Dr.  Eorteweg^s  verhandeling  voor  de  rollende 
beweging,  en  welke  in  ons  geval,  nl. /^0)  =  B  sin  0 ,  over- 
gaan in 

é  =  R(ö  sin  0  sin  i//  —  r  cos  i//),    i  =  —  R(è  sin  0  cos  i/^  +-  r  sin  ^) 
waarin 

r  =  i/^  cos  0  +  ^ 
te  stellen  is.     Hieruit  volgt  verder: 

Ë  cos  i//  +  vi  sin  ^  =  R(^  sin  0  —  r) 

—  S  sin  i//  +  ï|C08i//  =  —  R(d*sin  0  +  Ö^  cos  0  +  n^) 

De  vergelgkingen  voor  de  beweging  om  het  swaartepunt 
gaan  hierdoor  over  in 

d  Cr 

-^  =  MR>(0i/;8in0-r) 

^^^i^ï^^f^l^  =  MK^d*- 1.  9  -  r)  <».  » 

A8— (Ai/lasmecoBÖ—  Cn/isinO)  =  —  MR»8ine(d'8iii  9^^eo»9-tti>) 
—  MR  ooB  %  +  R(ë  cos  e  —  d>  Bin  d)). 


97 

De  Mrste  herteld  irovdt 

(C  +  MR»)r  =  TAR^èi  sin  9 

de  formule  (17)  in  Dr.  Korteweg's  yerhandeling. 
De  tweede,  als  volgt  geschreyen, 

rfA^BiD^fl  ^  ^.^^^^  g  _  Cr  ê8ine  =  MR^(di//sine  -  r)«osö 
gaat   tengevolge  van  de  zooeven  gevonden  betrekking  over  in 

— ^-- =  Cr  sin  0  .  0 

at 

de  formule  (18)  van  Dr.  Eorteweg. 
De  derde  eindelijk  gerangschikt  wordt 

(A  4-  MR»)  ë  +  MyR  cos  e  -h  MR»  sin  0 .  n^  -f-  Cn/I  sin  0  - 

—  Ai/^a  sin  e  cos  0  =  O  ,• 

en  kan  bijgevolg  als  volgt  geschreven  worden  : 

d{(A  -f  MR^)ê«  +  2MgR  sin  e{ 

waar 

P  =  2Cr\p  sin  O  +  2MR^  sin  O .  n^  —  2  Ai/I*  rin  6  cos  « 

te  stellen  is. 

Deze  vorm  P  kan  met  gebruikmaking  van  do  gevonden  be*' 
trekkingen  achtereenvolgens  herleid  worden  als  votgt: 

Pè  =  2Crè}p  sin  O  +  2MR*  sin  O .  ré4,  ~  2k0  sin  O  cos  9 
=  2^  ^^"P^^^^    ^  2(C  -f-  MR>r  —  2Ai/>Ö  sin  «  cos  9 

=  2i/.(A^  sin^  0  +  2kp  sin  9  cos  9)  +  2  (C  +  MR«;rr  — 
—  2  Ai/.»9sin9cos9 

=  2k^^  sin^  9  +  2Ai/.«9  sin  9  cos  9  -|-  2  (C  +  MR2)rr 
rf(Aii^  sin»  9  +  (C  +  MR»)  r^) 
dt 
Bijgevolg  is 

d(Ai^  Bin'  9  +  (C  +  MR»)r») 

de 
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Zoodat  de  derde  vergelgking  nu  geintegreerd  kan  worden 
en  geeft  tot  integraalyergelyking : 

de  formule  (16)  van  Dr.  EoRTEWEa,  en  die  dadelgk  is  op  te 
BohrgTen ,  ak  uitdrukkende  de  standvastigheid  van  de  totale 
energie. 

De  oplossing  van  het  vraagstuk  is  dus  teruggebracht  tot  de 
integratie  van  de  drie  gevonden  yergelgkingen ,  welke  ook  als 
▼olgt  kunnen  geschreven  worden: 


i^'%) 


=  Qr  sin  0 


de 

^^^'^^         =AQrfê 

( A  4-  MR»)  0=»  +  2M^R  sin  e  +  Ai/^»  si  n»  e  4-  (C  +  M R«)r»  =  K 
waar 

C       MR» 

^^  A  C  +  MR» 
te  stellen  is. 

De  eerste  geïntegreerd  geeft  r  als  functie  van  6 ;  de  tweede 
geeft  dan  i//  als  functie  van  0 ,  waardoor  de  derde  een  differen- 
tiaalvergelijking wordt  y  die  geintegreerd  0  als  functie  vaa  den 
tijd  geeft ,  waarmede  ook  r  on  i/^  als  functiên  van  t  te  bepalen 
zijn. 

De   coördinaat   ?  =  f{Q)   is   dan   tevens  bekend ,    terwijl  de 

voorwaardenvergelijkingen  S  en  /u  als  function  van  t  geven  en 
daarmede  de  ontbondenen  X,  Y,  Z  van  den  weerstand  van 
het  steunvlak. 

Uit  het  oogpunt  van  de  theoretische  Mechanica  is  hiermede 
het  vraagstuk  opgelost. 
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van  Bezout  en  Euler  ten  aanzien  vau  de  onderlinge  deelbaarheid 
van  twee  veeltermen. 

Hierna  Yolgen  eene  „Chroniquc*'  en  eene  afdeeling  „Biblio- 
graphie*',  in  welke  laatste  eenige  nieuw  verschenen  boekwerken 
worden  besproken.  Ten  slotte  vindt  men  in  een  „Bulletin 
Bibliographique"  titel-  en  gedeeltelijke  inhoudsopgave  van  eenige 
tijdschriften. 

Wij  bevelen  deze  revue  gaarne  in  de  belangstelling  van  de 
leden  van  het  Genootschap  aan.  EL 

Le  Degré  du  Méridien  terrestre  mesure  par  la 
distance  des  parallèles  de  Bergen-op-Zoom  et  de  Malines  par 
WiLLEBRORD  Snellius  ,  publié  par  Henri  Bosmans  de  la 
Compagnie  de  Jésus.  —  Bruxelles,  PoUeupis  et  Centerick,  1900. 

Snellius  heeft,  gelijk  men  weet,  in  zijn  Eratosthenes  Batacus 
(1617)  uit  den  afstand  van  Alkmaar  tot  Bergen  op-Zo jm  -  bij 
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de  onderstelde  boWormingheid  der  aarde  —  de  lengte  Tan  den 
meridiaangraad  afgeleid.  In  zijn  werk  ontdekte  hij  later  ver- 
Bchillende  fouten.  Dit  gaf  hem  aanleiding  om  de  meting  Tan 
alle  hoeken  te  herhalen;  tevens  strekte  bij  zijne  triangulatie 
uit  Tan  Bergen-op-Zoom  tot  Mecheleta,  om  met  des  te  meer 
zekerheid  de  lengte  van  den  meridiaangraad  te  kunnen  Tast- 
stellen;  ten  slotte  maakte  hij  nog  van  een  strengen  winter 
gebnhfk  om  op  het  ijs  zijn  basis  nauwkeurigor  te  bepaiee  dan 
Troe'gei^  mogelijk  was  geweest.  *) 

Deze  Ter  beteringen,  in  zeoTerre  zij  door  Snellias  eigenhandig 
WarM  opgeteekend  in  een  exemplaar  Tan  Emaosthenes  ^  werden 
gepubiiceel-d  ten  jare  1729  door  Petrus  Van  Mussehenbroek 
ih  zgn  Dissertatio  de  magnitudine  terrae;  echter  heeft  Yan 
MuÉschenbIroek  aangaande  de  metingen  tussehen  Bergen-op-Zoom 
en  Mechelen  niets  anders  gevonden  dan  eene  figuur  door 
Bnelllns  geteekend,  terwijl  hij  de  resultaten  Terloren  achtte. 
^Dotendum  est*'  zoo  schrijft  hij  ^cum  nlterius  mensuram  produ- 
zerat  Oeometra  usque  ad  Machliniam,  Toluti  in  Tab.  XVI 
repraesentatur,  eas  obserTationes  periisse;  non  enim  illaa  in 
emendationibus  reperio,  unde  praeter  merum  Schema  ab  ipso 
Autore  depictum,  nihil  exhibere  potui." 

Toch  was  ook  de  uitkomst  dezer  metingen  door  Seellius 
toegCTO^d  aan  een  ander  exemplaar  Tan  Eratosthenes  Bata9u$^ 
^t  in  de  koninklgke  bibliotheek  te  Brussel  bewaard  wordt.  *) 
Dit  onuitgegOTen  deel  Tan  Snellius'  arbeid  heeft  P.  Bosnians 
thans  gepubliceerd,  ook  in  de  Annates  de  la  Sociéié  scientifique 
de  Bruxelles ;  een  belangwekkende  historische  inleiding,  en 
talrijke  aanteekeningen  Toegde  hij  er  bij. 

Terwijl  het  breedteverschil  Tan  Bergen-op-Zoom  en  Mechelen 
in  vrerkelijkheid  ruim  27'  55'^  bedraagt,  noemt  Snellius  daar- 
Toor  slechts  24';  men  zal  dus  licht  begrijpen,  dat  de  becijfe- 
ringen ,  die  hier  tot  het  resultaat  voeren  van  28545  Rjjnlandsche 
roeden  voor  de  graadlengte,  slechts  historische  beteekenis 
hebben,  —  evenals  de  toch  reeds  Terbeterde  berekeningen, 
die  aan  Snellius  de  waarde  Tan  28613  Rijnlandsche  roeden 
^leTCrden   uit  den  afstand  Tan  Alkmaar  tot  Bergen- op-Zoom; 


1]    Zie  P.  yan  Geer,   Notice  sur  la  vie  et  les  travauz  de  Willebrord  Snellias, 
Archive»  Néórl.,  t  XVIII,  p.  463. 
*]    Section  des  Manusorits,  ii«>.  15408. 
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TMT  htt  Yeraisliil  in  poolshoogte  d<aa|!  twee  plt^^tepa  aam  kg 
l""  ir,50,  terwijl  het  nog  niet  ten  yoUo  1^  8^  W  bodcai^O 
Toch  biyft  de  hifitorische  beteekeDis  yan  elk  fragment  van 
Snellina'  work ;  en  daarom  zullen  iazonderh^id  de  Nodorlaii^sohe 
wiskundigen  P.  Bosmaud  dauk  weten  yoor  do  moeite  op  9C|rg, 
aan  de  uitgave  en  toelichting  dezer  metingen  gewgd. 

S.  Erüqeb  S.  J. 

Rekenkunde.  Theorie  en  practyk  ten  dieuBte  van  Nor- 
maal- en  Middelbaar  Ooderwijs,  door  P.  Brassedr,  leeraar  aan 
de  Btentsnormaalschool  yan  Lier,  (16  hoofdst.,  586  biz. ;  fr.  5^— )• 
Gent,  Ad.  Hoste,  1899. 

Dit  leerboek  bevat  o.a.  vele  leerrijke  aantedceningen  oy^r 
talstelBels,  over  renterekening,  met  inbegrip  van  lijfrenten  en 
annuïteiten,  en  over  handelsrekenen.  De  tairgke  vraagstukken 
zgn  naar  typen  gerangschikt.  M^. 

Catalog  mathematischer  Modelle  für  den  höheren 
mathematischen  Unterricht,  veröfFentlicht  durch  die  Yeriags- 
handlung  von  Martin  Schilling  in  Hallo  a.  S.  Nachtrag,  Hallo 
a.  S.,  1900. 

Dese  uitgave  is  een  voortzetting  van  de  bekende  modellen- 
reeks  van  de  firma  L.  Brill  in  Darmstadt  en  staat  onder  de 
wetenschappelijke  leiding  van  Prof.  Dr.  Fr.  Schilling  te  Qöt- 
tingen.  M^. 

Oeometria  piana  (394  biz.;  L.  3. — ),  Oeometria 
soli  da  (297  blz.),  di  F.  Oiudice,  Prof.  di  Matematica  nel  R. 
Instituto  T.  V.  E.  Libero  docente  d' Algebra  nella  R.  univer- 
sita  di  Qenoya.     Brescia,  F.  Apollonis,  1897-1900. 

Qehalve  de  stof,  die  men  gewoonlijk  in  elementaire  leer- 
boeken over  meetkunde  aantreft,  bevat  dit  werkje  ook  eenige 
aaateekeningen  over  yerwante  onderwerpen,  als  niet-euclidische 
meetkunde,  zoogenaamde  nieuwere  meetkunde,  meetkunde  van 


>)  Yan  MQflschenbroek  neemt  voor  de  breedte  van  Bergen-op-Zoom  51**  28* 
47",  hetgeen  nog  13"  meer  afwijkt  van  de  werkelijke  waarde  dan  bet  door  Snellins 
aangenomen  cijfer  bV  2d'.  De  breedte  van  Alkmaar  daarentegen  wordt  door 
Tan  Muaschenbroek ,  die  hi^r  Casaini  volgt,  omtrent  40"  te  groot  genomen. 

P.  Boamans  geeft  een  ander  voorbeeld ,  waarin  Yan  Mueachenbroek  de  veiiEeeide 
opgave  Tan  een  boek  bij  Sneliiiu  door  een  nog  meer  foutieve  vervangt 
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de    ruimte  met   ft  afmetingen,   meetkunde  van  den  driehoek, 
punttransformatieB,  enz.  M^ 

Nijverheids-  en  Handelsrekenen,  ten  gebroike  Tan 
Nijverheid-,  Beroep-  en  Adultenscholon  (2  dln.  in  1  band,  9 
hoofdst.,  260  blz.;  fr.  2.—),  door  H.  de  Güchtekabre,  leeraar 
aan  de  [NiJYerheidsschool  te  Oent.    Oent,  Ad.  Hoste,  1900. 

Een  uiterst  practisch  werkje  met  vele  vraagstukken  op  allerlei 
'gebied,  o.  a.  ook  op  dat  der  textielindustrie.  M^ 

Trattato  di  Algebra  elementare,  con  molti  esercizi 
di  G.  M.  Testi,  (20  hoofdst.,  710  blz.;  L.  4.—).  Livorno, 
R.  Qiusti,  1900. 

Dit  werkje  onderscheidt  zich  yooral  door  een  streven  naar 
wetenschappelijke  behandeling  der  stof.  De  onmeetbare  getal- 
len worden  ingevoerd  door  middel  van  de  algemeene  theorie 
der  grootheden,  zooals  deze  ontwikkeld  is  door  R.  Bettazzi 
(zie:  „Teoria  delle  grandezze*',  Pisa,  Spoerri,  1890),  de  com- 
plexe getallen  door  middel  van  meetkundige  beschouwingen. 

M^ 

A  Text- Book  of  Geometry,  by  Q.  A.  Wentworth, 
A.  M.  Revised  edition.  Boston ,  U.  S.  A.  Ginn  ft  Company, 
1899. 

Een  heldere  stijl ,  goedgekozen  oefeningen ,  keurige  druk  en 
een  fraai  bandje  maken  deze  uitgave  tot  een  bij  uitstek  prac- 
tisch schoolboek.  Wat  al  te  practisch  echter  dunkt  het  ons , 
dat  de  schrijver  alle  moeilijkheden  omtrent  euclidische  of  niet- 
euclidische  meetkunde  afsnijdt,  door  het  ^parallellen-axioma" 
tot  een  gevolg  te  verklaren  van  de  stelling,  dat  twee  loodlijnen 
op  een  zelfde  rechte  evenwijdig  loopen.  M^. 

Traite  de  geometrie  par  E.  Roüchi5  et  Cii.  de  Com- 
BEROUsSE.  Septième  edition ,  revue  et  augmentée  par  Euqèxe 
RoüCHÉ.  I.  Het  platte  vlak,  fr.  7,50.  II.  De  ruimte,  fr.  9,50 
Parijs,  Gauthier-Villars,  1900. 

Deze  zevende  druk  van  het  gunstig  bekende  leerboek,  dat 
in  stede  van  zich  bij  de  in  Frankrijk  vigeerende  officieele 
programma's  te  bepalen  een  overzicht  tracht  te  geven  van  alle 
methoden    en    hunnen    ouderlingen    samenhang, .  is   werkeljjk 
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aanzienlgk  vermeerderd.  De  bladzijden-aantallen  der  beide 
deelen,  die  in  den  vierden  druk  van  1879  nog  slechts  862  en 
549  bedroegen,  zijn  hier  tot  548  en  664  geklommen. 

Wat  deze  nieuwe  druk  van  den  onmiddellijk  voorg^nden 
onderscheidt,  is  in  hoofdzaak  a)  de  uitbreiding  van  het  aan  de 
geschiedenis  der  meetkunde  gewijde  gedeelte ,  6)  de  toevoeging 
van  een  afzonderlijk  hoofdstuk  over  symmetrie,  c)  de  ontwikke- 
ling van  de  theorie  der  isogonale  cirkels,  d)  de  uitbreiding 
van  de  oplossing  der  vraagstukken  van  Apollonius,  e)  de  af- 
ronding van  het  bewijs  der  onmogelijkheid  van  de  kwadratuur 
van  den  cirkel ,  doch  vooral  ƒ)  de  opneming  van  eeoige  afzon- 
derlijk voor  dit  doel  bestemde  verhandelingen  als  de  door  Neuberg 
bewerkte  „meetkunde  van  den  driehoek"  en  de  door  Lemoine 
opgestelde  „geometrographie"  in  het  eerste,  de  door  Poincaré 
geleverde  „niet-euclidische  meetkunde"  en  de  van  Nkuberg 
afkomstige  „meetkunde  van  het  viervlak"  in  het  tweede  deel. 

Ook  in  dezen  zevenden  druk  vindt  men  in  het  tweede  deel 
'een    groote   ruimte  (p.  289-507)  gewijd  aan  de  gebruikelijke 
krommen   en  oppervlakken.     Tot  oefening  van  den  lezer  bevat 
elk  deel  ruim  500  met  zorg  verzamelde  vraagstukken. 

De  figuren  zijn  over  het  algemeen  prachtig  uitgevoerd;  de 
druk  is  uitstekend.  S*. 

Recueil  de  problèmes  de  geometrie  analytiqne 
k  Tusage  des  classes  de  mathématiques  spéciales,  par  F.  Michel. 
Solutions  des  problèmes  donnés  au  concours  d'admission  k  Fécole 
poly technique  de  1860  k  1900.  Een  deel  in  8^  van  240  blz. 
met  70  fig.     Prijs  6  fr.     Parijs,  Gauthier  Villars,  1900. 

Bij  de  oplossing  van  dit  vijftigtal  vraagstukken ,  die  voor  het 
meerendecl  zeer  leerzaam  zijn,  heeft  de  schrijver  getracht  den 
weg  te  volgen ,  die  zich  als  van  zelf  aanbood  en  in  vele  gevallen 
dan  ook  wel  de  eenvoudigste  zal  zijn;  daarbg  heeft  hg  zich 
bij  voorkeur  bediend  van  de  analytische  methode  en  zich  alleen 
ter  vermijding  van  lange  berekeningen  en  ter  verhooging  van 
de  sierlijkheid  nu  en  dan  eens  meetkundige  beschouwingen 
veroorloofd. 

Ieder  vraagstuk  wordt  voorafgegaan  door  een  of  meer  der 
aan  de  bewerkers  der  Revue  semestrielle  welbekende  merkeü, 
iedere  oplossing  wordt  gevolgd  door  eenige  bibliographisohe 
verwijzingen  omtrent  elders  gepubliceerde  oplossingen.    De  aard 
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der  vraagstttkkeii  kao  dos  reeds  eenigermate  a^eleid  worden 
uit  de  opgaaf  der  merken ;  ze  zijn  K  lOe^,  lid,  16  f,  18  e,  f, 
LMe,  5l>%  10a,b,  11  U^  16l>*,  17a%  e,  18c%  d»,  PS  y\ 
LMa,  2i,  4a,  14b,  17a,  M>3i,  M>2h,  3d,  4,  a,  e. 

We  stippen  aan ,  dat  we  aohtor  de  oplossing  yan  het  op  blz. 
54  opgegeven  vraagstuk,  waaria  de  scbaduwkromme  op  het 
scheeve  schroefvlak  onderzocht  wordt,  een  yerwijzing  naar  het 
bekende  werk  van  J.  de  Ia  Qournerie  hebben  gemist. 

De  uitvoering  van  het  boek  is  in  alle  opzichten  te  prijzen. 

S\ 

Oronden  der  beschrijvende  meetkunde  van  J. 
Badon  Ghibbn.  Achtste  druk,  bewerkt  door  I{.  C.  Groten- 
dorst  en  J.  W.  C.  Bbelenkamp.  Eerste  deel  met  aanhangsel. 
Breda,  1900. 

Van  den  tekst  van  dit  leerboek  zjjn  152  blz.  gewijd  aan  de 
theorie  en  20  blz.  aan  de  toepassing  van  deze  op  de  eenvou- 
digste constructies  der  versterkingskunst,  terwijl  een  afzonder- 
lijke atlas  123  figuren  en  8  platen  bevat,  die  bij  de  theorie  en 
de  toepassing  dienst  doen. 

Deze  achtste  druk  van  het  eerste  deel  van  het  bekende 
leerboek,  dat  vooral  voor  eigen  studie  van  eerstbeginnenden 
mag  worden  aanbevolen,  onderscheidt  zich  slechts  weinig  van 
den  voorgaanden.  We  stippen  alleen  aan ,  dat  van  het  vraagstuk 
„door  een  punt  een  lijn  te  trekken ,  die  met  de  beide  projectie- 
vlakken  gegeven  hoeken  maakt"  thans  twee  oplossingen  gegeven 
zijn,  dat  daarentegen  van  het  vraagstuk  „door  een  punt  een 
vlak  te  brengen,  dat  met  de  beide  projectievlakken  gegeven 
hoeken  maakt"  een  oplossing  minder  gegeven  is  dan  voorheen, 
dat  de  oplossing  van  het  vraagstuk  „de  doorsnee  te  construeeren 
van  twee  pyramiden"  een  uitbreiding  heeft  ondergaan  en  het 
aantal  gemengde  vraagstukken  ter  oefening,  dat  op  de  theore- 
tische hoofdstukken  volgt,  van  100  tot  125  is  geklommen. 


Arithmetic  theoretical  and  practical,  by  J.S. 
Mackat,  M.  A.  (472  blz.;  4  sh.  6  d.).  London  &  Edinburgh, 
Chambers,  1809. 

Dit  engelsche  schoolboekje  munt  uit  door  vorm  en  inhoud. 
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Arithmetica  particulare  e  generale  di  F.  Amodeo. 
Yolume  primo  degli  element!  di  roateroatica.  Opera  destinata 
alle  scuole  secondarie  del  regno  dltalia  (9  hoofdst.,  415  blz.). 
Napels,  L.  Pierro,  1900. 

Dit  werkje  van  den  bekenden  wiskundige  behandelt  behalve 
de  gewone  onderwerpen  der  rekenkunde  ook  de  complexe  ge- 
tallen en  de  quaternionen;  het  besluit  met  een  kort  overzicht 
der  logica  mathematica  van  Peano.  8% 

Elementi  di  geometria  ad  uso  dei  ginnasi  e  licei,  di 
G.  Yebonese  e  F.  Cazzaniqa.  Twee  deeltjes  in  klein  8^, 
deel  1,  117  p.,  deel  2,  239  p.  Yerona  e  Padova,  Fratelli 
Drucker,  1900. 

De  in  dit  werkje  gevolgde  leergang  verschilt  aanzienlijk  van 
den  gewonen.  Zoo  wordt  hier  het  denkbeeld  groep  vooropge- 
steld en  luidt  het  eerste  postulaat  ,,er  zijn  verschillende  pun- 
ten, enz.  S*. 

Elementary  trigonometry  by  A.  J.  Pressland,  M.  A. 
and  Ch.  Twbedie,  M.A.  (25  hoofdst.,  343  biz).  Edinburgh, 
Oliver  &  Boyd,  1900. 

Dit  werkje  maakt  deel  uit  van  een  „educational  8eries*\  Het 
behandelt  op  verdienstelijke  wijze  de  goniometrie  en  de  recht- 
lynige  trigonometrie  en  bevat  een  aantal  vraagstukken.     S*, 
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STEVIN'S  PROBLKMATA  GEOMETRICA 

l 


N.  L.  W.  A.  GRAVELAAR. 
(Deventer.) 


Le  plus  souvent  on  ne  veut  savoir  que 
pour  en  parier.  Pascal. 

„Die  eigentlicb  mathematisch  en  Sohriften  Stevins'^  zegt 
Moritz  Cantor  in  zijn  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathe- 
matik,  2*"  Band,  Leipzig  1892,  pp.  528-529,  „nöthigen  una 
ihm  mehrfach  unsere  Aufmerksamkeit  zuzuwenden.  Für*8  Erste 
haben  wir  es  mit  seinen  geometrischen  und  mechanischen  Wer- 
ken zu  thun ,  wobei  aber  eine  Schwierigkeit  auftritt.  Die  weit- 
aus  Yerbreitetste  Ausgabe  von  Stevins  Werken  ist  diefranzösi- 
sche  Uebersetzuiig  durch  AlbertGirard,  welche  nach  Stevins 
Tode  vorbercitet  erst  1684  nach  Girards  Tode  herauskam.  Bei 
der  an  Unauffirdbarkeit  grenzenden  Seltenheit  der  früheren 
Drucke  ist  es  uns  unmöglich  zu  bestimmen ,  wie  weit  in  dieser 
Oirard'schen  Gesammtausgabe ,  abgesehen  von  Zusatzen  des 
HerauBgebers ,  welche  durch  Beisetzung  von  dessen  Namen  als 
solche  gekennzeichnet  sind ,  noch  Yeranderungen  eintraten.  Ob 
z.  B.  die  fünf  Bücher  geometrischer  Aufgaben  von  1585  in  den 
sechs  Büchern  De  la  practique  de  Geometrie  unserer  Ausgabe 
enthalten  sind,  lasst  sich  nicht  entnehmen.  ünwahrscheinlich 
ist  es  nicht,  aber  denkbar  ware  auch,  dass  jene  erste  geome- 
trische Schrift  für  uns  ganzlich  verloren  gegaugen  ware.  Die 
letztcre  Möglichkeit  beruht  darauf,  dass  in  der  lateinischen 
Ausgabe  von  1605—1608,  welche  in  manchen  Dingen  vonder 
französischen  sich  unterscheiden  soil,  und  welche  namentlich 
eine  Abtheilung  De  miscellaneis  bcsitzt,  welche  dort  ganz  fehit 
(Kastner  III.  407),  auch  ein  Verzeichuiss  von  Schriften  sich 
findet ,  welche  batten  abgedruckt  werden  sollen ,  aber  Yom  Her- 
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ausgeber  noch  nicht  druckfertig  gestellt  werden  konnten  und 
desshalb  yorlaufig  zurückgelegt  wurden  (Kastncr  lll,  410—441), 
Allerdings  sind  die  Problemata  geometrica  weder  in  den 
Miscellaneis  noch  in  dem  Verzeichnisse  fehlender  Stücke  ent- 
halten,  und  darait  ist  für  die  erstere  Möglichkeit  eine  Stütze 
gewonnen,  welche  durch  einen  Ausspruch  des  Adriaen  van 
Room  en  von  1593  wesentlich  verstarkt  wird.  Dieser  berichtet 
namlich  (Quetelet  pag.  167,  Note  1)  Ton  einem  umfassenden  geo- 
metrischen  Werke  Steyins,  an  welchem  derselbe  arbeite,  nach- 
dem  er  1583  (P)  eine  Probe  dayon  in  den  fünf  Büchern  Auf- 
gaben  gegeben  habe.'*  ^) 

Ik  stel  mij  Yoor  de  queestiën,  door  Cantor  opgeworpen,  tot 
klaarheid  te  brengen:  bronnen,  om  uit  te  putten,  behooren  in 
ons  land  niet,  als  elders,  tot  de  zeldzaamheden. 

Laat  mij  beginnen  met  een  opgaaf  van  Btevin's  geschriften, 
bewerkt  naar: 

Bierens  de  Haan,  Bouwstoffen  yoor  de  Geschiedenis  der 
Wis-  en  Natuurkundige  Wetenschappen  in  de  Nederlanden, 
2'  Verz.,  1887,  No.  XXV,  waar  men  de  volledige  titels  en 
inhouden,  de  herdrukken  en  vertalingen,  die  van  verscheidene 
het  licht  hebben  gezien,  en  meer  wetenswaardigheden  vermeld 
vindt : 

1)  Tafelen  van  Interest,  Leiden  1582,  8°.  92  pp. 

2)  Problemata  Geometrica,  Antwerpen  [1583],  4®.  119  pp. 

3)  Dialectike  ofte  Bewyscoust,  Leiden  1585,  8°.  196  pp. 

4)  De  Thiende,  Leiden  1585,  8°.  36  pp. 

5)  L'Arithmetique,  Leiden  1585,  8^  680  pp. 

6)  La  Pratique  d'Arithmetique ,  Leiden  1585,  8°.  216  pp., 
waarin  ook  de  Tafelen  van  Interest  en  De  Thiende  zijn  opge- 

'  nomen. 

Nos.  5  en  6  verschenen  in  één  band. 

7)  De  Beghinselen  der  Weeghconst,  Leiden  1586,  4°.  132  pp. 

8)  De  Weeghdaet,  Leiden  1586,  44  pp. 

9)  De  Beghinselen  des  Watorwichts,  Leiden  1586,  4®.  72  pp. 
Nos.  7,  8  en  9  verschenen  in  één  band. 


^)     Omtrent    dit    citaat  en    dat  in  de  noot  op  p.  i03,  die  in  den  2*»  druk 
van  1900  op  p.  573  en  p.  620,  Noot  3) ,  voorkomen ,  zie  men  aldaar  Vorwort , 

p.  Vin. 
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IQ)  Pe  mot«  co6^,  Leiden  1589,  8^ 

11)  Viie  Politiee,  Het  B^rgherKok  levea,  ^dea  IS^fll, 
8^  M  pp. 

12)  Appeodice  Algebraïque,  1694,  8^  8  pp. 

13)  De  Sterctenbouwiog,  Leiden  1594,  4^  99  pp. 

14)  De  HavenviadiDg,  Leiden  1599,  i?.  28  pp. 

15)  Gemeene  Regbel  op  Geaanterie,  1605. 

ia)  Wiflcenstige  Gedacbteniasen,  Leiden  1608,  2"^.  1686  p()u, 
WMrin  ook  De  Havcnvinding  (1*  Stuck,  2'  Deel,  5'  Bouck), 
Pe  Peghinflcleq  der  Weeghoonat  (4*  Stuck,  1'  en  2'  Bouck), 
De  Weeghdaet  (4*  Stuck,  3*  Bouck)  en  De  Begbinaelen  des 
Waterwicbts  (4*  Stuci^,  4'  en  5'  Bouck)  zyn  opgenomen. 

17)  Castrametatio,  dat  ia  Legermeting,  liotterdant  16I7> 
2^.  64  pp. 

18)  Nieuwe  Maniere  van  Sterctebou ,  door  Spilsluysen , 
lietterdanA  1617,  2^  Q4  pp. 

Nos.  17  en  18  yerschenen  in  één  band. 

19)  Malerio  Politic»,  Burgherlicke  Stoffen,  Leiden  1649, 
4^  297  pp.,  waarin  ook  Het  Burgberlick  leven  (2  Onderacheyt) 
en  de  Qemeene  Regbel  op  Geaanterie  (5  Onderacbeyt)  zgn 
epgenomeq. 

aO)  Verrechting  van  Domeine,  Leiden  1649,  4?.  427  ppw, 
waarin  ook  uit  do  Wiaconatige  Gedachteniaaen  (5*  Stuck»  2* 
Deel)  de  Yoratelicke  Bouckhouding  in  Domeine  en  Fipance 
Slxtraordioaire,  op  de  Italiaenacbo  Wyae,  ia  opgenomen. 

Noa.  19  en  20,  ,uyt  [Stevin'a]  naegelate  Hantfohriftpn  by 
een  geftelt  door  Sijn  [oudaten]  Soon  Hendrick  Stevin ,  Heere 
van  Alpbei^,  van  Schrevelfrecht ,  &c.'\  veraobenen  ia  één 
band. 

21)  Grondat^en  van  oen  vaate  regeering,  2«  druk,  1754. 

22)  Vanden  Handel  der  Watermolena,  4®.  34  pp.,  en  Yap- 
den  Handel  der  Waterachuyring,  4°.  84  pp.,  in:  ^enrie  Stevin, 
Wiaconaticb  Filoaofiach  Bedryf,  met  afzonderlijk  Plaetboec, 
Leiden  1667,  X.  en  XL  Boec. 

29)  Yaade  Spiegeling  der  Singconat,  8^  39  pp.,  enVande 
Molena.  Qereviceert  door  denProfeaaor  Goliua.  1634.,  8®.  32 
pp.,  in:  Bierena  de  Haan,  t.  a.  p.,  Noa.  XXVI  en  XXVII, 
en  afzonderlijk :  Amaterdam  1884. 

Stevio'a  Wiaconatige  Gedacbtenieaen ,  „Inhoudende  t'gbene 
daer  hem  in  gheoeffent  heeft  Den  Doorlvchtichaten  HoochgheUoren 
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Vtoril  Mde  Bèef«,  HaTïits  Prino^  tM  0^aett]^ell,  (S^y^  tan 
Naflau ,  Catzcnellenbogen ,  YiatitlM ,  UfVeM  êoi.  Ifar6kffaèf 
YAlide^  Yere,  ende  Tliflinghen  ftc.  Heidfe  èet  Stadt  O^vo 
ende  S'landts  van  Cuyc,  S*.  Vyt,  DaeTbotcb  ftc.  Gonyerti^ut 
van  O^lderlant,  Hollant,  Zeelant,  Weetyrieflant,  Zutf>li«n, 
Vtrecht,  Ovefyflbl  Ac.  Opperste  Veltheét  vande  Tereenichde 
Nederlanden,  Admirael  generael  Tander  Zee  &c/',  fa  «elfs 
verschillende  opmerkingen  van  „fijn  Vorstelicke  Qhettade" 
bevattende ,  zijn  verdeeld  in  vijf  stncken : 

1)  vaot  Weereltachrift  [cosmographie ,  92-1  pp.,  Van  1608], 
dat  uit  drie  deelen  bestaat : 

a)  vanden  Driehouckbandel  [trigonometrie,  374  pp.], 

b)  vant  ïlertclootschrift  [geographie,  192  pp.], 

c)  vanden  Hemelloop  [astronomie,  358  pp.]; 

2)  vande  Meetdaet  [204  pp.,  van  1605]; 

3}  vande  Deursichtighe  [perspectief,  terugkaatsing  van  het 
licht  in  vlakke  en  gebogen  spiegels,  108  pp.,  van  1605]; 

4)  vande  Weeghconst  [statica  der  vaste  lichamen  en  vloei- 
stoffen,  220  pp.,  van  1605]; 

5)  vande  Ghemengde  Stoffen  [22)  pp.,  van  1608],  dat 
uit  twee  deelen  bestaat: 

a)  vande  Telconstighe  Anteyckeninghen  [8  pp.] , 

b)  vande  Yorstelicke  Bouckhouding  in  Demeine  en  l^inance 
Extraordinaife  [203  pp.]. 

Aan  het  einde  van  het  werk  (5"  Stuck,  p.  107)  vindt  nieft  een 
lyst  9 Van  Ettelicke  Ghebrekende  ftoifen ,  die  inde  voofgaende 
Cortbegrijpen  [vóór  de  Stucken  ,  Deelen ,  Ëoucken ,  enz.]  wel 
gfaestelt  vvefende ,  nochtans  daer  na  onbefchreven  Pyn  ghebleven. 

Ten  eerften  de  WanfchaeuwiBg  [breking  van  het  liofat] , 
wefende  het  3  bouck  des  derde  ftacx  vande  Deurrrchtighè. 

Ten  tweeden  de  Watertrecking,  wefeude  het  5  deel  des  By  vougs 
int  vierde  ftuck  der  Weeghconft. 

Ten  derden  het  Locht wicht ,  wefende  het  6  deel  des  By  voughs 
int  vierde  ft  nek  der  Weeghconft. 

Ten  vierden  gebreken  inde  Telcjnftige  anteyökeninghen 
verfcheyden  Hooftftucken ,  wefende  het  l  deel  des  vijfde  ftaóx 
vande  Ohemengde  ftoffen. 

Tea  vijfden  SpiegheUng  [theorie]  der  Siogconft ,  wefende  het 
3  deel  des  vijfde  ftucx  vande  Ghemengde  ftoffen-. 
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Ten  feften  den  Huyfbou,  wefende  het  4  deel  des  ygfde 
ftacx  vande  Ohemengde  ftoffen. 

Ten  fevenden  den  Grgchshandel ,  wefende  het  5  deel  des 
yjjfde  ftucx  yande  Ghemengde  ftoffen. 

Ten  achtften  Yerfcheyden  anteyckeninghen ,  wefende  het 
6  deel  des  vijfde  ftucx  vande  Ghemengde  ftoffen. 

D'oirfaeck  waerom  die  niet  gheftelt  en  (gn  na  tinhoudt  der 
yporfchreven  Cortbegrijpen ,  is  datfe  niet  yolcommelick  genouch 
gereet  en  waren ,  doen  den  Drucker  [lan  Bouwenfz.  woonende 
op  de  hoogelantfche  Eerckgraft  tot  Leyden]  niet  langher  by 
hem  en  begheerde  te  bewaren  datter  een  tijt  lanck  tot  fljn 
achterdeel  ghedruckt  hadde  gheleghen :  Sulcx  dat  mijn 
voornemen  nu  is  de  bovefchreven  reft  ter  gheleghender  tijt  te 
laten  uytgaen.*', 

waarvan  evenwel  niet  gekomen  is. 

De  Wisconstige  Gedachtenissen  werden  door  den  Leidschen 
Hoogleeraar  Wiliebrordus  Snellius  in  het  Latijn  vertaald  onder 
den  tiiel: 

Hypomnemata  Mathematica,  Leiden  1608,  2  Dl.,  2^  1571  pp.  ,>) 


')  Bij  Cantor,  t.  a.  p..  II  p.  569  Noot  2),  vindt  men  aanget eekend :  ,Der 
II.  Band  der  Hypomnemata  erschien  1605,  der  I.  erst  3  Jahre  sp&ter  1608. 
Der  Grund  lag  darin,  dass  die  Schriften  des  I.  Bandes  noch  ins  Lateinische 
zu  Qbersetzen  waren,  wahrend  die  des  II.  Bandes  ursprOngUch  lateinisch  verfasst 
waren." 

Vanwaar  deze  dwaling?  De  Wisconstige  Gedachtenissen  verschenen  ïd  één 
deel  met  één  algcmeenen  titel  en  vMtr  ieder  van  de  vijf  stukken  een  der^elijken 
bijzonderen  titel.  Evenzoo  de  Hypomnemata  Mathematica,  die  evenwel  in  twee 
deelen  het  licht  zagen;  het  2*  deel  bevat  de  stukken  2 — 5  en  begint  met  den 
bijzonderen  titel  van  het  2*^  stuk,  zonder  dat  een  algemeene  titel  voorafgaat. 
Volgens  den  algemeenen  titel  van  het  werk  (in  het  1*  deel)  zijn  de  Hypomnemata 
Mathematica  door  Stevin  geschreven  en  door  Snellius  uit  het  Nederduitsch  in 
het  Latijn  overgezet  (A  Simone  Stevino  confcripta,  &  è  Belgico  in  Latinum 
^  Wil.  Sn.  converfa.);  de  bijzondere  titels  der  vijf  stukken  vermelden  alleen, 
dat  Stevin  de  schrijver  is  (2*,  3*  en  4*  st.:  Confcriptus  k  Simone  Stevino 
Brugensi.;  1<^  en  5'  st.:  Confcriptus  k  Simone  Stevino.).  Verder  vbdt  men  op  den 
algemeenen  titel  het  jaartal  1608  en  op  de  bijzondere  titels  van  het  2%  S**  en  4" 
stuk  het  jaartal  1605  en  op  die  van  het  1*  en  5*^  stuk  het  jaartal  1608.  Cantor, 
die  den  bijzonderen  titel  van  het  2'^  stuk  voor  den  algemeenen  titel  van  hel  2' 
deel  zal  hebben  aangezien,  moest  dus  wel  meenen,  dat  alleen  het  1«  deel  vertaald 
was,  waardoor  tevens  verklaard  werd,  waarom  het  1*  deel  van  1608  en  het 
2'  deel  van  1605  dateerde. 


Ill 

en  door  Jean  Tuning,  Secretaris  yan  Prins  Frederik  Hendrik, 
in  het  Fransch  onder  dien  Tan: 

Memoires  Mathematiques ,  Leiden  1608,  2^.  808  pp. 

De  Fransche  uitgaaf  beyat  evenwel  slechts  de  yertaling 
▼an  den  Driehouckhandel  (1*  st.  1*  dl.),  yan  bk.  1—4  van  de 
Meetdaet  (2*  st.) ,  die  zes  boeken  telt,  van  de  Yerschaeuwing 
(perspectief,  3*  st.  1*  bk.)  en  van  de  Yorstelicke  Bouckhouding 
(5*  St,  2*  dl). 

Ook  treft  men  stuk  1—4  der  Wisconstige  Gedachtenissen 
als  , Memoires  Mathematiques  du  Prince  Maurice  de  Nassau" 
aan  in: 

Oirard,  Les  Oeuvres  Mathematiques  de  Simon  Stevin ,  Leiden 
1634,  2°.  910  pp., 

waarin  buitendien  de  Arithmetique,  de  Pratique  d'Arithmetique, 
de  Castrametatio ,  de  Nieuwe  Maniere  van  Sterctebou  door 
Spilsluysen  en  de  Sterctenbouwing  zijn  opgenomen  „Ie  tout 
reveu ,  corrigé,  &  augmenté  par  Albert  Qirard  Samielois  [d.  w.  z. 
van  Saint-Mihil  in  Lotharingen] ,  Mathematicien". 

De  Igst  der  „ghebrekende  stoffen"  komt  natuurlijk  in  de 
uitgaven  van  Tuning  en  Girard  niet  voor. 

Yoor  hem,  die  Stevin's  werken  wil  leeren  kennen,  zijn 
Girard's  Oeuvres  Mathematiques  de  Stevin ,  en  de ,  door 
Hendric  Stevin  in  één  band  uitgegeven ,  Materifls  Politic»  en 
Yerrechting  van  Domeine  de  aangewezen  bronnen.  Cantor 
bedient  zich  uitsluitend  van  Girard's  uitgaaf. 

Yoor  de  handschriften  van  Stevin  schijnt  na  diens  dood  in 
1620  weinig  zorg  gedragen  te  zijn,  waarover  zijn  zoon  Hendrick 
zich  meermalen  bekletagt. 

In  de  Materise  Politic»  van  1649  zegt  hij  op  p.  3  van  de 
Opdracht  aan  Prins  Willem  II,  dat  de  handschriften  zijns 
vaders 'door  „ontijdighe  aflijvicheyt,  onghoformt  ghebleven,  en 
daer  na,  deur  ander  verfuym,  van  veele  der  volmaeckfte 
gheflft"  zijn,  en  zijn  „Hendrick  Stevin  Aenden  Leser"  begint 
aldus:  „Ghemerckt  het  voornemen  niet  en  was  de  eerftgedruckte 
Wifconftighe  ghedachteniflen,  welcke  na  des  Schrijvers  eyntlicke 


Buitendien  schijnt  Cantor  dit  werk  slechts  te  kennen  uit  de  beschrijving  bij 
Kastner,  Geschichte  der  Mathcmatik,  3*«'  Band,  Göttingen  1799,  van  een 
exemplaar  zonder  den  algemeenen  titel  en  zonder  de  opdracht  van  Snellius  aan 
Prins  Maurits;  de  algemeene  titel  wordt  door  K&stner  later  a^sonderlijk  opgegeven. 


lis 

mÊjmmg  glwfekiAt  (ijm,  i»  htrfcwofcftn ,  om  dt  gb6««,  die 
door  mj  lichteiick  meer  Terwart  daa  glieredt  Tullea  gheoirdedl 
worden  te  Gjb  ,  daer  by  te  TougliMi ;  Meer  defe ,  Tarn  die 
afghefcheyden  9  beibaderlicic  ayt  te  gheven,  oni  tuflchen  d'een 
en  d'ander  een  merckelick  ooderfcheyt  te  maken ,  (te  meer 
alfoo  wy  dear  Terfcheyden  onachtfaembeden ,  na  dee  Scbrg^eFB 
oTerlgden,  Tande  meeftvolmaeckfie  fijn  ontbloot  gheworden, 
welcker  Teele ,  behal^en  de  fekerheyt  die  wy,  Too  dear  eyghen 
ghebengbenia,  als  gbeloofweerdigbe  gbetnygheniflen  Tan 
anderen  daer  af  bebben,  nyt  de  felTo  eerflgednickte  biycken 
can  in  wefen  te  fijn  gbeweeft)  Too  beb  ick  my  an  d'oirdeo  die 
fommigbe  der  ftncken  of  deelen  Tan  dien  in't  Gortbegrgp  des 
Tijfden  Stucx  der  feWe  eerfighedrucktey  gbegboTen  was,  niet 
ghenootfaekt  gbeTonden  te  yerbinden,  maer  die  na  't  gbene  my  de 
omftandigben  en  eygben  bewegbinghen  fcbenen  te  Tereyflbhen , 
gbefcbiokt" 

En  in  sijn  Wisoonsticb  Filosofiscb  Bedryf  yan  1667  leeet 
men  op  p.  5  Tan  bet  1*  boek :  ^8gn  [wg]  alweer  aeat  berinyfen , 
en  denrfnaffelen  Toornamentlic  der  blade  yande  yoomoemde 
boeken  en  bantfobriffeen  gevallen :  Ende  daer  in  ten  leften 
fo  laetdnnckende  geworden ;  Dat  wy  de  haatfchriften  (welke 
an  dear  onachtfaembeyt ,  al  yeel  jaren  ender  yerfcbeyden 
geleerde  handen  waren  yertroat,  fonder  yets  anders,  onfes 
wetens ,  daer  me  yerricht  te  sgn ,  als  datfe  yan  vele  yoltrookene 
delen ,  daer  wy  genoegfame  kennu  af  menen  te  hebben ,  geledigt, 
en  fttlx  de  reft  heel  ongeret ,  wijt  en  sgt  deur  nialcander 
yerftroyt  waren)  naer  ons  de  faec  genoegfaem  docht  te  mogen 
lyen,  tot  fekere  by  eencomften  brachten:  Ende  eyntlic  daer 
ikyt  een  boec  fchifceden,  dat  wy  al  oyer  achtien  faren  onder 
den  naem  yan  Bargerlicke  ftoffen  lieten  dmcken*';  en  op  p.  8 
yan  het  2*  boek :  ,  Hebbende  ons  Broeder  Fredric  Stevin  lal. 
in  fya  joncheyt,  geleden  ontrent  dertich  jaren ,  ter  ftudi  gelq^ , 
by  enen  Heer  Abraham  Beecman,  doen  Beotor  tot  Rotterdam, 
en  groot  liefhebber  der  Wifconften ;  hadde  hy  Beeeman»  by 
die  gelegentheyt ,  de  hantfcfariften  oafes  Vaders  Sioroa  Steyini 
die  onder  ons  Moeder  doen  noch  overich  waren  (zgnde  deur 
haer  onbedacht  toelaten  te  yoren  al  yan  vele  der  yoornaemfte 
gelift)  COC  ia  hande  gekregen;  En  daer  uyt  yerfcheyde  ftoffen 
in  een  boec  yan  meer  andere  zgnder  eygen  aenteyckeniagen 
-evergedra^a :   En  onder  anderen  etteiicke  gedachtenifteo  yan 
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watermolens  en  ander  cam  en  Ilaef^erc,  dat  wg  t'zgpderitgt 
en  plaets  hier  of  elders  menen  op  ,te  geVen".  '     ^ 

Achter  de  Verrechting  van  Domeine  van  1649  (pp.  13j9  — 
150)  vindt  men  de  .Tytels  En  Cortbegrypen  Der  Stucfcen 
welcke  gehooren  totte  wisconflige  gedachtenifTen ,  inhoudende 
'tgeene  daer  hem  in  geoeiFent  heeft  den  Doorluchtichften  Yorft 
en  Heere  Maurits  Prinze  van  Orange  &c.  Ho.  Lo.  Memorie, 
Befchreven  deur  Zal.  Simon  Stevin  Van  Brugge ,  fo  die  uy t 
des  felfs  nagelaten  bandtfchriften  fijn  by  een  gheftelt  deur  fyn 

.  Soon  Hendrick  Stevin.  Ende  hier  gevought  ten  eynde  als  inde 
voorreden  an  den  Lefer  [in  de  Materi»  Politicse]  is  verklaerfc.", 
alwaar  men  (pp.  3-4)  leest:  ,[Ik]  ga  voort  om  te  fegghen 
waerom  ick  hier  noch  by  ghevougbt  heb  de  Opfchriften  ein 
Cort  begrijpen  ghenoughfaem  van  al  't  ghene  anmerckens 
weerdich  my  ter  hant  gecommen:  Wanttet  ghebeuren  conde, 
dat  ymant  fommighe  der  voorfchreve  vermifte  ftucken  ontmoet 
Ojnde  en  dienvolghens  het  werck  volmaeckter  kennende,  mijn 
mifgrepen  overal  befcheydelick  an  wees,  waer  deur  men  niet 
alleen  dien  lafler  te  draghen,  maer  oock  den  becoftigher  des 
drucx  te  ghewifier  ghevaer  van  verlies  te  verwachten  had , 
foo  men  ten  eerden  alles  uytgave,  foo  docht  my  gheen  beter 
middel  om  daer  teghen  te  voorfien,  als  deur  het  uytgheven 
defer  Opfchrifteo  en  Cort  begrijpen  bekent  te  maken,  hoe  't 
mette  faeck  in  't  gheheel  gheleghen  is ,  of  miiTchiea  de  Beiitters 
der  meergbemelte  vermifte  ftucken,  fiende  wat  ons  foo  in  ftof 
als  form  ghebreeckt,  mochten  bewoghen  worden  tijdelick 
anwijnDg  daer  af  te  doen ,  't  fy  met  die  deur  den  druok  ghe- 
meen  te  maken  of  anders ;    Want  \vy  daerom  geeren  't  genot 

.  des  Octroys,  fooder  eenich  in  gheleghen  is,  willen  afftaen; 
Welverftaende  in  ghevalle  bewefen  of  oos  verthooot  wort,  die 
na  des  Schrijvers  overlijden  oirfpronckelick  niet  gbecommen  te 
wefen  uyt  des  felfs  hantfchriften,  jeghenwoordich  onder  ons 
beruft^nde,  maer  uyt  eenighe  der  voorfchreve  vermifte." 

Bedoelde   stukken,   in    1649    onder   Hendrick  Stevin  berus- 
tende, waren: 

1)  Vande  Crychconst. 

2)  Vanden  Huysbau. 

3)  Spiegeling  der  Singoonst. 

4)  Byvouch  der  Singoonst. 

6)    Vande  tweede  one  ven  they  t  [vereffening]  na  myn  gevoelen. 
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6)  Tande  Hetaelproaf. 

7)  YerrechtiDg  van  Domeine. 

8)  Nederduytsche  Dialectica. 

9)  Nederduytsche  Retorica. 
10)  Nederduytsche  Dichtconst 

No8.  1  en  2  zijn  grootendeels  dx>r  Hendrick  Stevin  in 
de  Materin  Politicie  opgenomen;  een  deel  van  het  6®  boek, 
Yan  aldervolmaecBte  Cammen  en  Staden ,  en  het  11"  boek, 
Tanden  Handel  der  Waterschnyriug ,  in  diens  Wieconstich 
Filosofisch  Bedryf  zijn  CYeneens  aan  No.  2  ontleend.  De  Ko- 
ninklijke Bibliotheek  te  *s-Qrayenhage  bezit  yan  Kos.  1  en  2 
een  fraai  afschrift  in  drie  deelen  yan  40,  87  en  98  pp.  2^., 
door  Hendrick  Stevin  aan  Prins  Frederik  Hendrik  aangeboden. 

Nos.  8  en  4  zijn  door  Bierens  de  Haan  in  de  Bibliotheek 
der  Koninklijke  Akademie  yan  Wetenschappen  teruggeyonden 
en  uitgegeyen,  tegelijk  met  een  handschrift  Vande  Molens, 
in  onze  lijst  niet  genoemd ,  dat  grootendeels  eenslnidend  is  met 
het  10*  boek.  Vanden  Handel  der  Watermolens,  in  Hendrick 
Stevin^s  Wisconstich  Filosofisch  Bedryf. 

No.  8  yormt  de  yerbeterde  en  yeranderde  kopg  yan  de 
Dialectike  yan  1586. 

Yan  Nos.  5,  6»  9  en  10  zgn  slechts  de  Cortbegrgpen  be- 
kend, door  Hendrick  Steyin  medegedeeld. 

Nu  we  de  titels  zoowel  yan  Stevin's  in  druk  yerschenen 
werken  als  yan  diens  nagelaten  handschriften,  yoor  zooyerre 
deze  niet  yerloren  zijn  gegaan,  hebben  leeren  kennen,  moeten 
we,  om  er  de  Problemata  Oeometrica  mede  te  kunnen  yerge- 
lljken,  even  stilstaan  bij  het  2*  stuk  yan  de  Wisconstige  Oe- 
dachtenissen ,  dat  „ Yande  Meetdaet",  d.  w.  z.  oyer  de  practijk 
der  meetkunde,  handelt  en  203  foliobladzgden  beslaat. 

In  het  Cortbegryp,  dat  yoorafgaat,  deelt  Steyin  een  en  ander 
mede  omtrent  de  eigenaardige  inrichting  yan  dit  werk: 

„AIsoo  my  beieghent  yyas  een  Meetdaet  te  befchrgyen  om 
lijn  Yorstelicke  Ghenade  hem  in  te  oeffene  (die  ick  daer  na 
deur  hem  oock  yerbetert  en  yermeerdert  yant ,  als  int  yolghende 
blijcken  fal)  Soo  heb  ick  o?erleyt  de  ghemeenfchap  tuflTchen 
grootheyt  en  ghetal  fulcx  te  yyefen  dat  yyat  men  met  d'een  doet 
der  ghelgck  met  d'ander  oock  can  ghedaeo  worden:  Hier  uyt 
heb   ick   my    yoorgheilelt   inde   lelve  Meotdaet  een  oirden  te 
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Tolghea  lyckformioh  mette  ghene  die  ghemeenliok  faj  Telen  ia- 
de  Telconft  gebruyckt  vrort:  Hoedanich  is  dieP  Ten  eerften 
men  leerter  talletterB  maken.  Ten  tTveeden  haer  weerde  nyt- 
fpreken  of  kennen  als  dit  7  fe?en  te  doen ,  dat  26  feflentyyintich. 
Ten  derden  de  vier  gemeene  afcomsten  als  Vergaren,  Aftrecken, 
Menichvuldighen,  en  Deeleu.  Ten  vierden  de  Reghel  der 
Everedenheyt.  Ten  vijfden  de  Regliel  der  everedelicke  deeling. 
Ten  festen  de  Yerkeering  der  gebrokens  tot  een  gemeen  noemer, 
vvaer  deur  fy  bereyt  worden  om  daer  mede  te  vvercken  gelijck 
men  met  heele  ghetalen  doet. 

YVelcke  oirden  na  t'ghemeen  oirdeel  natuerlick  ende  bequaem 
in  ghetalen  (ijnde,  vvaer  deurmen  een  ghemeene  gront  crgcht, 
tot  afveerdiging  van  veel  Telconstighe  verfchillen  ons  diokvvils 
ontmoetende.  Soo  fullen  vvy  der  ghelgcke  met  grootheyt  in 
defe  Meotdaet  volgen,  achtende  alfoo  in  vveynich  ghefohrifk 
veel  ftof  te  begrijpen  ende  een  ghemeene  gront  te  legghen ,  vvaer 
dear  den  ghénen  die  verftaende,  veel  Meetconftighe  verfchillen 
hem  te  vooren  commende  fal  connen  afveerdigen.  YYg  fallen 
dan  eerft  befchrijven  der  grootheden  Maeckfel  of  teyckening. 
Ten  tweeden  de  manier  om  haer  weerde  oyt  te  fpreken  of 
kennen,  als  door  meting  haer  begrijp  te  vinden.  Ten  derden 
de  vier  ghemeene  afcomsten  als  Yergaren ,  Aftrecken ,  Menich- 
valdighen  ^  en  Deelen.  Ten  vierden  de  Reghel  der  Everedenheyt. 
Ten  vgfdë  de  Regel  der  everedelicke  fnyding.  Ten  festen  de 
verkeering,  te  weten  onghelijcke  grootheden  tot  gelijcke,  om 
daer  mede  te  vvercken  foomen  met  gelijcke  doet,  daer  af 
befchrijvende  fes  verfcheyden  boucken.  Ende  alfoo  de  grootheyt 
drie  afcomflen  heeft,  namelick  lini,  vlack,  en  lichaem,  foo  fal 
elck  bouck  drie  deelen  hebben;  T'eerste  van  linien,  Het 
tweede  van  vlacken:  Het  derde  van  lichamen,  ende  elck  deel 
fijn  noodige  voorflellen:  Noch  vervoughende  daer  de  ghele- 
ghentheyt  voordert,  beneven  de  Meetconflighe  vyerckinghen 
door  grootheden ,  oock  haer  werckinghen  door  ghetalen,  vvelcke 
inde  daet,  hier  eens  voor  al  gefeyt,  fekerder  fljn  dan  de 
wifcoDstighe  door  de  grootheden  felf;  Hoe  wel  nochtans  de 
wifconftighe  ghemeenlick  gront  ende  oirfaeck  fijn,  vvaer  uyt  de 
wercking  door  ghetalen  gheformt  wort." 

De  Meetdaet  bestaat  dus  uit  zes  boucken : 

1)  yan  het  teyckenen  der  grootheden; 

2)  van  bet  meten  der  grootheden  ; 

8* 
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S)  vande  vier  afconiBteii  als  yergaring,  aftreokiiigy  menich- 
vulding,  en  deeling  der  grootheden; 

4)  yande  everedenheyts  reghel  der  grootheden; 

5)  yande  eyeredelicke  snyding  der  grootheden; 

6)  yan  t'  verkeeren   der   grootheden   in   ander   formen ; 

en  daar  de  grootheden  linien,  ylacken  en  lichamen  kannen 
^gn,  is  ieder  bouck  verdeeld  in  drie  deelen. 

Voor  de  bewijzen  van  de  toegepaste  regels  wordt  meestal 
naar  Enclides  en  Archimedes  verwezen. 

Bg  het  teyckenen  en  meten  der  grootheden  wordt,  sooals 
van  een  practicus  als  Stevin  te  verwachten  was,  de  Werkdadige 
Meetkunst  niet  vergeten:  we  leeren  twee  punten  door  een 
rechte  Ign  verbinden  door  middel  van  de  rechte  rge,  de 
flachlgn,  de  baeck  en  het  meterfcruys;  een  loodlijn  oprichten 
en  neerlaten  op  een  rechte  Ign  door  middel  van  den  leughen- 
fwee,  den  winckelhaeck  en  het  meterfcruys;  een  hoek  maken 
even  groot  als  een  gegeven  hoek  door  middel  van  het  meterfcruys, 
voorzien  van  traprondt  [graad verdeeling]  en  (ichtrge;  —  we 
worden  geoefend  in  het  gebruik  van  de  keten  en  de  roe  bg 
het  landtmeten ;  van  het  hangfnoer,  het  waterpas,  hethanghende 
rondt  en  de  drieroe  (triquetrum)  bg  de  bepaling  van  onghenake- 
licke  langhden,  als  daar  zijn  de  afstand  van  een  paar  ontoe- 
gankelijke punten,  de  hoogte  van  verwgderde  torens,  van 
dijken,  wallen,  bolwerken,  enz. 

Behalve  loodlijnen  en  evenwijdigen  leeren  we  in  het  1*  boek 
construeeren  den  cirkel,  de  ellips,  de  doorsnede  van  een 
omwentelingskegel  en  -ellipsoïde  met  een  plat  vlak,  de 
spiraal  van  Archimedes,  een  kromme  lijn,  een  veelhoek  en 
een  veel  vlak,  gelijkvormig  met  een  gegeven  kromme  Ign,  een 
gegeven  veelhoek  en  een  gegeven  veel  vlak,  alsmede  de 
netwerken  van  de  vijf  regelmatige  en  van  acht  halfregelmatige 
veel  vlakken. 

Bg  de  constructie  van  de  ellips  op  gegeven  assen  bedient 
Stevin  zich: 

1)  van  de  stelling,  dat  elk  punt  van  een  rechte  Ign  een 
ellips  beschrijft,  als  twee  van  haar  punten  zich  langs  twee 
elkander  rechthoekig  sngdende  rechte  Ignen  bewegen,  waarbg 
het  beschrgvende  punt  op  een  der  verlengsels  van  de  verbin- 
dingslijn der  vaste  punten  wordt  aangenomen; 

2)  van  de  bepaling  der  ellips; 
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3)  yan  de  stelling,  dat  de  doorsnede  Tan  den  mantel  Tan 
een  omwentelingscylinder  met  een  plat  Tlak  een  ellips  is. 

Ook  leert  StOTin  in  een  ellips  de  assen  constmeeren,  alsmede, 
door  omkeering  Tan  de  constructie,  onder  1)  bedoeld,  de 
een  e  as  uit  de  andere  as  en  een  boog. 

Bij  de  constructie ,  onder  8)  bedoeld ,  alsmede  bij  die  Tan 
de  doorsnede  Tan  een  omwentelingskegel  en  -ellipsoïde  met 
een  plat  Tlak ,  neemt  SteTin  een  Tlak  ,  dat  door  de  as  loodrecht 
op  het  sniJTlak  aangebracht  is,  als  Tlak  Tan  teekening  aan 
en  bepaalt,  OTcnals  in  de  BeschriJTende  Meetkunde,  punten 
Tan  de  doorsnede  door  middel  Tan  hulpTlakken,  die  rechthoekig 
op  de  as  staan. 

in  de  boeken ,  die  Tolgen ,  Tindt  men  de  werkstukken 
meerendeels  „door  berekening"  opgelost ,  zooals  wij  gewoon  zijn 
ons  uit  te  drukken;  de  constructie  Tan  de  algebraïsche  Tormen, 
waartoe  wij  zouden  geraken ,  maar  die  door  StoTin  niet  worden 
opgeschroTen ,  berust  op  de  constructie : 

1)  Tan  de  derde  oTenredige  tot  twee  gegOTon  rechte  lijnen ; 

2)  Tan  de  Tierde  OTenredige  tot  drie  gegOTon  rechte  lijnen ; 
8)    Tan   de  middeloTenredige  tusschen  twee  gegOTen  rechte 

lijnen ; 

4)  Tan  de  twee  middeleTenredigen  tusschen  twee  gegoTon 
rechte  lijnen  „na  de  Tondt  Tan  Hero  waer  af  t'bewijs  ghedaen 
is  Tan  Eutochius  inde  uytlegging  des  2  boucx  Tanden  cloot 
en  de  feul  Tan  Archimedes"; 

werkstukken,  die  het  1*  deel  Tan  het  4'  boek  Tormen,  als- 
mede op  de  stelling  Tan  Pythagoras. 

De  constructie  Tan  twee  middeleTenredigen  (die  met  passer  en 
liniaal  niet  uitToerbaar  is)  wordt  in  de  Stereometrie  toegepast 
bij  werkstukken ,  die  beantwoorden  aan  werkstukken  in  de 
Planimetrie  ,  waarbij  de  constructie  Tan  één  middeloTenredige 
tot  het  doel  leidt. 

Moet  er  bT.  een  TeeWIak  geconstrueerd  worden,  dat  gelijk- 
Tormig  is  met  twee  gegoTon  gelijkTormige  TeeWlakken  en 
OTon  groot  als  hun  som  en  zijn  a  en  6  twee  geljjkstandige  lijnen 
Tan  de  gegoTon  TeelTlakken,  dan  is  ifi^{a^  +  fr')  de  gelgkstandige 
Ign  Tan  het  gOTraagde  TeeWIak,  die  men  bepaalt,  door  na 
elkander  ^te  constmeeren :  1)  de  derde  OTenredige  h^/a  tot 
a  en  h\  2)  de  derde  OTonredige  V^/a^  tot  b  en  l^/a ;  3)  de 
som   a  +  6Va^  van  a  en  h^/a^\   4)  de  twee  middeleTenredigen 
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l^a»  (a  +  6Va«)  =:-^(a«  +  b^  en  ^a  (a  +  ft»/a)«  tusschen  a  en 
a  +  ftVoa. 

In  het  bgzonder  handelt  het  8'  boek  over  de  optelling,  de 
aftrekking ,  de  vermenigvuldiging  (met  een  meetbaren  vennenig- 
Tuldiger)  en  de  (verhoudings-)  deeling  van  rechte  lijnen, 
cirkelomtrekken  ,  gelijkvormige  platte  vlakken  en  gelijkvormige 
lichamen ; 

het  4*  boek ,  behalve  over  de  reeds  genoemde  vrerkstakken , 
oyer  de  constructie: 

1)  van  een  rechte  lijn  bij  een  gegeven  rechte  Ign ,  zóó  dat 
deze  zich  verhouden  als  tvree  gegeven  gelijkyormige  platte 
vlakken  (lichamen); 

2)  van  een  plat  vlak  (lichaam)  gelijkvormig  met  een  gegeven 
plat  vlak  (lichaam),  zóó  dat  deze  zich  verhouden  als  twee  ge- 
geven rechte  lijnen ; 

3)  van  de  gelijkvormige  derde  evenredige  tot  twee  gegeven 
gelijkvormige   platte    vlakken  (lichamen); 

het  5'  boek  over  de  evenredige  verdeeling : 

1)  van  rechte  lijnen  ,  alsmede  over  de  wijze  ,  waarop  ,eenighe 
uyrwerckmakers  haer  raeyerkens  in  feer  even  ghedeelten 
teyckenen" ,  door  de  verdeeling  van  een  groeten  cirkel  „tuych- 
vverckelick"  op  een  kleinen  concentrischen cirkel  over  te  brengen; 

2)  van  veelhoeken  door  een  rechte  lijn: 

a)  uit  een  gegeven  punt  in  den  omtrek; 

b)  uit  een  willekeurig  gegeven  punt; 

c)  evenwijdig  aan  een  gegeven  rechte  lijn; 
werkstukken,    die    „inde    daet   haar   merckelick   ghebruyck^' 
hebben,    „als  onder  anderen  om  landen  in  begeerde  cavels  of 
fticken  te  deelen"; 

3)  van  prisma's  en  pyramiden  door  platte  vlakken: 

a)  overeenkomstig  die  onder  2,  c); 

b)  evenwijdig  aan  het  grondvlak; 

en  het  6'  boek  over  de  ^vormverandering  der  figuren,  o.  a. 
over  de  constructie  van  een  veelhoek  (veelvlak),  gelijkvormig 
met  een  gegeven  veelhoek  (veelvlak)  en  gelijk  aan  een  ander 
gegeven  veelhoek  (veelvlak). 

Ik  wil  dit  beknopt  overzicht  van  den  inhoud  dor  Meetdaet 
niet  eindigen,  zonder  er  op  te  wijzen,  dat  Stevin,  voor  wien 
onze  taal  de  „aldercierlickile ,  alderrijckfte,  ende  aldervolmaectfe 
Spraecke  d^r  Spraecken"  is,  zich  in  dit  werk,  evenals  elders, 
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uitfllaitend  van  NederlaDdsohe  termen  bedient.  Hg  spreekt  van 
driehoucky  vieiliouck,  enz.,  veelhouck  en  ghefohikte  [regelmatige] 
Teelhouck ;  van  viercant ,  rechthouck ,  ruyt ,  fcheefruyt  en  bijl 
[trapezium ,  aldas  genoemd  naar  den  vorm  der  eettafels  bij 
de  Qrieken  —  Or.  rpairc^a  =  tafel ,  van  nrpaQ  =  vier  en  viZa  = 
voet;  —  Stevin  verkiest  den  term,  bijl"  boven  den  meer  gebrai- 
kelijken  ,mensa"  ~  Lat.  mensa  =  tafel  —  , omdat  de  yierhouck 
met  twee  evewijdeghe  ende  twee  onevewijdighe  (ijden  (anflende 
de  bglen  en  tafels  foomenfe  nu  gemeenelick  maeckt)  beter  een 
bijl  dan  een  tafel  geljjckt"];  van  rondt,  halfmiddellijn ,  half- 
middellijndeel  [sector]  en  peezdeel  [segment];  van  lanckrondt 
[ellips] ,  brantfne  [parabool,  en  brander,  omwentelingsparaboloïde, 
omdat  ,dier  formen  daet  voornamelicxt  bestaet  int  ontsteken 
ofte  branden"] ,  walTendefne  [hyperbool]  en  flangtreck  [spiraal 
yan  Archimedes] ;  van  plat  en  bultich  vlack ;  van  rechtlinich 
plat  en  plattich  lichaem  ;  van  pylaer ,  naelde  ,  feul ,  keghel , 
ghecorte  keghel ,  doot ,  halfmiddellijnfne  eens  cloots  [belsector] 
en  eoordfne  eens  oloots  [bolsegment] ;  van  clootfche  [omwente- 
lingsellipsoïde] en  keghelfche  [omwentelingsparaboloïde  en  -hy- 
perboloïde];  van  ghefchickte  en  ghefchickte  ghefneen  lichamen 
[regelmatige  en  halfregelmatige  veelvlakken] ;  van  fcbilboocb 
[complement]  en  halfrontvervulling  [supplement];  van  houck- 
maet  [sinus],  fchilboochs  houckmaet  [cosinus] ,  raecklijn  [tangens] 
en  fnylijn  [secans]. 

Behalve  bg  Cantor  ')  vond  ik  Stevin's  Problemata  Oeometrica 
vermeld  bg  Van  Roemen*),  Hendrick  Stevin^),  Ooethals^), 
Steichen^),   Quetelet^)  en  Bierens  de  Haan  ^),  alsmede  in  de 

ï)     Cantor,  t.  a.  p.,  lï  p.  528. 

^)  Van  Roomen,  Ideae  Mathematicae  Pars  Prima,  sive  Methodus  polygo- 
norum  qua  laterum,  perimetrorum  et  arearum  cuiuscunque  polygon!  inuestigan- 
dorum  ratio  exactissima  et  certissima  vna  cum  drculi  quadra tura  continentur, 
Antwerpen  1593  en  Leuven  1593,  Voorrede. 

»)  Hendric  Stevin,  Wisconstich  Filosofisch  Bedryf,  Leiden  1667.  I  Boec , 
pp.  3--i. 

*)  Goethals.  Notice  Uistorique  sur  la  Vie  et  les  Travaux  de  Simon  Stevin, 
de  Bruges,  Brussel  1842,  pp.  5  en  62. 

^  Steichen,  Mémoire  sur  la  Vie  et  les  Travaux  de  Simon  Stevin,  Brussel 
1846,  pp.  6.  100—103  en  190—197. 

^)  Quetelet,  Histoire  des  Sciences  Mathématiques  et  Physiques  chez  les 
Belges,  Brussel  1864,  p.  167  Noot. 

7)    Bierens  de  Haan,  t.  a.  p.,  pp.  186—187  en  214—215. 
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bibliographieen  van  Andreas*),    SweertioB»),  Vossius»),  Pop- 
pens*),  Bayle*),  Jocher*)  en  Yander  Haegheo  *>. 

Adriaan  van  Roomen  (Romanus,  geb.  1561  te  Leuven ,  overL 
1615  te  Mainz),  medicus  en  wiskunstenaar,  deelt  in  zijn  Idea 
Mathematica,  waarin  de  verhouding  van  den  omtrek  van  een 
cirkel  tot  zijn  middellijn  in  vijftien  decimalen  benaderd  wordt, 
een  en  ander  mede  omtrent  de  voornaamste  mathematici  van 
zjjn  tijd.     Yan  Stevin  zegt  hij : 

„Simon  Stevinus  Brugensis  vir  certë  supra  communem  omnium 
captum,    in   Mathesi  versatus   Arithmeticam  absoluta  methodo 
Oallicë  conscriptam  ,  in  lucem  emisit ,  ac  talem  quidem  ,  ut  si 
nihil    aliud    ab    eo  expectaretur ,  jam  omnibus  satis  se  mundo 
fuisse    utilissimum     declarasset ;     in    ea    etenim   Arithmeticae 
vulgaris     atque    etiam     figuratae    seu     Cossicae    regulas,     in 
pulchriorem  qnam  hactenus  ab  ullo  factum  sit ,  ordinem  digessit, 
praxin  subjungit,  Diophantum  illustravit,  Euclidis  totum  librum 
decimum,  qui  est  de  incommensurabilibus  quantitatibus ,  paucissi- 
mis  propositionibus  comprehendit,  plurimaque  alia  complectitur 
rara  lectuque  dignissima.     Huic  Arithmeticae  confinem  Geome- 
triam  universam  simili  ordine  et  methodo,  similibusque  regulis 
scribere    conatur,    cujus  exiguam  quandam  portionem  in  libris 
quinque  problematuro  Geometricorum  exhibuit.  Nee  iis  contentus 
fuit,  sed  praeterea  nobilissimam  et  abstrusissimam  eam  matheseos 
partem  quae  Staticè  dicitur,  non  modo  instaura vit  illustravitve , 
sed  è  fundamentis  verissimis,  longaque  experientia  coniirmatis, 
de    novo    extruxit,    linguaque    Belgica    pura    et    nitida  (quam 
linguarum  omnium  totius  orbis  docet  esse  principem)  conscriptam 
in    lucem    emisit:    cui    operi  quid  statui  possit  par  non  video. 
Is   vir   adeo   rei   ponderariae  peritus  est,   ut  nullum  ei  offerri 


*)  Andreas,  Bibliotheca  Belgica,  Leuven  1623,  p.  719,  en  Leuven  1643, 
p.  813. 

2)     Sweertius,  Athenze  Belgicaj,  Antwerpen  4628.  p.  677. 

5)  Vossius,  De  quatuor  Artibus  Popularibus,  de  Philologia.  et  Scientiis 
Mathematicis ,  Amsterdam  1660,  p.  336. 

*)     Foppens,  Bibliotheca  Belgica,  Tómus  II,  Biussel  1739.  p.  1102. 

*)  Bayle.  Dictionaire  Historique  et  Critique,  Tome  IV,  Amsterdam,  Leiden, 
Den  Haag.  ITtrecht  4740,  p.  279. 

«)     Jftcher,  Allgemeines  Gelehrten-Lexicon.  4*CTTheil,  Leipzig  4751,  p.  836. 

^  Vander  Haeghen,  Bibliotheca  Belgica,  Tome  XXIII*,  Gent  en 's-Gra- 
venhage  1880—1890.  S   125.  '  v 
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yaleat  pondas,  quanhimcunque  grave,  quod  oon  parvis  viribus , 
facilique  instrumento  Pantocratore  movere  possit.  Hinc  in 
regionibiiB  maritimis,  macbinamm  quibus  terra  k  mari  defendatur, 
praefectuB  est  constitutus ;  quod  munus  eum  magna  cum  laude , 
omniumque  admiratione  obire  intelligo."  ') 

Omstreeks  1593,  toen  de  Idea  Matbematica  verscbeen ,  zou 
Stevin  zicb  dus  bebben  bezig  gebouden  met  de  samenstelling 
van  een  werk  over  meetkunde,  waarvan  bij  in  zijn  vijf  boeken 
Problemata  Geometrica  reeds  een  proeve  bad  geleverd  (cujus 
exiguam  quandam  portionem  in  libris  quinque  problematum 
Qeometricorum  exbibuit)  en  dat  naar  bet  voorbeeld  van  zijn 
Aritbmetique  van  1585  zou  worden  ingericbt  (simili  ordine  ^t 
methodo,  similibusque  regulis). 

Hendrick  Stevin  en  Quetelet,  naar  wien  Cantor  verwijst, 
citeeren  Van  Roomen's  lofspraak  op  Stevin. 

„  Waer  in  dan  ons  by  geval  ter  bant  quam",  aldus  Hendrick  Ste- 
vin, „hoe  den  vermaerden  Wifconftenaer  en  Geneesheer  Adrianus 
Eoroanus  Lovanenfis  in  fijn  boec  genaemt  Idees  Mathematicw pars 
prima;  Sive  Methodus  Poligonorum ,  ièc.  anno  1593,  (befig  fynde 
den  lefer  ettelicker  voornaemfte  Geleerde  fijns  tijts  befondere 
wetenfchappen  aen  te  tekenen)  van  ons  Vader  aldus  uytvoer: 
Simon  Stevin  van  Brugge^  een  man^  feker  hoven  het  begrip 
van  allen ^  inde  wifconflen  geoeffent^  heeft  in  volmaeckter  oir- 
den  en  Franfche  tael  int  licht  gebracht  de  Telconjl^  fuJx  dat^ 
in  geval  fchoon  niet  anders  van  hem  vertracht  en  tciert^  hy  nu 
van  yder  mocht  gefeyt  icorden^  der  tcerelt  ten  hoog/ien  nut  ge- 
weeft  te  hebben ;  Want  inde  felve  Jielt  hy  de  gemene  Telcon/iige 
en  ftelregel/che  regelen  in  deftiger  oirden  als  tot  noch  toe  van 
yemant  gedaen  is ,  en  voughter  de  Teldaet  by ,  verklaert  Diophan- 
tus^  vervanght  het  geheele  ihiende  boec  van  Euclidesi  twelc  van 
de  onmeetbare  grootheden  is^  in  /eer  weynig  voorjlellen^  ende 
hegrijpter  veel  ander  be/onder  ende  gan/ch  lee/weerdige  Jlucken 
in.  Tot  de/e  Telconst  pijnt  hy  fich ,  de  gemene  Meetcon/l^  in 
gelijker  oirden  en  Regels  te  be/chryven,  vant  welc  hy/eker  kleyn 
deel  inde  vijf  boecken  der  Meetcon/iige  voorftellen  heeft  verthoont 
Noch  daer  en  heeft  hy  het  niet  by  gelaten ,  maer  heeft  bovendien 
niet  alleen  weerom  opgerecht,  ofte  bekent  gemaect  dat  alderedel/^e 


*)     Dit  uittreksel  werd  mij  vanwege  de  Bibliothèque  Royale  de  Belgiquete 
Brussel  op  mijn  verzoek  welwUlend  verstrekt. 
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en  alderverhorgetifle  deel  der  Wiscmjien^  de  Weegcofiji  genaemt  ^ 
maer  heeft  die  uyt /eer  vvarachtige  gronden  ^  deur  langdurige 
ervaringe  beve/iicht^  van  nieus  opgetimmert  j  en  in  puere  fuyvere 
Nederdufft/che  tat-l  (die  hgaenwij/i,  aüer  Talen  des  Eeribodems 
Prince  te  we/en)  be/chreoen^  in  het  ligt  gebracht:  Welc  werx 
weerga,  U/g  oock  waiter  voorge/lelt  kan  worden ^  ie  niet  en/ie. 
Die  man  is  der  mate  inde  wichtige  faken  ervari^  dat  hem  geen 
gewicht  can  ontmoeten^  hoe  fovaer  'tooc  zg,  dat  hy  niet  met 
kleyne  macht  en  flecht  reetfchap  can  bewegen.  Hierom  is  het^ 
dat  hem  in  an  Zee  geïege  lanffchappen  y  de  opftcht  bevolen  is 
over  de  reetfchappen ,  door  welke  het  lant  tegen  de  Zee^  befchermt 
wort ;  welc  ampt  ie  verfla^  dat  hy  met  grooten  lof  en  verwon- 
dering van  allen  uytvoert.^^ 

jyMaer  wat  mocht  doch  die  man  dan  wel  gefegt  willen  heb- 
ben", roept  Heer  Hendrick  in  yervoering  uit,  „fo  by  de 
wifcoiiftige  gedachtenifTe ,  De  Sterctebou,  de  Legermeting,  De 
nieuwe  manier  van  Sterctebou  deur  fpilfluyfen,  alle  deur  hem 
in  Nederduyts  gefchreven  en  deur  andere  vermaerde  mannen 
int  latijn  overgefet,  gefien  had.  Ja  hoe  mocht  hij  dan  wel 
gekreten  hebben,  fo  hem  het  boec  der  Burgerlicke  ftoffen 
Yoorgecommen  waer  P  En  daer  toe  noch  het  geen  wy  van  hem 
in  dit  ons  bedrijf  te  pas  fullen  brengen?  ende  bovendien  het 
geen  van  hem  onder  ons  noch  in  gefchrift  en  naar  ons  Ga 
vergaert  legt?  Ia  foder  dan  noch  by  quam,  'tgeener  deur 
onachtfaemheyt ,  naer  fljn  doot,  uyt  ontleent  en  niet  weer 
te  recht  gecomen  isP  Want  hy  [Yan  Boomen]  fcheen  de  dingen 
fonder  aenflen  van  perfoon  of  taelkundigheyt  alleen  na  waerdy 
op  te  nemen ,  fo  gy  int  felve  boec  aen  't  uytmeten  des  wjfcon- 
ftigen  talents  van  den  duytsklerkigen  leec  Ludolf  van  Gollen 
fien  cont."  (pp.  4—5) 

Omtrent  den  inhoud  der  Problemata  Oeometrica  deelen  zoo- 
min Ooethals  en  de  aangehaalde  bibliografen  als  Yan  Roomen , 
Hendrick  Stevin  en  Quetelet  bijzonderheden  mede ;  Bierens  de 
Haan  bepaalt  zich  tot  een  opgaaf  van  den  titel  en  de  opschriften 
van  de  vijf  boeken;  Steichen  daarentegen  geeft  een  beknopt 
overzicht  van  den  inhoud  van  elk  boek  en  uittreksels  uit  het 
r  en  het  3*  boek:  ,,11  est  deplorable  de  voir  Thistoire  des 
sciences  restsr  m nette  encore  une  fois  sur  ce  beau  travail",  zoo 
laat  hij  zich  op  p.  102  uit:  „nous  n'en  avons  pu  donner  qu'une 
idéé;  vouloir  Tanalyser  d'une  maniere  satisfaisante,  ce  serait 
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Be  condamner  k  le  tradaire  k  peu  pres  en  entier  ou  k  le 
copier". 

Van  Roomen  ontleent  zijn  mededeelingen  omtrent  een  door 
Steyin  uit  te  geven  Geometria  Uni versa  aan  de  Problemata 
Geometrica  zelf,  waarin  de  schrijver  meermalen  van  een  werk 
over  meetkunde  gewaagt,  dat  hij  eerlang  hoopt  te  laten  ver- 
schijnen ;  in  dit  werk  zal  hij  de  methode  der  rekenkunde  toe- 
passen en  o.  a.  over  de  optelling,  de  aftrekking,  de  vermenig- 
vuldiging, de  deeÜDg  en  de  evenredigheid  van  lijnen,  vlakken 
en  lichamen  handelen,  evenals  hy  zich  reeds  in  het  2'  boek 
van  de  Froblemata  Geometrica  van  de  regula  falsi  der  reken- 
kunde als  „regula  faifi  continu»  quantitatis"  bij  de  oplossing 
van  meetkundige  werkstukken  bedient  i). 

Met  dit  werk  over  meetkunde  wordt  de  Meetdaet  bedoeld, 
die  als  2'  stuk  van  de  Wisconstige  Gedachtenissen  in  1605, 
dus  ruim  twintig  jaren  na  de  Problemata  Geometrica,  het 
licht  zag.  Dit  blijkt  genoegzaam  uit  de  inrichting  der  Meet- 
daet, die  beantwoordt  aan  Stevin's  yoornemen,  op  p.  38  yan 
de  Problemata  Geometrica  uitgedrukt ,  om  zijn  Geometria  samen 
te  stellen  „in  Methodum  Arithmeticee  methodo  ümilem".  De 
vertraging  in  de  uitgaaf  dier  Geometria,  door  Stevin  in  de 
Problemata  Geometrica  als  op  handen  voorgesteld,  laat  zich  m.i. 
aldus  verklaren: 

Tijdeos  de  samenstelling  van  de  Problemata  Geometrica  moet 
Stevin   met    arbeid   overladen    zijn  geweest.     Immers  in  1585 


1)  QvoDiam  geometriam  (quam  breuiter  fperamus  nos  edituros)  in  Methodum 
Arithmetic»  methodo  iimilem  dige(3imus  (quod  naturalis  ordo  videtur  requirere 
propter  magnam  convenientiam  continue  &  difcontinuse  quantitatis  vbi  quodcunque 
genus  magnitudinis ,  vt  funt  linea ,  fuperficies ,  corpus ,  per  quatuor  fpecies ,  vt 
Additionem ,  Subtractionem ,  Multiplicationem  &  Diuifionem ,  praeterea  per 
regulas .  vt  proportionum  &c.  tractabimus)  offerebat  fe  quoque  ex  ordine  Problema 
quoddam ,  vbi  per  falfam  pofitionem  veram  folutionem  petitam  Geometricè 
inveniremus.  p.  38. 

Reliquos  modos  qui  per  inftiumenta  expediuntur,  in  nostra  Geometria  fuis 
indrumentis  accommodatis  breuiter  fperamus  nos  edituros.   p.  85. 

Chords  Tegmentum  fphaerale  vocamus  partem  fphsern^  plano  h  fphera  fectam , 
ratio  huius  appellationis  vna  cum  ratione  nominis  diametralis  fegmenti  fphaeralis 
in  nodra  Geometria  dieet ur   p.  89. 

de  quorum  omnium  constructione  in  nodra  Geometria  abunde  dicetur.  p.  94. 

(quarum  defcriptionum  Problemata  in  nostra  Geometria  ordine  oollocabimus). 

p.  loa 
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verscheneD  de  Bewysconst,  de  Thiende,  de  Arithmetique  en 
de  Pratique  d' Arithmetique ,  en  in  1586  de  Béghinselen  der 
Weeghconst,  de  Weeghdaet  en  de  Béghinselen  des  Waterwichts; 
de  Arithmetique  en  de  Pratique  d'Arithmetique  werden  in  het 
Fransch  uitgegeven,  de  öeometria  zou,  vermoed  ik,  evenals 
de  Problemata  Oeometrica,  in  het  Latijn  worden  bewerkt. 
Maar  men  wist  Stevin  te  bewegen  zijn  geschriften  over 
wiskunde  voortaan  in  de  „Duytfche  tael"  te  laten  verschijnen. 
Immers  in  de  opdracht  van  zijn  Bewysconst  aan  de  „Neer- 
duytschen"  laat  hij  zich  (pp.  4-6)  aldus  uit:  „...nadien 
fommighe  mijn  feer  ghemeene  vrienden  ende  Landtflieden,  in 
ander  Spraecken  onervaren,  nochtans  der  Conften  uytnemende 
liefhebbers,  verftaen  hadden,  dat  wy  yet  der  Mathematiken 
inden  druck  fouden  doen  afveerdighen ,  maer  in  vreemder  talen, 
en  hebben  my  (hoe  wel  mocht  yemandt  fegghen  niet  begheerens 
weert)  niet  flichtelick  ghebeden  fulcx  inde  onfe  oock  te  doen, 
maer  bycans  met  redenen  willen  overtuygen  geen  behoorlicke 
gheneghentheyt  te  draghen,  tot  onfen  Yaderlande,  diens 
voorderinghe  nochtans,  elck  naer  zijn  uyterfte  vermoghen, 
boven  vrienden  en  maghen,  ja  voor  fijn  eyghen  felfs,  is 
fchuldich  te  beneerflighen ;  dit  foo  beleydende  ende  voortdrin- 
gende,  dat  en  hadde  ick  t'mijnder  bate  niet  ghehadt,  de 
ghemeene  maniere  van  doen ,  ofte  de  Ghewoonte ,  die  niet 
t'onrecht  d'ander  Natuere,  ghefeyt  wort,  fwaerlick  foude  ick 
my  ontfchuldicht  hebben :  Ten  eynde  hun  niet  alleene  belovende 
naer  mgn  vermoghon  in  haerlieder  begheeren  te  voldoen , 
maer  my  felfs  door  eenen  yver  daer  toe  verbonden  achtende, 
hebbe  my  beneerfticht  'tfelve  totter  Daet  te  brenghen:  Maer 
fiende  dat  fich  daer  in  ontmoete  Dialectike  ftijl,  Spreucken, 
ende  Woorden ,  die  fij  Vocabula  Artium  noemen ,  welcke  (naer 
de  maniere  der  gheenre  diefe  int  Duytfch  gebruycken)  ghenoemt 
op  fijn  Latijnfche,  den  onervarenen  dier  Talen  foo  duyfter 
vallen,  datfe  de  faecke  niet  grondelick  verflaen  en  connen, 
oock  mede  dat  int  I^eerduytfch  hare  beteeckeninghe  onbekent 
blijft,  overmidts  de  Dialectike  daer  in  noch  niet  befchreven  en 
is:  Soo  vandt  ick  my  bycans  als  bedwonghen,  voor  het 
uytgeven  dies  voorfeyt  is,  defe  Duytfche  Dialectike  af  te 
veerdighen". 

De    Arithmetique    en    de    Pratique    d'Arithmetique    waren 
evenwel,  zoo  stel  ik  mij  de  zaak  voor,  reeds  te  vergevorderd, 
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dfta  dat  aan  den  wensoh  Tan  Stevin's  menden  kon  worden 
Yoldaan,  maar  de  Geometria  zou  worden  omgewerkt  en  dit 
werd  de  oorzaak ,  dat  dit  werk  ?oorloopig  bleef  liggen :  de 
zooveel  belangrijker  Weeghconst,  Weeghdaet  en  Waterwicht 
namen  al  Stevin's  tijd  in  beslag. 

Eerst  omstreeks  1592,  toen  hij  met  Prins  Maurits  in  aanraking 
kwam,  werd  het  manuscript  der  Geometria  weer  door  Stevin 
ter  hand  genomen ,  doordat  hem  ^beieghent  yvas  een  Meetdaet 
te  befchriJYon  om  (ijn  Yorstelicke  Ghenade  hem  in  te  oeffenë"  i). 
Met  de  overige  ,onghedructe  YVifcoafcige  gedachteniflen"  >) 
werd  de  Meetdaet  door  den  Prins  op  al  zgn  tochten  medege- 
nomen j  ,niet  fonder  perikel  van  te  meughen  verloren  worden, 
te  meer  dat  die  reyfen  de  crijchfortuynen  gemeenelick  onder- 
worpen ware"  ').  Het  was  juist  de  vrees,  dat  ,fulck  ongheval 
daer  over  quaem" ') ,  die  tot  de  uitgaaf  deed  besluiten ,  te 
beginnen  met  de  Meetdaet,  die  Stevin  ^deur  fljn  Yorstelicke 
Ghenade  oock  verbetert  en  vermeerdert  vaut"  i). 

De  Problemata  Geometrica  worden  door  Stevin  nergens 
aangehaald,  zelfs  niet  in  zijn  Meetdaet,  hoewel  in  dit  werk, 
zooals  nader  zal  blijken ,  de  inhoud  van  de  Problemata  Geome- 
trica grootendeels,  vermeerderd  en  verbeterd,  teruggevonden 
wordt ,  waarom  de  vijf  boeken  Meetkundige  Werkstukken  door 
Girard  dan  ook  niet  in  diens  overigens  volledige  uitgaaf  van 
de  Oeuvres  Mathematiques  de  Simon  Stevin  zijn  opgenomen. 

Zonder  twijfel  hebben  deze  oorzaken  met  de  zeldzaamheid 
der  Problemata  Geometrica  samengewerkt,  om  Stevin's  eerst- 
lingsarbeid  over  meetkunde  in  vergetelheid  te  doen  geraken. 
De  toenmalige  bibliothecaris  van  de  stad  Brussel,  Goethals, 
schijnt  de  eerste  geschiedvorscher  te  zijn  geweest,  door  wien 
er  (in  1842)  opnieuw  de  aandacht  op  gevestigd  werd');  pas 
een  halve  eeuw  later  (in  1892)  vindt  men  er  voor  de  eerste 
maal  —  voor  zoover  ik  heb  kunnen  nagaan  —  door  een 
historiograaf  buiten  België  en  Nederland  (Cantor)  melding  van 
gemaakt.     Hoe  evenwel  Cantor,  die  o.a.  Steichen  en  Quetelet 


*)     Cortbcgryp  der  Meetdaet. 
*)     Voorreden  der  Wisconstige  Gedachtenissen. 

')     Cet  ouvra^e  .  .  .  aurait  échappé  k  notre  attention,  sans  la  naention  qui 
tü  est  faite  dans  la  brochure  de  M.  Goethals.  Steichen ,  t.  a.  p ,  p.  100. 
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als  zgn  bronnen  citeert ,  op  grond  van  de  omstandigheid» 
^dass  in  der  lateinisohen  Ausgabe  von  1605~l60&[deH7pom- 
nemata  Mathematica] ,  welehe  io  manchen  Dingen  Ton  der 
französischen  Ausgabe  [Girard's  Oeuvres  Mathematiques  de 
Simon  Htevin]  sich  unterscbeiden  soil,  und  welehe  namentlich 
eine  Abtheilung  De  miscellaneis  besitzt,  welehe  dort  ganz  fehlt, 
auch  ein  Yerzeichniss  yon  Schriften  sich  findet,  welehe  batten 
abgednickt  werden  sollen ,  aber  vom  Herausgeber  noch  nicht 
druckfertig  gestellt  werden  konnten  und  desshalb  Yorlaufig 
zurückgelegt  wurden"^),  de  mogelijkheid  kan  veronderstellen , 
^dass  jene  erste  geometrische  Schrift  [de  Problemata  Geometrica] 
fiir  uns  gaazlieh  verloren  gegangen  wSre"  ^),  dit  moet  ik  verklaren 
niet  te  begrijpen. 

Evenmin  ben  ik  te  weten  kunnen  komen,  op  wiens  gezag 
Cantor  het  jaar  der  uitgaaf  van  de  Problemata  Geometrica 
op  1585  vaststelt^),  waar  alle  bronnen,  die  ik  heb  kunnen 
raadplegen,  van  Andreas  (1623)  af  tot  Vander  fiaeghen 
(1880  — 1890)  toe,  eenstemmig  als  zoodanig  1583  opgeven.  De 
Problemata  Geometrica  zelf  verschafiPen  omtrent  dien  datum 
nergens  inlichtingen :  de  titel  vermeldt  wel  Antwerpen  als  plaats 
van  uitgaaf,  maar  geen  jaartal;  evenmin  zijn  de  opdracht  en 
de  narede  gedateerd.  Alleen  blgkt  uit  een  opmerking  van 
Stevin,  dat  het  werk  van  ouder  dagteekening  is  dan  de 
Arithmetique  van  1585  (met  Privilegie  van  20  December  1584); 
vermoedelijk  zal  de  datum  1583,  door  Andreas,  een  tijdgenoot 
van  Stevin ,  opgegeven ,  dus  wel  de  juiste  wezen. 

Bedoelde  opmerking ,  die  op  p.  9  van  de  Problemata 
Geometrica  voorkomt ,  houdt  in ,  dat  Stevin  de  meening  deelt 
van  hen  ^  die  onmeetbare  wortels  getallen  noemen ,  over  welke 
qusestie  hij  zegt  breeder  te  zullen  uitweiden  in  zgn  Algebra^), 
waaronder  de  in  1585  verschenen  Arithmetique  moet  worden 
verstaan. 

Inderdaad  vindt  men  ia  dit  werk  op  pp.  33—37  de  stelling 
verdedigd :  „Qv'Il  Ny  A  Avevns  Nombres  Absvrdes,  Irrationele , 
Irreguliers,  inexplicables,  ou  fourds".  „Finalement*\  zoo  besluit 
Stevin    dit   pleidooi ,    ,ce   que   nous   n^auons  fatiffaict  en  cefle 


*)     Zie  de  aanhaling  op  pp.  99 — 100. 

^)     (fumus  autem   in    fententia    illorum    qui  radices  inexplicabiles  numerum 
vocant,  de  quo  alias  in  noftra  Algebra  latiüs  dicetur).  p.  9. 


127 

matiere  par  lee  argamens  preoedens,  nous  Paocomplirons  contre 
tou8  aduerfaires ,  par  la  4*  thefe  ^)  de  nos  thefes  Mathemati- 
ques",  die,  seven  in  aantal ,  op  pp.  202—203  van  de  Pratique 
d'Arithmetique  worden  medegedeeld:  „L'heure  &  lieu  de  leur 
expedition  fe  declairera  k  temps  oportun"  (p.  203). 

Stevin  droeg  zgn  Problemata  Geometrica  op  aan  Maximiliaan 
Tan  Cminingen  (1555 — 1612),  burggraaf  van  Zeeland  en 
Generaal  der  Artillerie  in  Statendienst ,  een  ambt,  dat  hij  als 
katholiek  onder  Leicester's  bewind  moest  neerleggen.  ^Zoo 
wij  mochten  yernemen ,  dat  deze  werkstukken  U  beyallen", 
aldus  Stevin  in  zijn  narede  tot  den  Heer  van  Oruiningen  ,  „dan 
zullen  wij  eenige  andere  geheimen  der  wiskunde  [van  Weegh- 
const  en  Waterwicht  waarschijnlijk] ,  door  ons  onthuld , 
eveneens  onder  beschermiog  van  üw  naam  bekend  maken"  >), 
waarvan  evenwel  niet  gekomen  is. 

Stevin's  Problematum  Geometricorum  Libri  V  ,  waarvan  ik 
den  inhoud  thans  boek  voor  boek  ga  beschrijven ,  beslaan 
119  pp.  klein-quarto  en  handelen: 

1)  over  de  verdeeling  van  veelhoeken  in  gegeven  verhou- 
ding: 

a)  door  een  rechte  lijn  uit  een  punt  in  den  omtrek; 

b)  door  een  rechte  Ijjn  evenwijdig  aan  een  der  zijden;  (33  pp.) 

2)  over  de  toepassing  van  de  regula  falsi  bij  de  oplossing 
van  meetkundige  werkstukken ;  (8  pp.) 

3)  over  de  vgf  regelmatige  veel  vlakken,  de  vijf  vermeer- 
derde regelmatige  veelvjiakken  en  de  negen  afgeknotte  regel- 
matige veelvlakken,  die  in  een  bol  beschreven  kunnen  w^- 
den;  (38  pp.) 

4)  over  de  constructie  van  een  meetkundig  lichaam ,  gelijk- 
vormig met  een  gegeven  meetkundig  lichaam  en  gelgk  aan 
een  ander  gegeven  meetkundig  lichaam;  (13  pp.) 


')    Qu'il  ny  k  aucuns  nombres  abfurds ,  irrationcb,  irreguliers,  inexplicables , 
OU  fourds.  Pratique  d'Arithmetique,  p.  202. 

^)  EpUogus. 

Usee  funt  GeneroüO.  D.  quae  tibi  dicare  deftinauimus ,  que  fi  A.  T.  grata 
efle  fentiemus,  alia  habemus  Matheüum  arcana  Tub  tui  Nominis  aufpicijs 
proditura :  Interim  haec  qualiacunque  boni  confules.  Vale.  Ego  tibi  me  quam 
oflïciofi(5imè  commendabo  Lugduni  Batauorum  [alwaar  Stevin  van  1581-*1590 
verblijf  hield],     p.  119. 
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5)  oyer  de  oonstruotie  Tan  een  meetkandig  lichaam ,  gelijk- 
Yormig  met  twee  gegeven- gelgkyormige  meetkundige  lichamen 
en  gelgk  aan:  a)  bun  Bom;  b)  hun  verschil.    (17  pp.) 

Wat  de  toegepaste  stellingen  aangaat,  wordt  niteluitend 
verwezen  naar  Ëuclides'  Elementen  (ed.  Clavius,  Keulen 
1574). 

Aan  de  behandeling  van  de  werkstukken  in  het  1'  boek  laat 
Stevin  een  beknopt  overzicht  (13  pp.)  over  verhoudingen  en 
evenredigheden  voorafgaan,  dat  men,  in  hoofdzaak  onveranderd, 
als  „Troisiesme  Partie  Des  Definitions  De  La  Raison  Et  Pro- 
portion Arithmetique ,  &  de  leurs  dependances"  op  pp.  55 — 70 
van  zij  a  Arichmetique  terugvindt. 

Het  behoeft  nauwelijks  gezegd  te  worden,  dat  dit  overzicht 
naar  het  5'  boek  van  £uclides'  Elementen  bewerkt  is ,  dat  uit- 
sluitend over  verhoudingen  en  evenredigheden  handelt  (met 
diens  aanteekeningen  91  pp.  in  de  ed.  Clavius)  en,  wat  zijn 
wezenlijken  inhoud  aangaat,  van  Eudoxus,  een  leerling  van 
Plato,  afkomstig  schijnt  te  wezen. 

Er  zgn  verhoudingen  (redens)  van  twee  termen  (rationes 
binari»),  van  drie  termen  (rationes  ternari»),  enz.  Verhou- 
dingen van  twee  termen  kunnen  meetbaar  (explicabilis)  en 
onmeetbaar  (inexplicabiiis)  wezen.  Meetbare  verhoudingen  van 
twee  termen  heeten  verhoudingen  van  gelijkheid  (rationes 
aequalitatis"),  als  ze  =  1  zijn,  en  verhoudingen  van  ongelijkheid 
(rationes  iniequalitatis) ,  als  ze  7e  1  zijn,  in  het  bijzonder  van 
grooter  ongelijkheid  (majoris  in»qualitatis) ,  als  ze  >1>  en 
van  kleiner  ongelgkheid  (minoris  insoqualitatis) ,  als  ze  <1  1  zijn. 
Verhoudingen  van  grooter  ongelijkheid  noemt  men  enkelvou- 
dig (simplex),  als  zij  <  2,  en  samengesteld  (composita),  als 
zij  ^2  zijn.  Enkelvoudige  verhoudingen  heeten  superparticu- 
laris,  als  de  1'  term  éénmaal  den  2^  term  en  één  onderdeel 
van  den  2^"  term  bevat,  en  superpartiens,  als  de  P  term  één- 
maal den  2^^  term  en  eenige  onderdeden  van  den  2^  term 
bevat.  En  samengestelde  verhoudingen  heeten  multiplex,  als 
de  1'  term  eenige  malen  den  2^^  term  bevat,  multiplex  super- 
particularis ,  als  de  T  term  eenige  malen  den  2^  term  en  één 
onderdeel  van  den  2*^  term  bevat,  en  multiplex  superpartiens, 
als  de  r  term  eenige  malen  den  2^^  term  en  eenige  onder- 
deden van  den  2**  term  bevat. 

Verbeelden  k^  l  en  n  >l  aantallen ,  grooter  dan  één ,   dan 
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kan   men  de   vijf  soorten  van  verhoudingen  van  grooter  onge- 
Igkheid  aldus  voorstellen  >)  : 

(n+  i)  :  n  .  .  .  superparticularis  y 
(n  +  {)  :  n  .  .  .  superpartiens , 

kn  :  n  .  .  ,  multiplex , 
{kn  +  1) :  n  .  .  .  multiplex  superparticularis , 
{kn  +  1) :  n  .  .  .  multiplex  superpartiens. 


>)  Ik  bedien  mij  van  de  tegenwoordige  notatie  van  verhoudingen  en  even- 
redigheden ;  in  de  Problemata  Geometrica  vindt  men  alleen  de  uitdrukkingen : 
ratio  A  ad  B ,  ratio  binaria  AB ,  ratio  temaria  ABC ,  proportio  (binaria) 
ABCD  [lees :  ut  A  ad  B  sic  C  ad  D] ,  proportio  temaria  ABC ,  (ad)  DEF , 
proportio  continua  ABC,  enz.;  in  de  Arithmetique  daarentegen  noteert  Stevin 
aldus:     6.3.-4.2..  5.4  .4.  7.  — 45.3.12.  21.,  ent. 

Oughtred  (1631)  bedient  zich  bij  verhoudingen  van  de  teekens  ',1  ,  ;r  en 
••.  voor  =,  3>  en  <C  (overigens  van  =,  C"  en  t);  een  gedurige  evenredig- 
heid duidt  hij  met  -tt  aan.     Zoo  schrijft  hij  : 

a  .è  II  cd  voor  a:^  =  c:d , 
a,6 ,c .d-TT  voor  a:  ^sss^:  csssc:  d. 

Toen  evenwel  in  de  17'  en  18*  eeuw  de  stip  meer  algemeen  als  decimaal- 
en  als  maalteeken  in  gebruik  werd  genomen,  verdween  zij  langzamerhand  uit 
de  verhoudingen.  Niettemin  bleef  Oughtred's  notatie  tot  in  het  begin  van  de 
19«  eeuw  hier  en  daar  stand  houden  ,  hoewel  men  naast  a  ,t  l*  c  *d  reeds  bij 

Wallis  (1685)  ~  =  — 7  en   bij  Newton   (1763)  aièH  c:  </ aantreft.  Volgens 
o  d 

o.  c 

Van  S  winden  (1790)  zouden  de  schrijfwijzen  a  \  b  t=i  c  -.  d  tn   — -=s-     van 

V  a 

Leibniz  afkomstig  wezen. 

Bij  Herigone  (1634).  die  zich  van  de  teekens  jr,  2|2.  8|2  en  2!3 
bedient,  om  ..staat  tot'*,  =,    >>  en  <  aan  te  duiden,  vindt  men  a\b^c\d 

aldus  voorgesteld : 

anb%1c7id\ 

De  la  Hire  (1710)  noteert: 

a|^|lr|^, 
en  Dilworth  (1743)  : 

a  ,  ,  b\\  c  .  ,  d. 
Bij    reken-    en    meetkundige   evenredigheden    en    reeksen    blijven    tot  op  den 
huidigen  dag  de  schrijfwijzen  : 

a  .b'.c »d  voor    a  —  è^ic  —  d , 
a:  b\\c'.d  voor  a'.b=^c\d, 
-f«.(a-f-v).(a  +  2z^)  .  .  .  .  }fl-f-(«  — l)rj  . 
rr  a\  aq  :  aq^  :   .  .  .  aq^~^  , 
die     men     bij    buitenlandsche    schrijvers    niet    zelden    ontmoet ,    aan    Oughtred 
herinneren. 

9 
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De  verhoudingen  van  kleiner  ongelgkheid  kannen  als  om- 
keeringen  van  die  van  grooter  ongel  gkheid  worden  aangemerkt ; 
zij  dragen  dezelfde  benamingen  met  voorvoeging  van  ,Bnb*': 


ft 

:(« 

+  1) 

.  .  .  subsuperparticularis , 

n 

:(n 

+  0 

.  .  .  subsuperpartiens , 

n 

:kn 

.  .  •  Bubmultiplex , 

n 

:  (*n  +  1) 

.  .  .  submultiplex  superparticularis , 

n 

:{kn  +  l) 

.  .  .  submultiplex  superpartiens. 

In  het 

bgzonder  noemt  men  de  verhoudingen : 

1) 

3: 

2  ,  . 

.  sesquialtera  ,4:3...  sesquitertia ,  enz. ; 

2) 

11: 

9  .  . 

.  siiperbipartiens  nonas, 

9: 

5  .  . 

•  superquarpartiens  quintas,  enz. 

3) 

2: 

1  .  . 

.  dupla,  3:1  ...  tripla,  enz. 

4) 

9: 

4  .  . 

.  dupla  sesquiquarta , 

19: 

6  .  . 

•  tripla  sesquisexta,  enz.; 

6) 

23: 

6  .  . 

•  quadrupla  supertripartiens  quintas » 

74: 

11  .  . 

.  sextupla  superoctopartiens  undecimas,  enz. 

Erenzoo : 

1) 

2: 

O    •  •  • 
•         • 

subsesquialtera  y  3:4...  subsesquitertia,  enz. ; 

Men  kan  een  verhouding  vervormen  (transformare) ,  omkee- 
ren  (invertere)  en  verstoren  (perturbare). 

Een  ratio  transformata  ontstaat ,  door  vormen ,  die  lineair  uit 
de  termen  van  een  verhouding  zijn  samengesteld  ^  te  vergelij- 
ken, —  een  ratio  in  versa,  door  van  een  verhouding  van  twee 
termen  de  termen  te  verwisselen,  —  en  een  ratio  perturbata, 
door  van  een  verhouding  van  n,  d.  i.  minstens  drie  termen 
den  2~  term  met  den  3*^",  den  3"»  term  met  den  4«",  .  .  . 
den  (n  —  1)*"  term  met  den  tt^°  en  eindelgk  den  1^  term  met 
den  2*'''  te  vergelijken. 

Men  ontmoet  dezelfde  onderscheidingen ,  met  één  vermeer- 
derd, bij  de  evenredigheden,  d.z.  gelijkheden  van  twee  ver- 
houdingen van  twee,  drie,  enz.  termen  (proportiones  binarisB, 
ternariffi,  etc.) :  de  1*  termen  van  de  twee  redens  heeten  over- 
eenkomstige termen  (termini  homologi);  evenzoo  de  2*  ter- 
men, enz. 

Een  proportie  transformata  ontstaat,  door  van  een  evenredig- 
heid de  redens  op  dezelfde  wijze  te  vervormen,  —  een  pro- 
portio  in  versa  ^  door  de  redens  om  te  keeren,  —  en  een  pro- 
portio  altema,  door  de  verhoudingen  van  twee  paren  overeen- 
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komstige  termen  van  de  redens  aan  elkander  gelijk  te  stellen. 
Een  proportie  perturbata  eindelijk  levert  pas  evenredigheden 
op,  als  men  een  der  redens  verstoort;  telt  elke  reden  n,  d.i. 
minstens  drie  termen,  dan  staan  de  1*,  2*,  .  •  .  (n — 1)*  term 
van  de  1*  reden  tot  elkander  als  de  2*,  3*,  .  .  .  ti*  term  van 
de  2*  reden  en  de  (n  —  1)*  en  rC  term  van  de  1*  reden  als  de 
r  en  2*  term  van  de  2*  reden. 

Van  de  evenredigheid  9  :  6  =  15  :  10  bv.  is  (9  +  6)  :  6  = 
=  (15  +  10) :  10  een  proportio  transformata ,  6  :  9  =  10  :  15 
een  proportio  in  versa  en  9:15  =  6:10  een  proportio  alterna. 
En  de  verhoudingen  12  :  8  :  4  :  2  en  6  :  3  :  2  :  1  bv.  vormen 
een  proportio  perturbata,  omdat  zoowel  12:8:4  en  6:3:2 
als  4  :  2  en  6  :  3  een  werkelijke  evenredigheid  (proportio  posi- 
tiva)  uitmaken. 

De  term  proportio  transformata  werd  door  Stevin  ingevoerd , 
om  een  veertiental  stellingen  over  evenredigheden,  die  bij 
Euclides  afzonderlgk  vermeld  worden,  tot  één  enkele  te  kunnen 
samenvatten  '). 

En  de  proportiones  perturbatiB  ontleenen  haar  beteekenis  aan 
de  omstandigheid ,  dat  de  uiterste  termen  van  de  1*  reden  even- 
redig zijn  met  die  van  de  2*  reden  (Eucl. ,  Lib.  V ,  Propos.  23). 
Immers ,  als  a, ,  a2 ,  dg ,  .  .  •  a^.! ,  a^  en  6, ,  h^^  fr, , . .  •  fr»— i, 
bn  de  redens  van  een  proportio  perturbata  vormen,  dan  is 
a,  :  Om^i  =zh^:hn  en  an^\  :  a»  =  ij  :  i,)  waaruit  door  vermenig- 
vuldiging van  de  overeenkomstige  redens  onmiddellijk  volgt, 
dat  a,  :  o»  =  6,  :  6.  is. 

Evenals  bij  de  meeste  van  zijn  tgdgenooten  heet  bg  Stevin 
een  meetkundige  reeks  een  gedurige  evenredigheid  (proportio 
continua),  omdat  van  zulk  een  reeks  de  1*  term  staat  tot  den 
2^  als  de  2*  term  tot  den  3^  als  de  3*  term  tot  den  4^ ,  enz. 

Bij  een  gedurige  evenredigheid  wordt  de  verhouding  van  den 
V^  term  tot  den  3^  2-maal  zoo  groot  genoemd  als  die  van  den 
1*"  term  tot  den  2«» ;  die  van  den  1«»  term  tot  den  4«"  3-maal 
zoo  groot,  enz. 

Door  uitbreiding  van  dit  begrip  ontstaan  de  vier  bewerkingen 


*)  Nota. 

Hac  definitione  transformaUe  proportionis  conceflTay  fuperflua  videntur  theoremata 
1.2. 3. 4. 5. 6. 12. 15. 17. 18. 19.20. 22.  ft  24.  Hb.5.  EucUd.  que  omnia 
cüm  multis  alijs  fimilibus  (cüm  omnia  Tub  hac  vnica  definitione  comprehendantur) 
in  vno  theoremate  poSent  explicarL    p.  16. 

9* 
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met  Yerhoudiogen ,  de  optelling,  de  aftrekking,  de  vermenig- 
Yuldiging  en  de  deeling,  die  in  de  muziekleer  en  de  gezel- 
Bchapsrekening  toepassing  vinden. 

Stevin  behandelt  de  ,,quatre  computations  des  Raifons"  op 
pp.  14 — 27  yan  zgn  Pratique  d'Arithmetique.  „Et  par  les 
precedens  [verklaringonj  fentendra'*,  zegt  hg,  „que  Raifon 
i  aiouftée  k  Raifon  J,  faict  Raison  f,  c'ed  k  dire  en  foDS, 
que  la  quinte  auec  la  quarte,  faict  Toctaue ,  &  ainfi  des  autres'' 
(p.  17)  en  „que  de  Raifon  l  foubftraict  Raison  |,  rede  Raifon 
^ ,  c'eft  k  dire  en  fons ,  que  de  la  quinte  foubftraict  la  quarte , 
refte  la  feconde,  de  laquelle  les  termes  font  en  Raifon  %,  & 
ainfi  des  autres"  (p.  18) ,  want  „addition  des  Raifons  ne  requiert 
autre  operation  que  la  multiplication  des  rompuz*'  [breuken] 
(p.  17)  en  „foubftraction  des  Raifons  ne  requiert  autre  operatioD 
que  diuiflon  des  rompuz"  (p.  18). 

Evenzoo  levert  de  verhouding  ^  bg  vermenigvuldiging  met 
4  als  product  de  verhouding  f^  op  en  de  verhouding  ^  bij 
vermenigvuldiging  met  ^  de  verhouding  ^\.  En  de  verhouding 
1^  geeft  bij  deeling  door  de  verhouding  ^  als  quotiënt  3,  de 
verhouding  ^i  l>ij  deeling  door  4  de  verhouding  J,  en  de 
verhouding  ^  bij  deeling  door  ^  de  verhouding  ^\. 

Zooals  men  ziet,  zijn  de  bewerkingen  met  verhoudingen 
inderdaad  vermenigvuldigingen,  deelingen,  machtsverheffingen, 
worteltrekkingen  en  logarithmenemingen,  met  gebroken  macht- 
en wortelexponenten  zelfs.  Trouwens,  Stevin  merkt  reeds  op, 
dat  de  meeningen  omtrent  den  aard  dier  bewerkingen  uiteen- 
loopen.  „11  y  a  controuerfe  entre  les  Autheurs  Mathematiciens 
(&  principalement  entre  les  Gómeniateurs  de  la  cincquiefme 
definition  du  5  Uure  d'Euclide)  touchant  les  computations  des 
Raifons :  Car  ce  que  les  aucuns  appellent  Addition  &  Soubftra- 
ction  des  Raifons,  les  autres  veuUentque  ce  soit  Multiplication, 
&  Diuiflon ,  les  autres  difent  que  c'eft  matiere  obfcure  &  confufe. 
Mais  comme  il  auint  k  plufleurs  autres  difciplines,  efquelles 
Ton  cognoit  &  entend  la  nature  des  principes  plus  parfaictement, 
quand  on  vient  k  la  Pratique  d'icelles:  Ainfl  nous  deuiennent 
les  proprietez  des  computations  des  Raifons  plus  notoires  par 
leur  vfage:  Comme  entre  autres  Ia  Theorie  de  la  Muflque  (dont 
nous  defcriprons  alieurs  vn  traicté  particulier  <)).    La  reigle  de 


')     Bedoeld  wordt  de  iu  HS  gebleven  Spiegeling  der  Singconst. 
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Conipaignie  (que  nous  delarerons  ei  apres)  Quelques  demoDftrations 
de  Ptolemee  en  fa  Grande  Compofidon  '),  &c."  (p.  14) 

Naar  aanleiding  van  Stevin's  24*  bepaling ,  dat  van  drie  even- 
redige termen  de  yerhouding  van  den  1*"*  tot  den  3~  2-maaI 
zoo  groot  is  als  die  van  den  V^  tot  den  2*^",  enz.,  heb  ik  mg 
deze  uitweidingen  nieenen  te  mogen  veroorloven ,  om  te  kunnen 
herinneren  aan  de  beteekenis  van  de  meetkundige  reeksen  voor 
de  ontwikkeling  van  de  wiskundige  wetenschappen :  zij  vormen 
o.a.  de  bron,  waaraan  de  rekenkundige . bewerkingen  van  de 
3*  orde,  de  machtsverheffing  en  haar  omkeeringen,  de  wortel- 
trekking  en  de  logarithmeneming ,  met  geheele,  gebroken  en 
negatieve ,  ja ,  zelfs  met  onmeetbare  exponenten  haar  oorsprong 
ontleenen.  Niet  zonder  grond  mocht  Stifel  van  de  wonderbare 
eigenschappen  der  meetkundige  reeksen  gewagen  '). 

Op  de  bepalingen  van  verhoudingen  en  evenredigheden  volgen 
in   het  V  boek  der  Problemata  Geometrica  acht  werkstukken: 

1)  rechte  lijnen  te  construeeren ,  die  zich  verhouden  als 
eenige  gegeven  driehoeken; 

2)  uit  een  der  hoekpunten  van  een  driehoek  een  rechte 
lijn  te  trekken ,  waardoor  de  driehoek  in  twee  deelen  verdeeld 
wordt,  die  zich  verhouden  als  twee  gegeven  rechte  Ignen; 

3)  uit  een  punt  in  een  der  zijden  van  een  driehoek  een 
rechte  lijn  te  trekken,  waardoor  enz.; 

4)  uit  een  der  hoekpunten  van  een  vierhoek  een  rechte  lijn 
te  trekken,  waardoor  enz.; 

5)  uit  een  punt  in  een  der  zijden  van  een  veelhoek  een 
rechte  lijn  te  trekken,  waardoor  enz.; 

6)  evenwijdig  aan  een  der  zijden  van  een  driehoek  een 
rechte  Ign  te  trekken,  waardoor  enz.; 

7)  evenwgdig  aan  een  der  zijden  van  een  vierhoek  een 
rechte  Ign  te  trekken,  waardoor  enz.; 

8)  evenwijdig  aan  een  der  zijden  van  een  veelhoek  een 
rechte  lijn  te  trekken,  waardoor  enz. 


O     Ma&fjfiaxixri    Hvvra^ig ,    meer    bekend  onder  den  naan:i  Almagest  =  het 
groote  boek  (van  Arab,  al  =  de  en  Gr.  fjtéyioxog  =  zeer  groot). 

^)     PolTet    hic    fere    nouus    liber    integer    fcribi  de  mirabilibus  numerorum , 
fed  oportet  ut  me  hic  fubduca  ,  &  claufis  oculis  abea. 

Stifel,  Arithnietica  Integra,  Neurenberg  1544,  fol.  249  verso. 
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De  werkstukken  4—8  zijn  van  Steyin's  eigen  yinding  '). 

Van  het  1*  werkstuk  duidt  Stevin  twee  constructies  aan. 

Bij  de  1*  constructie,  die  door  Euclides  (Lib.  I,  Propos. 
42—46)  uitvoerig  verklaard  wordt ,  moet  men  beginnen  met 
op  de  halve  basis  van  eiken  driehoek  een  parallelogram  te 
beschrijven ,  dat  even  hoog  en  dus  even  groot  is ,  en  een  hoek 
bevat,  die  voor  alle  driehoeken  dezelfde  is.  Ieder  van  de 
parallelogrammen  verandert  men  met  behoud  van  de  hoeken 
in  een  parallelogram  met  een  zijde,  die  voor  alle  parallelogrammen 
dezelfde  is,  door  toepassing  van  de  stelling,  dat  er  twee  even 
groote  parallelogrammen  ontstaan,  als  men  door  een  punt  in 
een  der  diagonalen  van  een  parallelogram  rechte  Ignen  even- 
wijdig aan  de  zijden  trekt.     Voor  par.  EBHI  (Fig.  1)  bv.  luidt 


C 


de  constructie  aldus : 
Verleng  bv.  de  zgde  EI 
met  een  stuk  IF  =  de 
zijde,  die  de  parallelo- 
grammen gemeen  zullen 
hebben,  trek  door  F 
een  rechte  lijn  even- 
wijdig aan  BE  en  Hl , 
^  ^     die  BH  inC  ontmoet, 

vereenig  O  met  I  en  trek  door  het  punt  A,  waarin  BE  en 
Cl  elkander  ontmoeten ,  een  rechte  lijn  evenwijdig  aan  BH  en 
EI,  die  CF  en  Hl  in  D  en  G  ontmoet,  dan  voldoet  par.  GIFD 
aan  de  gestelde  voorwaarden. 

Zoodoende  krijgt  men  in  plaats  van  de  driehoeken  parallelo- 
grammen ,  die  een  zijde  en  de  hoeken  gemeen  hebben ,  en  zich 
dus  verhouden  als  de  andere  zijden,  enz. 

Stevin,  die  de  verklaarde  handelwijze  meermalen  toepast, 
kiest  de  parallelogrammen  steeds  rechthoekig. 

Bij  de  2*  constructie  neemt  Stevin  aan,  dat  de  driehoeken, 
waarvan  de  verhouding  door  die  van  rechte  lijnen  moet  worden 
uitgedrukt,  ontstaan  zijn,  door  een  punt  in  den  omtrok  van  een 
veelhoek  met  de  hoekpunten  te  verbinden.  Elke  twee  driehoeken, 
die   naast    elkander   liggen,   hebben  dan  een  zijde  gemeen  en 


')    Sequentia    quinque  Problemata  funt  ea  quffi  ante  hac  nunquara  defcripta 
putamus.    p.  25, 
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verhouden  zich  als  de  hoogtelgnen  op  deze  zijde.   Zoo  is  (Fig.  2) : 

AABC  :  AACD  =  BG  :  HD, 

AACD  :  AADE  =  Cl   :  KE, 

AADE  :  aAEF  =  DL  :  MF. 
Construeert    men    PQ    als    4'   evenredige   tot   Cl,   KE    en 
OP  =  HD,  en  QR  als 4*  evenredige  tot  DL,  MF  en  PQ,  dan 
zijn   dus  AABC,   AACD,   AADE  en  AAEF  evenredig  met 
NO  =  BG,  OP  =  HD,  PQ  en  QR. 


Fiè  2. 


A^  O  P  Q  R 

Op  dit  1*  werkstuk  berust  de  oplossing  van  vijf  van  de  zeven 
overige,  t.  w.  van  Nos.  3,  4,  5,  7  en  8. 

Zooals  reeds  medegedeeld  is,  verlangen  de  werkstukken 
2—5,  die  volgen,  de  verdeeling  van  een  rechtlgnige  figuur  in 
twee  deelen  van  gegeven  verhouding  door  een  rechte  lijn,  te 
trekken  uit  een  punt  in  den  omtrek,  in  Nos.  2  en  4  in  het 
bijzonder  uit  een  hoekpunt. 

Bg  de  oplossing  van  Nos.  3—5  past  Stevin  een  methode  toe, 
waaraan  hg,  omdat  ze  algemeen  is,  reeds  bij  No.  3  de  voor- 
keur geeft  boven  onze  hedendaagsche  oplossing  van  dit  werkstuk, 
die  o.a.  in  de  aanteekeningen  van  Clavius  bij  het  6*  boek  van 
Euclides'  Elementen  (p.  343  van  den  3""  druk  van  1591) 
voorkomt  '). 


>)  Nota. 

Alius  est  modus  construct  ionis  huius  Problematis  apud  varios  authores, 
cuius  inter  alios  meniinit  Chriflophorus  Clauius  in  fine  Ub.  6.  Euclid.  Sed  vt 
fequentia  Prublemata  e  (Sent  apertiora,  fecuti  funius  bic,  nollram  generalem 
inventionem  omnium  rectilineorum.     p.  25. 
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G  II 


Om    Stevio's    methode    te    doen    kennen,    laten    wij    diens 
oploBsing   Tan  No.  5  volgen:     Uit  een  punt  F  (Pig.  3)  in  de 

zijde  A6  van  den  vijfhoek 
ABODE  een  rechte  lijn 
te  trekken,  die  den  veel- 
hoek in  twee  deelen  ver- 
deelt, waarvan  dat  aan 
den  kant  van  B  staat  tot 
dat  aan  den  kant  van  A 
als  de  rechte  Ign  6  staat 
tot  de  rechte  Ign  H. 

^        >__ _^  Constructie ;    Vereenig 

^      ^  ^    ^  ^^  ^'     het  punt  F  met  de  hoek- 

punten C,  D  en  E  van  veelhoek  ABCDE,  en  construeer  vier 
stukken  IE,  EL,  LM  en  MN,  die  evenredig  zijn  met  AFBC, 
AFCD,  APDE  en  aFEA;  verdeel  de  som  IN  dier  stukken 
in  twee  deelen  10  en  ON,  die  tot  elkander  staan  als  G  en 
H ,  en  van  A  FDE ,  die  beantwoordt  aan  het  stuk  LM ,  waarop 
het  deelpunt  O  ligt,  de  zijde  DE  tegenover  het  punt  F  in 
twee  deelen  DP  en  P£,  die  zich  verhouden  als  LO  en  OM; 
vereenig  eindelgk  F  met  P,  dan  is: 

veelhk.  FPDCB  :  veelhk.  FPEA  =  G  :  H. 
Bewijs : 
AFBC  :  IE  =  AFCD  :  EL  =  AFDE  :  LM  =  AFEA  :  MN ,  .  (1) 


IO:G  =  ON:H, 
DP:L0  =  PE  :0M, 
A  FPD  :  DP  =  A  FPE  :  PE. 
Uit  (3)  en  (4)  volgt: 

AFPD:LO=:AFPE:OM 
=  (aFPD  +  AFDE) :  (LO  +  OM)  =  AFDE  :  LM, 
uit  (1)  en  (5): 

AFBC  :  IE  =  AFCD  :  EL  =  aPPD  :  LO 
=  AFDE  :  OM  =  AFEA  :  MN, 
uit  (6): 

(AFBC  H-  AFCD  +  aFPD)  :  (IE  +  EL  -f  LO) 
=  (AFDE  +  AFEA)  :  (OM  +  MN), 
dus: 

veelhk.  FPDCB  :  10  =  veelhk.  FPEA  :  ON, 


.(2) 
.(3) 

.(4) 


(5) 


(6) 


(7) 
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en  uit  (2)  en  (7): 

veelhk.  FPDCB  :  G  =  veelhk.  FPEA  :  H, 
zooals  bewezen  moest  worden. 

De  werkstukken  6  —  8  verlangen  de  yerdeeling  van  een 
rechtlijnige  figuur  in  twee  deelen  van  gegeven  verhouding 
door  een  evenwijdige  aan  een  der  zijden. 

In  No.  6  moet  A  ABC  door  een  evenwijdige  aan  AC  in  reden 
van  DE  tot  EF  verdeeld  worden.  Stevin  verdeelt  BC  in  G  in 
reden  van  DE  tot  EF,  construeert  de  middelevenredige  BH 
tusschen  BG  en  BC,  en  trekt  Hl  //  AC. 

In  No.  7  moet  een  vierhoek  verdeeld  worden;  soms  zal  de 
doellijn  twee  zijden  snijden,  die  op  elkander  volgen ,  soms  twee 
zijden,  die  tegenover  elkander  staan. 

Snijdt  de  doellijn,  evenwijdig  aan  BC  (Fig.  4),  die  vierhoek 


ABCD  in  reden  van  EF  tot  FG  moet  verdeelen,  de  zgden  AB 
en  AD,  dan  construeert  Stevin  par.  HIKL  =  vierhk.  ABCD, 
verdeelt  Hl  in  M  in  reden  van  EP  tot  PG,  trekt  MN  //  HL 
en  DO  //  BC ,  en  construeert  A  APQ  =  par.  HN  en  cv  A  AOD 
(EucL,  Lib.  VI,  Propos.  25). 

Snijdt  de  deellijn,  evenwijdig  aan  AB  (Pig.  5),  die  vierhoek 
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ABCD  in  reden  Tan  EF  tot  FG  moet  verdeelen,  de  zijden  AD 
en  BC ,  dan  verlengt  Stevin  deze  zijden ,  tot  zij  elkander  in  H 
ontmoeten ,  construeert  par.  IKLM  =  AHCD  en  par.  KNOL  = 
yierhk.   ABCD,    verdeelt  KN  in  P  in  reden  van  EF  en  FG, 

trekt  PQ  //  IM,en  verdeelt  eindelijk 
A  AHB  door  RS  //  AB  in  reden 
van  IP  tot  PN  (werkst  6). 

In  No.  8  moet  veelhk.  ABCDEFG 
(Fig.  6)  door  een  evenwgdige  aan 
AB  in  reden  van  Hl  tot  IK 
verdeeld  worden.  Stevin  verlengt 
de  zijden  F£  en  CD,  die  door 
de  deelijjn  gesneden  zullen  wor- 
den, tot  zij  elkander  in  L  ont- 
moeten, construeert  par.  MNOP  = 
A  LED  en  par.  NQRO  =  veelhk. 
ABCDEFG,  verdeelt  NQ  in  S  in 
i-eden  van  Hl  en  IK,  trekt 
ST//MP  en  PV//AB,  con- 
strueert A  LXY  =  par.  MT  en 
«vALFV,  enz. 

Sng dt  de  deellgn  een  paar  andere 
zijden,   dan   moet  de  constructie 

dienovereenkomstig    gewijzigd 
worden. 

Yan  de  acht  werkstukken,  door 
Stevin  in  het  1'  boek  van  zijn 
ProblemataGeometrica  behandeld, 
vindt  men  er  zeven  met  eenige 
veranderingen ,  die  meerendeels 
verbeteringen  mogen  heeten,  in 
M  L  Q  ^     2jjn  Meetdaet  terug:  Problema  I 

als  8  Voorstel  in  het  Tweede  Deel  Dos  Vierden  Bovex  Vande 
Everedenheyts  Reghel  Der  Vlacken ,  Problema  II,  III,  V, 
VI,  Vil  en  VIII  resp.  als  5.  6,  7,  12,  13  en  U  Voorstel 
in  het  Tweede  Deel  Des  Vyfde  Bovcx  Vande  Everedelicke 
Snyding  Der  Vlacken;  Problema  IIII  is  komen  te  vervallen. 

Bij  het  1'  werkstuk  is  de  oplossing  van  Euclides  weggelaten 
en  die  van  Stevin  in  zooverre  gewijzigd,  dat  de  driehoeken 
niet  meer  als  deelen  van  een  veelhoek,  maar  afzonderlijk 
voorkomen.     Voor  de  1*  van  de  rechte  lijnen ,  die  zich  moeten 
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verhouden  als  de  driehoeken,  neemt  Stevin  thans  een 
▼an  den  1^  driehoek;  de  overigo  worden  geconstrueerd  als 
4*  evenredigen  tot  de  hoogtelijn  op  de  van  den  1^  driehoek 
genomen  zijde,  de  hoogtelijn  op  een  zijde  van  den  betreffenden 

driehoek  en  deze 
zijde  zelf.  Van 
parallelogrammen 
wordt  bij  geen  van 
de  constructies 
meer  gebruik  ge- 
maakt. 

Het  13  Voorstel 
wgkt    eenigszins 
van  Problema  VII 
af:     het    is    niet 
meer    een    wille- 
keurige vierhoek , 
die  verdeeld  moet 
worden  door  een 
evenwijdige  aan 
een    der    zijden , 
maar   een    trape- 
zium   door   een 
evenwijdige  aan 
de    evenwijdige 
zijden;  de  deellijn 
snijdt    dus    twee 
o  verstaande  zijden, 
de  beenen  van  het 
trapezium. 

Ook  de  oplossing  verschilt  van  die  in  de  Problemata 
Geometrica:  wel  verlengt  Stevin  van  trapezium  ABGD  (Fig.  7), 
dat  door  LM  H  AB  in  reden  van  EG  tot  GF  verdeeld  moet 
worden,  de  beenen  DA  en  CB,  tot  zij  elkander  in  H  ontmoeten, 
maar  hij  bepaalt  het  stuk  EE ,  dat  zich  tot  EF  moet  verhouden 
als  A.HAB  tot  trapezium  ABCD  en  dat  dus  aan  het  stuk  IE 
in  Fig.  5  beantwoordt,  door  berekening,  zonder  dit  evenwel 
uitdrukkelijk  te  vermelden;  aldus: 

trap.  ABCD  :  a  HAB  =  EF  :  EE , 
AHDC  :  AHAB  =  HD^  :  HAS 


Fi^.  6. 
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dus : 
dus: 


(HDa—  HA») :  HA»  =  EF  :  KB, 

(HD  ~  HA»/  HD) :  HA»  /  HD  =  EP  :  KE. 

Construeert  men  HI  =  HA»/HD,  dus  als  3'  evenredige  tot 
HD  en  HA,  dan  wordt  HD  —  HA»/ HD  =  HD  -  Hl  =  Dl, 
dus  de  evenredigheid: 

DI:HI  =  EP:KE, 
zoodat   men   KE  kao   construeeren  als  4'  evenredige  tot  Dl, 
HT  en  EP. 
En  nadat  KE  gevonden    is,  verdeelt  Stevin  aHDC  volgens 
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het  12  Voorstel  door  LM  //  AB  in  reden  van  KG  tot  GP. 

Eindelijk  is  het  14  Yoorstel  in  de  Meetdaet  algemeener  dan 
Problema  YIII  in  de  Problemata  Geometrica:  de  deellgn 
behoeft  niet  meer  evenwijdig  aan  een  der  zijden  van  den 
veelhoek  getrokken  te  worden,  haar  richting  mag  willekeurig 
worden  aangenomen.  Ook  de  oplossing  is  algemeener  en  fraaier. 
Stevin  trekt  door  de  hoekpunten  van  veelhoek  ABCDEP  (Pig.  8), 
die  door  Za  //  GH  in  reden  van  IL  tot  LK  verdeeld  moet 
worden,  evenwgdigen  aan  GH,  construeert  QR,  RS,  ST,  TV 
en  YX  evenredig  met  AAPM,  trapezium  AMEP,  trapezium 
PEDO,  trapezium  ODNB  en  ABNC,  verdeelt  QX  in  Y  in 
reden  van  IL  tot  LK,  en  eindelijk  trapezium  ODNB,  dat 
beantwoordt  aan  het  stuk  TV,  waarop  het  doelpunt  Y  ligt, 
volgens  het  13  Yoorstel  door  Zrt//GH  in  reden  van  TY  tot  YV. 

„De  fnyding  der  rechtlinighe  platten**,  zegt  Stevin  op 
pp.  138 — 139  van  de  Meetdaet,  ,,gherchiet  deur  rechte  linien 
op   driederley  w^le:    D'eene   met   linien   commende  uyt   een 


141 


o^ 


gheftelt  punt  inden  omtreok:    d'ander  daer  buy  ten:    de  derde 
evenwijdighe  met  eenighe  getoonde  Uni." 

Met  werkstukken  over  de  „fnydingh  der  recbtlinighe  platten 
met    een    lini    commende   uyt   een    gheftelt   punt  buyten  den 
2r  B  omtreok"    erkent    Stevin 

^  ^doende     gheweeft     [te] 

hebben",  maar,  evenals 
zooveel  anderen ,  vruchte- 
loos. Vandaar,  dat  ^voor- 
ftellen  defer  ghedaente" 
niet  in  de  Problemata 
Geometrica  konden  wor- 
den opgenomen,  hoezeer 
de  sohrg  ver  overtuigd  was, 
dat  .„de  fnijding  deur  een 
punt  foo  wel  ghegheven 
buyten  den  omtreck,  als 
daer  binnen"  in  een  „oir- 
der    platten   behooren,   te 


Q     R 


T 


y  V 


dentlicke    befchrijving    vant   fnyen 

meer  dattet   in  deeling  van  lande  fomwglen  dadelick  vereyfcht 

wort". 

Twee  jaren  na  de  verschijning  van  Stevin's  werk  zag  even- 
wel Benedetti's  Diversarum  Specuiationum  Mathematicarum  et 
Physicarum  Liber,  Turijn  1585,  het  licht:  uit  dit  werk  zijn 
„de  form  der  wercking  en  bewgiing  defer  voorllellen  [in  de 
Meetdaet]  getrocken  en  veroirdent".  Pas  later  bleek  Stevin , 
dat  Tartaglia,  onder  wiens  leiding  Benedetti  de  vier  eerste 
boeken  van  Euclides'  Elementen  had  doorgewerkt ,  reeds  in  zgn 
General  Trattato  dé  Numeri  e  Misure,  Venetië  1556—1560, 
dit  onderwerp  had  behandeld  *). 


^)  De  vier  vooHlelIen  defer  ghedaente  feer  fpitfvoodich  fijnde ,  en  merk  ick 
niet  by  de  Griccken  bekent  gheweell  te  hebben ,  dan  vermoedefe  in  eenighe  overble- 
ven fchriften  des  wijfentijts  weerom  te  voorfchijn  gherocht  te  wefen ,  uyt  weicke 
fy  ghecommen  meughen  fijn  onder  anderen  ter  handt  van  loannes  Baptista 
Benedictus  (uyt  wiens  fchriften  vertoochfe  wijfe  gheftelt,  wy  de  form  der 
wercking  en  bewijfing  defer  voorftellen  ghetrocken  en  veroirdent  hebben :)  Oock 
ter  handt  van  Nicolas  Tartaglia ,  die  ick  daer  na  bevonden  heb  dat  daer  af 
ghefchreven  had  in  II  libro  della  quarte  parte :  Mijn  reden  van  fulck  vermoeden 
is  dafdanigh :  Ymant  die  fich  voorftelt  oirdentlick  te  willen  vervolghen  de 
befchrijving  vant  fnyen  der  platten ,  hem  comt  int  ghedacht  daer  in  te  behooren 
de    fnijding    deur    een    punt    foo    wel  ghegheven  buyten  den  omtreck,  als  daer 
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De  vier  werkstukken,  die  Stevin  in  de  Meetdaet  oplost,  luiden  : 

1)  door  een  punt  buiten  een  driehoek  een  rechte  Ign  ie 
trekken ,  waardoor  de  driehoek  in  twee  deelen  Terdeeld  wordt, 
die  zich  verhouden  als  twee  gegeven  rechte  lijnen  (8  Voorstel) ; 

2)  door  een  punt  binnen  een  driehoek  (zoo  mogelijk)  een 
rechte  Ign  te  trekken ,  waardoor  enz.  (9  Voorstel) ; 

3)  door  een  punt  buiten  (binnen)  een  vierhoek  een  rechte 
Ign  te  trekken ,  waardoor  enz.  (10  Voorstel) ; 

4)  door  een  punt  buiten  (binnen)  een  veelhoek  een  rechte 
Ign  te  trekken ,  waardoor  enz.  (1 1  Voorstel). 

Bij  de  oplossing  van  het  8  Voorstel  wordt  door  Stevin  ,een 
meetconftighe  wercking  ghetrocken  uyt  een  ftelreghelfche'^  *), 
naar  onze  wgze  van  voorstellen  aldus : 

Moet  A  ABC  (Fig.  9)  door  een  rechte  Ign  uit  D  verdeeld 
worden  in  reden  van  FG  tot  EG,  dan  beginne  men  met  D 
beurtelings  te  verbinden  met  elk  der  hoekpunten  van  den  drie- 
hoek ,  om  de  zgden  te  bepalen ,  die  door  de  deellgn  gesneden 
zullen  worden.  Zgn  AB  en  AC  de  zijden ,  die  door  de  deellgn 
in  N  en  M  gesneden  worden,  en  trekt  men  uit  D  een  even- 
wijdige aan  BA ,  die  AC  in  H  ontmoet ,  dan  is : 

A  ANM:  vierhk.  MNBC=  FG:EG,  .    .    .    (1) 

A  ANM:  A  ABC  =  AMxAN:  ABXAC,      ...    (2) 
DH:AN  =  (AH  +  AM);  AM.  ...    (3) 

Uit  (1)  en  (2)  volgt : 

AMXAN:ABXAC  =  FG:EP.  ...    (4) 


binnen ,  te  meer  dattet  in  deeling  van  landë  fom wijlen  dadelick  vereyfcht  wort : 
Maer  fulcx  foodaniger  menfchen  ghedachten  te  wefen ,  blijckt  noch  deur  dien- 
der veel  verfcheyden  dit  verfchil  malcander  voorgheftelt  hebben,  als  den  bove- 
fchreven  Benedictus  wiens  fchrift  een  brief  van  antwoort  was  op  fulcken  vraghe. 
Ten  anderen  Cardanas  met  Ludovicus  Ferrarus  hebben  fulcx  voorghehouden 
aan  Tartaglia «  t'wclck  hij  Tartaglia  daer  te  vooren ,  foo  hij  fel  f  fchrijft,  in 
fijn  openbaer  redenftrijt  voorgheftelt  had.  My  fijnder  oock  ander  bekent  clie 
daer  me,  eer  defe  voorftellen  t'haerder  handt  ghecomnien  waren,  doende 
gheweeft  hebben ,  onder  welcke  ick  een  was. 

Maer  t'ghene  hier  af  de  menfchen  nu  ter  tijt  ontmoet ,  derghelijcke  ift  billich 
toe  te  laten  ontmoet  te  hebben  de  Vinders  der  feltfame  wetenfchappen  daer  af 
ons  foo  feecker  teyckens  ghebleven  fijn,  t'weick  waren,  foo  inde  bepaling  van 
dies  t'fijnder  plaets  verclacrt  is ,  de  menfchen  des  wijfentijts,  daerom  gevet  groot 
vermoeden,  datfe  fulcken  vermaert  vindlick  deel  der  Meetconft niet onghevonden 
ghelaten  hebben.  Meetdaet ,  p.  144. 

1)     Meetdaet .  p.  i47. 


^E 
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In  (3)  en  (4)  zgn  AM  en  AN  onbekend ;  substitueert  men 
AN  uit  (3)  in  (4),  dan  krijgt  men  ter  bepaling  van  AM  de 
vierkantsvergelijking : 

^^,        FGXABXAC        ,^^      PGXABXACXAH      ^ 

^^ EPXDH        ^^ ÊP^^DH ="• 

Construeert  men  met  Stevin  AI  =  PG  X  AB :  EP ,  dus  als 
4*  evenredige  tot  EP ,  PG  en  AB ,  AK  =  AI  X  AC :  DH  ,  dus 
als  4*  evenredige  tot  DH,  AI  en  AC,  enAL=:^  AK,  dan 
neemt  de  vierkantsvergelijking  den  vorm : 


AM"  —  2AL  X  AM  —  2AL  X  AH  =  O 
aan,  waaruit: 

AM  =  AL  +  1/  AL  (AL  +  2  AH) 

gevonden  wordt. 

Men  kan  het  punt  M  en  daarmede  de  deellyn  DM  dus  be- 
palen ,  door  LM  =  j/  AL  (AL  +  2AH) ,  d.  i.  de  middeleven- 
redige  tusschen  AL  en  AL  +  2AH ,  te  nemen. 

Ligt  D  binnen  A  ABC  (9  Yoorstel) ,  dan  vindt  men : 
AM  =  AL  ±  K  AL  (AL  -  2AH). 

Wegens  het  teeken  ±  zijn  er  thans  in  het  algemeen  „tottet 
begbeerde  twee  befluyten"  '),  maar  de  verdeeling  kan  ook 
onmogelijk  wezen :  zoo  kan  men  „deur  een  driehoucx  fwaer- 
heyts  middelpunt  gheen  lini  trecken  daer  af  een  oleender  deel 
fnyende  dan  in  fulcken  reden  totten  heelen  driehouck ,  als  van 
4  tot  9 ,  ende  gheon  grooter  dan  als  van  5  tot  9"  *)• 

')     Meetdaet,  p.  151. 
2)     Meetdaet ,  p.  150. 
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Het  10  Voorstel  verlangt  vierhoek  ABCD  uit  E  te  verdeelen 
in  reden  yan  FG  tot  OH. 

Sogdt  de  doellijn  twee  zgden ,  die  tegenover  elkander  staan 

(Fig.  10),  dan  constru- 
eert Stevin  HK  zóó, 
dat  vierhk.  ABCD  : 
A  BCI=  FH:  HK, 
en  verdeelt  A  ADI 
volgens  het  8  Voorstel 
uit  E  in  redeu  van 
FG  tot  GK. 

Snijdt    de    deelign 

,  1 , ,  twee    zijden,    die   op 

P"  O  H  K  elkander  volgen  (Fig. 

11),  dan  construeert  Stevin  FI  zóó  ,  dat  vierhk.  ABCD :  A  ABD 
=  FH  :  FI ,  en  verdeelt  A  ABD  eveneens  volgens  het  8 
Voorstel  uit  E  in  reden  van  FG  tot  GI. 

Is  in  het  bijzonder  vierhoek  ABCD  een  parallelogram  en 
worden  de  zgden  AB  en  CD  gesneden , 
dan  verbindt  Stevin  de  middens  I  en 
K  van  AD  en  BC,  verdeelt  IK  in  L 
in  reden  van  PG  tot  GH  en  trekt  EL. 
Het  11  Voorstel  eindelgk  verlangt 
veelhoek  ABCDEFGH  (Fig.  12)  uit 
I  te  verdeelen  in  reden  van  KL  tot 
LM. 

Zgn  BC  en  GH  de  zijden ,  die  door 
de  doellijn  gesneden  zullen  worden, 
dan  trekt  Stevin  BH  en  CG,  verdeelt 
KM  in  stukken  KN ,  NO  en  OM ,  die 
tot  elkander  staan  als  A  ABH,  vierhoek  BCGH  en  vijfhoek 
CDEFG ,  en  eindelgk  vierhoek  BCGH  volgens  het  10  Voorstel 
uit  I  in  reden  van  NL  tot  LO. 

Hoewel  Stevin  zgn  Problemata  IIII— VIII  nergens  behan- 
deld had  gevonden  *),  toch  ontbrak  het  hem  niet  aan  voor- 
gangers op  dit  terrein,  Tartaglia  is  reeds  genoemd.  Maar 
zelfs  Euclides  {±l  300  v.  Chr.)  had  zich  reeds  in  zijn  Boek 
over   de   Verdeeling   van    Figuren,  waarvan  Proclus  (5'  eeuw 
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')    Zie  de  noot  op  p.  134. 
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n.  Chr.)  in  zijn  commentaar  op  het  1*  boek  der  Elementen 
melding  maakt,  met  opgaven  van  denzelfden  aard  bezigge- 
houden. Euclides'  verzameling  werkstukken  bleef  evenwel  tot 
in    de   2*   helft    van    de   16'  eeuw  onbekend,  toen,   omstreeks 

1563,  door  John  Dee 
een  Arabisch  geschrift 
over  dit  zelfde  onder- 
werp werd  ontdekt , 
dat  weliswaar  Moham- 
med    Bagdadinus    als 

schrijver     vermeldt, 
maar    niettemin    door 
Dee    op   aannemelijke 
gronden    aan   Euclides 
^  werd      toegeschreven, 

K      N      L       O  M  een  vermoeden,  dat  se- 

dert door  Wöpcke^s  ontdekkingen  (1851)  tot  zekerheid  werd 
verheven:  Dee's  en  Wöpcke's  vondsten  moeten  als  Arabische 
bewerkingen  van  fragmenten  van  Euclides'  IleQl  Aiaigéoecov 
BifiXiov  worden  aangemerkt.  In  Dee's  fragment  vindt  men 
o.  a.  behandeld  de  verdeeling  van  drie-  en  vierhoeken  in  stukken 
van  gegeven  verhouding  door  een  rechte  lijn  evenwijdig  aan 
een  gegeven  rechte  lijn ,  alsmede  (hoewel  minder  algemeen) 
die  van  een  vijf  hoek  door  een  rechte  lijn  a)  uit  een  punt  in 
een  der  zijden,  b)  evenwijdig  aan  een  der  zijden;  in  dat  van 
Wöpcke  buitendien  o.  a.  de  constructie  van  een  rechte  lijn, 
die  a)  een  figuur,  ingesloten  door  een  cirkelboog  en  twee 
rechte  lijnen,  in  even  groote  stukken  verdeelt,  b)  van  een  ge- 
geven cirkel  een  stuk  van  bepaalde  grootte  afsnijdt. 

Deo  bezorgde  een  Latijnsche  vertaling  van  zijn  Arabisch 
handschrift,  die  door  Federigo  Commandino,  bekend  door 
zijn  Latijnsche  uitgaven  van  werken  van  Grieksche  wiskun- 
stenaars, van  een  aanhangsel  werd  voorzien,  dat  den  inhoud 
van  dit  HS  beknopt  weergeeft  en  de  verdceling  van  figuren 
algemeener  behandelt  dan  door  Mohammed  geschiedt.  Hun 
gemeenschappelijke  arbeid  verscheen  in  1570  te  Pisa  onder 
den  titel: 

De  fuperficierum  diuiflonibus  liber  Machometo  Bagdedino 
adfcriptus,  nunc  primum  loanuis  Dee  Londioenfls  et  Federici 
Command.    Urb.    Opera  in   lucem  editus.     Federici  Command. 

10 
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de  eadem  re  libellus  Pifauri  ap.  Hieronymum  Concordiam 
1570  O- 

Ook  Leonardo  van  Pisa  (Pibonaci)  's  Practica  Geometriie, 
1220,  en  Paciuolo  (Lucas  de  Burgo)  's  Summa  de  Arithmctica 
Geometria  Proportioni  et  Proportionalita,  Venetië  1494,  han- 
delen over  de  verdeeling  van  figuren ,  waarbij  door  genen 
blijkbaar  uit  een  Arabische  bewerking  van  Euclidea'  gelijk- 
namigen  arbeid  is  geput,  terwijl  door  dezen  Fibonaci's  werk 
als  zijn  voornaamste  bron  wordt  aangewezen  '). 

Wij  moeten  aannemen,  dat  Stevin  tijdens  de  samenstelling 
van  zijn  Problemata  Geometrica  met  geen  dezer  werken  bekerid 
is  geweest,  al  vindt  men  nauwelijks  twee  jaren  later  Paciuolo'e 
Summa  door  hem  in  zijn  Arithmetique  bij  de  oplossing  van 
vergelijkingen  vermeld  *). 

Maar  al  was  het  tegendeel  waar,  Stevin's  arbeid  overtreft 
dien  van  zijn  voorgangers.  En  het  is  niemand  minder  dan  de 
geleerde,  met  de  geschriften  van  Leonardus  Pisanus,  Frater 
Lucas  Pacciolus,  Mcolaus  Tartalea ,  Machometus  Bagdedinus  en 
Federicus  Commandiiius  volkomen  vertrouwde  Jezuïet  Clavius. 
die  onzen  voortrefFeUjken  stamgenoot  dit  loffelijk  getuigenis 
uitreikt,  door  in  zijn  Geometria  Practica,  Rome  1604,  „Muiter 
eines  Lehrbegriffs  der  praktifchen  Geometrie"  *),  de  verdeeling 
der  veelhoeken  (Lib.  VI)  naar  diens  Problemata  Geometrica  te 
bewerken  *). 


»)  Cantor,  t.  a.  p.,  1«"  Band,  Leipzig  1880.  pp.  247— 248 ;  II  pp. 
511-512. 

Kftstner,  (3eschichte  der  Malhematik .  later  Band,  Gftttingen  1796,  pp. 
272-273;  2te»     Band.  Gmtinuen  1797,  pp.  4G— 47. 

-i)     Cantor,  t.  a.  p..  II  p.  34  en  p.  302. 

3)  Les  deriuatifs  de  (g)  egale  a  (X)  @  [d.  z.  vergelijkingen .  die  tot  vier- 
kantsvergelijkingen  teruggebracht  kunnen  worden]  ,  inuentez  par  Ie  fufdict  premier 
autheur  incognu ,   font  defcripts  par  Lucas  Pacciolo.       Arithmetique ,  p.  268. 

*)     Kilstner,  t.  a.  p..  3tcr    Band,  Göttingen  1799.  p.  287. 

5)  Edidit  quidein  Federicus  Coinmandinus  anno  1570.  libelluni  de  fuperfi- 
cieruin  diuifionibus  Machometo  cuidam  Bagdedino  Arahi  adfcriptum :  ipfeque 
eadem  de  re  alium  breuiorem.  &  magis  vniuerfalem  con fcripfit :  clique  fane 
libellus  vterque  acutilTimus ,  &  eruditione  refertiffimus.  Idem  vero  poftea 
argumentum  alia  via  agrelTus  eil ,  &  meo  certe  iudicio ,  faciliori ,  &  magis 
generali ,  Simon  Steuinius  Brugenfis :  sed  in  qua  aliquid  deüderari  videatur» 
vt  omnibus    fuperficiebus    rectilineis    (quod    ipfe  veile  videtur)  conuenire  poffit, 
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Het  2*  boek  van  de  Problemata  Geometrica  handelt  oyer  de 
^regula  falfl  continusB  quantitatis",  die  falsi  heet,  ,,non  quod 
falfum  docet,  fed  quia  per  falfum  pofltionem  pervenitur  ad 
cognitionem  Yen*\  zooals  Stevin  (p.  38)  Apianus  nazegt  *). 

De  regula  falsi  (regula  positionum,  regula  falsanim  positio- 
num)  vormt  in  de  rekenkunde  een  hulpmiddel  voor  hen,  „so 
in  der  Coss  nicht  gegründet  sind"  *),  om,  zonder  kennis  van 
algebra,  vraagstukken  op  te  lossen,  die  aanleiding  geven  tot 
vergelijkingen  van  den  l'"  graad.  „Man  erhebe  die  Falsi 
[echter]  so  hoch  man  woUe",  zoo  oordeelt  Stifel  (1545) ,  „man 
bessere  sie  auch  oder  mehre  sie  soweit  vn  tieff  man  ymmer 
könne ,  so  bleibt  sie  doch  gegen  die  Coss  wie  ein  Punkt  gegen 
einen  Zirkel"  »). 

Een  vergelijking  van  den  vorm  ax  z=b  werd  opgelost  volgens 
de  regula  falsi  simplicis  positionis:  men  nam  voor  x  willekeu- 
rig x' ;  vond  men  ax'  =  b\  dan  is  b'  i  b=zx' :  x.  En  een 
vergelijking  van  den  vorm  ax  +  b  ==  c  werd  opgelost  volgens 
de  regula  falsi  duplicis  positionis:  men  nam  voor  x  willekeu- 
rig x'  en  x"  ;  vond  men  ax'  +  b=:  c  en  ax''  -f  6  =  c'%  dan  is 
a(x'  —  x)  =1  c'  —  c  en  a  (a?"  —  x)  =  c"  —  c,  dus  (c'  —  c)  : 
(c"--c)  =  (a;'~a:):(a?"  — a:)  en  a?=  {a:''(^'  — c)  -  ic'(c"  -  c)h 
(c'  ~  c'O »  66n  uitkomst ,  die  men  naar  onderstaand  schema 
berekende : 

/   -  c  =  a:"  (c'  -  c) 


^^  c"  -  c  =  x'   (c"  -  c) 

afgetr. afgetr. 

c'  —  c"  x"  {c'  —c)-x'  (c"  —  c) 

C    —    C 


quod  facile  iudicabunt ,  qui  illius  problemata  Geometrica  attente  perlegerint  .... 
Deinde  fuperficieruni  rectilinearum  diuifionem  aggrediemur.  infiftentes  eiufdem 
Steuinii  velligiis ,  nifi  quando  generalius  rem  oportebit  demonftrare.  Nihil 
autem  de  ratione  Machometi ,  &  Federici  Commandini  dicemus :   .  .  .  . 

Clavius ,  Opera  Mathematica ,  Toraus  Secundus  ,  Mainz  4611  ,  p.  147. 

*)  Unger ,  Die  Methodik  der  praklischen  Arithmetik  in  historischer  Entwicke- 
lung  vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart ,  Leipzig  1888  ,  p.  101. 

2)  Unger,  t.  a.  p.,  p.  101. 

3)  Unger ,  t.  a    p.,  pp.  103—104. 

10* 
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Een  paar  voorbeelden  van  de  regula  &l8i  ontleen  ik  aan  Steyin's 
Arithmetique ,  p.  101 ,  en  Pratique  d'Arithmetique ,  pp.  122  -123. 

Reigle  de  faux. 

1)  DWne  faulfe  polition. 

„Explication  du  donné  &  requis.  On  veult  ((^uoir  quel 
nombre  auec  fa  moitie  fera  18.  Construction.  On  pofera  quelque 
nombre  aind  qu'il  auiendra,  comme  Pil  fuft  Ie  vrai  nombre 
requie,  foit  2:  Ie  mefme  auec  fa  moitie  qui  eft  1,  faict  3:  Gr 
ce  n'eft  pas  3  ce  que  nous  voulons,  mais  18;  Done  la  pofition 
de  2  eftoit  faulfe,  parquoi  a  fin  d'auoir  Ie  vrai  requis,  on  dira 
3  viennent  de  2,  d'ou  viendront  18  P  faict  pour  folutioa  12." 

2)  De  deux  fiGtufles  pofitions. 

„Exemple  II.  Trois  aulnes  de  drap  couflent  11  Ib^),  defquelles 
la  feconde  coufte  Ie  double  de  la  premiere  plus  2  &,  &  la 
troiilefme  aulne  coufte  Ie  triple  de  la  premiere  moins  3  Ib; 
Combien  coufte  chafcune  aulne  P 

Constrvction.  On  pofera  pour  la  premiere  aulne  quelque 
quantité  de  liures  è.  plaifir,  foit  1  Ib,  doncques  la  feconde  aulne 
felon  la  propofltion,  coufte  4  tb,  &  Ia  troiilefme  O  fi>;  Gr  ces 
trois  fommes  mentent  5  ft,  &  doibuent  monter  11  ft;  Doncques 
la  premiere  pofition  de  1  vient  trop  peu  ou  moins  que  nous 
ne  defirons  6 ,  ce  qu'on  notera  en  cefte  forte : 

1  moins  6. 

Puis  on  fera  quelque  autre  pofltion,  foit  de  4  ft,  pour  la 
premiere  aulne,  doncques  felon  Ia  propoFition  la  feconde  coufte 
10  ft,  &  la  troifiefme  9  tb,  lefquelles  trois  fommes  mentent 
23  ft,  &  ne  doibuent  monter  que  lift,  doncques  Ia  feconde 
pofttion  eft  trop,  ou  plus  que  nous  ne  defirons  de  12  ft,  lef- 
quelles on  notera  foubs  la  premiere  polition,  &  leur  difpofi- 
tion  fera  alors  telle: 

1  moins  6 

4  plus    12 

Puis  on  muUipliera  par  croix  [t.  w.  4  X  6  en  1  x  12],  & 
la  refte  l'acheuera  felon  la  doctrine  du  17«  probleme  de  rArith- 


')    1  liure  (ft)  =  20   folz  (6)  ^  12  deniers  (^,  zoowel  in  Vlaanderen .  als 
in  Venetië,  Frankrijk,  Engeland,  enz.,  ofschoon  van  verschillende  waarde. 
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metique  [waar  men  op  p.  104  in  verband  met  de  teekens  van 
c'  —  c  en  c!'  —  c  den  regel  vindt  medogedeold ,  dat  „Semblables 
requierent  foubllraction »  Et  difiemblables  addition."]  &  viendra 
2  16  pour  la  premiere  aulne,  dont  la  dirpuFirion  de  Toperation 
acheuée  fera  telle: 

1  moins  6.     24 

4   plus  12.     12 

18.     86  quotient  2. 

Or  eflant  cognue  la  valeur  de  la  premiere  aulne,  il  eft 
manifefte  que  la  feconde  (felon  la  propofition)  coufte  6  tb,  &  la 
troifiefme  3  Ib." 

Hebben  Gemma  Prisius  (1540),  Stifel  (1544)  e.  a.  de  regula 
falsi  duplicis  positionis  bij  de  oplossing  van  vergelijkingen  van 
hoogeren  dan  den  1«"  graad  toegepnst  en  Cardano  (1545), 
Bürgi  (1592/93),  Pitiscus  ^)  (1612)  e.  a.  zich  van  dezen  regel 
bediend  bij  de  benadering  van  de  wortels  van  hoogere-machts- 
vergelijkingen ,  Stevin  bracht  de  regula  falsi  simplicis  positionis 
van  het  terrein  der  rekenkunde  op  dat  der  meetkunde  over, 
na  tot  het  inzicht  te  zijn  gekomen,  dat  de  betrekking  van 
evenredige  afhankelijkheid ,  waarin  bjj  dezen  regel  de  onbekende 
en  de  bekende  grootheden  tot  elkander  staan,  aan  de  even- 
redigheid van  geiykstandige  lijnen  in  gelijkvormige  figuren 
beantwoordt. 

Door  middel  van  zijn  regula  falsi  continues  quantitatis,  ons 
beter  bekend  onder  den  naam  van  constructie-methode  der 
gelijkvormige  figuren,  lost  Stevin  vier  werkstukken  op: 

1)  een  gelijkzijdigen  driehoek  te  construeeren ,  als  het  ver- 
schil tusschen  de  hoogtelijn  en  de  som  van  de  zijde  en  den 
straal  van  den  ingeschreven  cirkel  gegeven  is; 

2)  een  vierkant  te  construeeren,  als  het  verschil  tusschen 
de  zijde  en  de  diagonaal  gegeven  is; 

3)  een  regelmatigcn  vijfhoek  te  construeeren,  als  de  ver- 
bindingslijn van  een  hoekpunt  en  het  midden  van  de  overstaande 
zijde  gegeven  is; 

4)  een  vijl  hoek  LMNKI  gelijkvormig  met  een  gegeven  vijf- 
hoek  BCDEP  te  construeeren ,  als  NL  —  MN  +  IL  gegeven  is. 


')     Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  2'  Reeks.  3'  Deel,  Amsterdam  1898, 
p.  265. 
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Bjj  het  r  werkstuk  bv.  construeert  SteTio  een  willekeurigen 
gelijkzijdigen  driehoek  BCD,  vermindert  de  zijde  CD  met  een 
stuk  CH  =  de  hoogtelijn  BE  op  CD ,  vermeerdert  HD  met 
een  stuk  Dl  =  de  straal  FG  uit  het  middelpunt  P  van  A  BCD 
op  de  zyde  BC  neergelaten,  en  beschrgft  eindelijk  de  zgde 
KL  van  den  verlangden  ALKM  als  4«  evenredige  tot  Hl, 
BC  en  het  gegeven  verschil  A. 

Evenzoo  worden  de  drie  overige  werkstukken  opgelost. 

Het  3"  boek  van  de  Problemata  Geometrica  —  o.  i.  het 
belangrijkste  van  de  vijf  --  handelt  hoofdzakelijk  over  half- 
regelmatige  veelvlakken. 

Zooals  bekend  is,  onderscheidt  men.: 

1)  halfregelmatige  veelvlakken  met  regelmatige,  incongruente 
zijvlakken  en  onregelmatige,  congruente  veelvlakshoeken ; 

2)  halfregelmatige  veelvlakken  met  onregelmatige,  congru- 
ente zijvlakken  en  regelmatige,  incongruente  veelvlakshoeken; 

die  der  eene  soort  kunnen  als  poolfiguren  van  die  der 
andere  soort  worden  aangemerkt. 

Om  de  convexe  halfregelmatige  veelvlakken  van  de  l*  soort 
te  bepalen,  bedenke  men: 

1)  dat  in  ieder  hoekpunt  van  het  veel  vlak  niet  meer  dan 
vijf  zg vlakken  van  niet  meer  dan  drieërlei  soort  kunnen  samen- 
komen ,  daar  anders  de  som  van  de  zijden  der  veelvlakshoeken 
niet  beneden  360^  zou  blijven; 

2)  dat,  als  er  in  ieder  hoekpunt  van  het  veel  vlak  a  a-hoeken , 
/3fr-hoeken,  .  .  .  samenkomen  en  bv.  a  oneven  is,  een  van  de 
aantallen  a  —  1 ,  /3 ,  . .  •  minstens  =  2  moet  wezen ,  daar  we- 
gens de  congruentie  der  veelvlakshoeken  de  zijvlakken,  die 
een  zijvlak  met  een  oneven  aantal  zijden  begrenzen,  alle  even- 
veel zijden  moeten  tellen; 

3)  dat,  als  het  veel  vlak  Z  zijvlakken,  H  hoekpunten  en 
R  ribben  telt  en  er  in  ieder  hoekpunt  a  a-hoeken,  /3  i-hoe- 
ken , . .  .  samenkomen : 

Z  +  H  =  R  4-2, 

2R  =  (6f  +  0  +  ...)n, 


'=(7-+f+->- 
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dus: 

Aan  de  voorwaarden,  onder  1),  2)  en  3)  vermeld,  voldoen 
vijftien  veelviakkeu  met  Z  regelmatige  zijvlakken,  waaronder 
Za  a-hoekige,  Zi  b-hoekige,...,  H(a,  6,...)  congruente 
v-zijdige  veelvlakshoeken ,  waarvan  de  zijden  tot  een  o-hoek , 
een  ft- hoek,  .  . .  behooren,  en  R  ribben: 

Convexe  balfregelmatige  veelvlakken  van  de  1'  soort: 

a)  met  driezijdige  veelvlakshoeken: 

1)Z=   8:Z3=   4,  Zo  =   4;  H(3,   6,   6)=    12;  R=   18. 

2)Z  =  14:Z3=   8,  Z,  =  6;  H(3,   8,   8)=  24;  R=  36. 

3)Z  =  32:Z3  =  20,  Z,o  =  12;  H(3,10,10)=   60;  R=  90. 

4)Z  =  14:Z4=    6,  Zo  =   8;  H(4,    6,   6)=  24;  R=  36. 

5)Z  =  32:Z.5=12,  Zo  =20;  H(5,   6,   6)=   60;  R=  90. 

6)Z  =  n  +  2:Z^=2,  Z4=n;  U(n,   4,   4)=  2w;  R=  3n. 

7)Z  =  26:Z4=12,  Zo  =   8,  Z^  =   6;  H(4,    6,   8)=  48;  R=   72. 
8)Z  =  62:Z^=30,  Zo  =20,  Z,o  =  12;  H(4,  6,  10)=120;  R=180. 

ft)  met  vierzijdige  veelvlakshoeken: 

9)  Z  =  26:Z3=  8,  Z4=18;  H(3,  4,  4,  4)=24;  R=   48. 

10)  Z  =  2«  +  2:Z.=2,  Z3  =  2n;  H(w,  3,  3,  3)=2n;  R=   4w. 

11)  Z  =  14:Z3=   8,  Z4=   6;  H(3,  4,  3,  4)  =  12;  R=   24. 

12)  Z  =  32:Z3=20,  Zs  =  12;  H(3,  5,  B,  5)  =  30;  R=   60. 

13)  Z  =  62:Z3  =  20,  Z4  =  30,  Z5  =  12;  H(3,  4,  5,  4)  =  60;  R=120. 

c)  met  vyfzijdige  veelvlakshoeken: 

14)  Z  =  38:  Z3  =  32,  Z4=    6;         H(3,  3,  3,  3,  4)  =  24 ;  R=   60. 

15)  Z  =  92:Z3  =  80,  Z5=12;         H(3,  3,  3,  3,  5)  =  60 ;  R  =  150. 

Aan  deze  veelvlakken  beantwoorden  vijftien  veelvlakken  met 
H  regelmatige  veelvlakshoeken,  waaronder  Ha  a-zijdige,  Hp 
/3-zijdige, . .  .  ,  Z(a,  /3,  .  .  .)  congruente  n-hoekige  zijvlakken, 
waarvan  de  hoeken  tot  een  a-vlakshoek,  een  /3-vlakshoek , . . . 
behooren,  en  R  ribben: 


1)     Baltzer,    Die  Eleniente  der  Mathematik,  5*««  Buch,  §7,6,   2**^'  Band, 
3''  Auflage,  Leipzig  1870,   pp.  217 — 22ü. 
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CoDYexe  halfregelmatige  yeel vlakken  van  de  2*  soort: 

a)  met  driehoekige  zijylakkoD: 

1*)     H  =  8:H3  =  4,  H^  =  4;  Z(3,  6,  6)=  12;  R=  18. 

b)  met  vierhoekige  zijvlakken: 

9»)    H  =  26:H3  =  8,  H4=18;        Z(3,  4,  4,  4)  =  24;  R  =  48. 

c)  met  vijf  hoekige  zijvlakken: 

14*)     H  =  38:H3=:32,  H4=6;     Z(3,  3,  3,  3,  4)  =  24 ;  R  =  60. 

De  ontdekking  van  de  halfregelmatige  veelvlakken  van  de 
1'  soort  wordt  op  gezag  van  Pappus  ')  aan  Archimedes  toege- 
schreven; die  van  de  2*  soort  vindt  men,  naar  Baltzer  *)  mede- 
deelt, voor  de  V  maal  in  J.  H.  T.  Müller's  Trigonometrie, 
1852,  p.  345,  beschreven. 

De  beschrijving  dier  veelvlakken  bij  Pappus  ')  bepaalt  zich 
tot  een  opgaaf  van  het  aantal  en  de  soort  der  zijvlakken  en 
de  berekeniog  van  het  aantal  der  lichaamshoeken  en  der  ribben 
bij  dertien  dier  veelvlakken:  van  onze  lijst  het  8-vlak  No.  1, 
de  14- vlakken  Nos.  2,  4  en  11,  de  26- vlakken  Nos.  9  en  7, 
de  32- vlakken  Nos.  3,  5  en  12,  het  38- vlak  No.  14,  de  62- 
vlakken  Nos.  13  en  8,  en  het  92- vlak  No.  15. 

De  veelvlakken  Nos.  7  en  10,  die  begrensd  worden  door 
twee  n-boeken,  waarvan  de  vlakken  evenwgdig  loopen,  als- 
mede door  n  vierkanten  bij  No.  7  en  2fi  gelijkzydige  drie- 
hoeken bij  No.  10,  en  die  dus  wegens  de  onbepaaldheid  dier 
n-hoeken  twee  groepen  van  yeelvlakken  vormen,  Archimedische 
prisma*s  en  antiprisma's  geheeten,  ontbreken  bij  Pappus. 

Evenzoo  bij  Kepler,  die  de  „tredecim  Archimedêa  Corpora" 
in  zijn  Harraonices  Mundi  Libri  V,  Linz  1619,  Lib.  II, 
XXVIII  Propos.,  pp.  61 — 65,  onder  toepassing  van  de  voor- 
waarden 1)  en  2)  uit  de  zijvlakken  samenstelt,  afbeeldt  en 
benoemt:  van  onze  lijst  No.  14,  cubus  simus,  No.  11,  cuboc- 
taêdron,  en  No.  9,  rhombicuboctaëdron,  uit  drie-  en  vierhoe- 
ken;   No.  15,    dodecaëdron  simum,  en  No.  12,  icosidodecahe- 

')     Pappi    Alexandrini    Mathematicae    Collectiones ,    ed.  Commandino,    Bonn 
l66o,  Lib.  V,  Propos.  XV UI  (inleiding),  pp.   129 — 130. 
*)     lialtztr,  l.  a.  p..  p.  207   Noot. 
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dron  uit  drie-  en  Yjjf hoeken ;   No.  1 ,   tetraëdron  truncum ,  uit 
drie-  en  zeshoeken;   No.  2,   cubus  truncus,   uit  drie    en  acht- 
hoeken; No.  3,  dodecaëdron  truncum,  uit  drie- en  tien  hoeken 
No.   4,    octaêdron   truncum,   uit   vier-   en  zeshoeken;    No.  5 
icosihedron  truncum,  uit  vijf-  en  zeshoeken;    No.  13,  rhombi 
cosidodecaêdron ,  uit  drie-,  vier-  en  yijf hoeken;  No.  7,  cuboc 
taëdron  truncum,  uit  vier-,   zes-  en  achthoeken;  No.  8,  icosl 
dodecaëdron  truncum,  uit  yier-,  zes-  en  tienhoeken. 

Buitendien  vindt  men  bij  Kepler,  t.  a.  p..  Lib.  II,  XXVII 
Propos.,  p.  61,  twee  halfregelmatige  veel  vlakken  van  de  2* 
soort  beschreven,  Nos.  11*  en  12*  van  onze  lijst,  resp.  met 
twaalf  en  met  dertig  gelijkzijdige  parallelogrammen  (rhombi) 
tot  zijvlakken  *). 

De  beroemde  Duitsche  schilder  Albrecht  Dürer,  als  schrgver 
van  weinig  minder  beteekenis  dan  als  kunstenaar,  leert  in  het 
4*  boek  van  zijn  Underweysung  der  meflung  mit  dem  zirckel 
vnd  richtfcheyt,  Neurenberg  1525,  de  netwerken  con?trueeren 
van  de  vijf  re,:]^el matige  veelvlakken  en  van  de  zeven  halfregel- 
matige veelvlakken  Nos.  1,  2,  11,  4,  9,  14  en  7  van  onze 
lijst,  alsmede  die  van  twee  veelvlakken,  waarvan  het  eene 
door  tweeëndertig  driehoeken  en  zes  twaalfhoeken  en  het 
andere  door  twaalf  driehoeken  en  zes  vierhoeken  begrensd 
wordt  *). 

Evenals  de  samenstelling  van  netwerken  een  vinding  van 
Dürer   zelf  schijnt  te   wezen  ®) ,    evenzoo   zijn   de  zeven  half- 


*)     Wat  de  keuze  der  benamingen  bij  Kepler  aangaat,  zij  opgemerkt: 

1*.  dat  een  cuboctaëdron  wordt  ingesloten  door  ze.s  vierhoeken  (evenals  een 
kubus)  en  acht  driehoeken  (evenals  een  octaëder) ,  een  rhombicuboctaëdron  door 
twaalf  vierhoeken  (evenals  een  van  de  rhomboëders  van  propos.  XXVII),  nog 
zes  vierhoeken  (evenals  een  kubus")  en  acht  driehoeken  (evenals  een  octaëder)» 
een  icosidodecahedron  door  twintig  driehoeken  (evenals  een  icosaëder)  en  twaalf 
vijf  hoeken  (evenals  een  dodecaëder),  enz.; 

2".  dat  een  cubus  simus  hem  een  ..afgeplatte"  kubus  is  en  wordt  ingesloten 
door  zes  vierhoeken  (evenals  een  kubus)  en  overigens  door  driehoeken,  enz. 
[„Et  in  hoc  ordine  simorum",  zegt  Kepler,  t.  a.  p.,  p.  62,  „Icofaëdron  poflet 
e(Je  tertium,  quod  eft  quafi  Tetraëdron  fimum."]; 

3".  dat  een  tetraëdron  truncum  hem  een  „afgeknot"  telraëder  is  en  onder 
zijn  zijvlakken  veelhoeken  met  meer  dan  vijf  zijden  telt ,  enz. 

')     Van  dit  werk  verscheen  in   1532  een  Latijnsche  editie  te  Parijs. 

^     Cantor,  t.  a.  p..  II  p.  428. 
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regolmatige  veelvlakken,  waarover  hij  handelt,  waarschgnlijk 
zelfstandig  door  hem  ontdekt ;  want  had  hij  uit  Pappus' 
Ma^i}liaTi\ai  üvvaywyal  geput  —  waarvan  trouwens  Comman- 
dino's  Latijnsche  bewerking,  Pisa  1588,  de  oudste  editie 
vormt,  die  in  druk  verscheen  —  dan  zou  hij  zich  zeker  niet 
tot  de  netwerken  van  zeven  dier  veelvlakken  hebben  bepaald, 
maar  ook  die  van  de  zes  overige  hebben  afgebeeld. 

Hoe  dit  zij,  zeker  is  het,  dat  Stevin  zijn  kennis  van  de 
halfregelmatige  veelvlakken  aan  Dürer  ontleent.  ,, Behalve  de 
vijf  regelmatige  lichamen ,  waarvan  de  wiskunstenaars  melding 
maken'\  zegt  hij  in  de  inleiding  van  zijn  3'  boek,  „zijn  er 
eenige  andere,  die,  hoewel  minder  regelmatig,  evenzeer  uit- 
lokken tot  wiskundige  bespiegelingen  en  merkwaardige  net- 
werken opleveren.  Zes  van  deze  lichamen  vindt  men  in  Dürer's 
Meetkunde  vermeld ...."») 

Het  was  Stevin  evenwel  niet  genoeg  de  netwerken  dier 
veelvlakken  te  kunnen  ontwerpen  en  uit  deze  de  veelvlakken 
zelf  te  kunnen  samenstellen,  hij  verlangde  hun  oorsprong  te 
kennen,  dien  het  hem  gelukte  eindelijk  te  ontdekken:  Dürer's 
lichamen  bleken  hem  afgeknotte  regelmatige  veelvlakken  te 
wezen,  een  afgeknot  viervlak,  drie  afgeknotte  kuben  en  een 
afgeknot  achtvlak;  van  het  6%  den  afgeplatten  kubus  (cubus 
simus)  van  Kepler,  kon  Stevin  den  oorsprong  niet  met  zeker- 
heid vaststellen;  hij  gist,  dat  dit  veelvlak  uit  een  nfgeknotten 
kubus  moet  worden  afgeleid  ^). 

Nadat  de  bron  was  opgespoord,  waaruit  de  halfregelmatige 
veelvlakken  ontspringen,  moet  het  Stevin  niet  moeilijk  zijn  ge- 
vallen,  hun   aantal  met  drie  te  vermeerderen,   die  aan  de  re- 


*)  Praeter  quinque  corpora  regularia  quorum  Mathematici  niemintTiint.  anim- 
aduertimus  alia  quaedam  corpora  quae  quamvis  talem  non  habert-nt  regulari- 
tatem  vt  in  quinque  illis  regularibus  requiritur  (r.am  demonftratur  quinque  tan- 
tum talia  corpora  polTe  inveniri)  nihilominus  Geonietricarum  fpeculationuni 
oUVnt  plena,  ac  mirahilis  difpofitionis  correlatiuarum  fuperficierum.  Horum 
autem  corporum  sex  meminit  Albertus  Durerus,  in  fua  Geometria  . . .  .  p.  46. 

^)  ....  vidimus  tandem  regularia  corpora  ipforum  elTe  fcatebram .  nam 
illorum  vnum,  erat  tetraedrum  truncatum ,  altera  tria,  truncati  cubi ,  &quintum, 
truncatum  octoedrum:  Sexti  vero  corporis  truncatio  haec  fcribentibus  nobis  erat 
ignota,  quamvis  ex  truncate  cubo  originem  habere  non  dubitamus.     p.  46. 
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gelmatige  twaalf-  en  twintigvlakken  hun  oorsprong  ontleenen  *) , 
en  waarvan  hij  zich  de  eer  der  ontdekking  toeeigent,  zoolang 
hem  van  geen  voorganger  blijkt '). 

Stevin  spreekt  van  zes  halfregelmatige  veelvlakken,  die  in 
Dürer's  Geometria  zouden  voorkomen;  dit  is  een  vergissing, 
die  zich  tot  do  inleiding  bepaalt.  Inderdaad  vindt  men  bij 
Stevin  de  zeven  halfregelmatige  veelvlakken  der  Messung  mit 
Zirckel  und  Richtscheyt  terug,  vermeerderd  met  de  drie,  door 
hem  zelf  ontdekt.  Van  dit  tiental  verwijst  Stevin  den  cubus 
simus,  waarvan  hij  de  herkomst  niet  kan  vaststellen,  naar  een 
Aanhangsel,  zoodat  er  voor  hem  ^novem  truncata  corpora 
regularia"  te  behandelen  overblijven. 

■p»:^  jn  Omtrent    de  twee   veel- 

^^  '  ^^^  vlakken  van  Dürer,  die 
resp.  door  tweeëndertig 
driehoeken  en  zes  twaalf- 
hoeken  worden  ingesloten , 
merkt  Stevin  op,  dat  van 
het  1'  het  netwerk  niet  kan 
worden  samengevouwen , 
omdat  soms  drie  (lees: 
vier)  vlakke  hoeken  samen- 
komen, waarvan  de  som 
=  360**  is,  en  dat  het  2' 
niet  aan  zijn  bepaling  van 
„truncatum  corpus  regula- 
re"  voldoet  3). 


*)  Cum'que  haec  nobis  efient  nota  invenimus  (nam  tale  quid  f«pc  fit  cum 
rerum  causas  cognofcimus)  alia  tria  corpora  non  minoris  elegantiae  nempe  ex 
truncatis  Dodecaedro  &   Icofaedro.     p.  46. 

^)  Si  forte  ab  alio  ante  nos  funt  inventa . . .  fatemur  hoc  nos  ignorare. 
Quare  vt  pro  noftro  invento  talia  edimus.     p.  47. 

3)  (funt  quidem  in  eadem  Alberti  defcriptione  &  alia  duo  corpora  quae  ex 
complicatis  planis  componuntur  quorum  alterum  non  poteft  plicari,  ratio  eft 
quia  ad  vnum  angulum  folidum  conftruendura  compofiti  funt  tres  anguii  plani 
aequales  quatuor  rectis,  qui  angulum  folidum  per  21.  prop.  lib.  11.  Euclid,  non 
conftituunt.  Alterum  ver6  corpus  non  continetur  intra  metasqu»  in  fequenti  1 1. 
dcfinit.  funt  pofitae,  quare  illa  duo  corpora  reliquimus).     p.  46. 
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loderdaad  bestaat  het  netwerk  van  het  1*  veeWlak  uit  vier 
deelen  als  Fig.  13,  zóó  verbonden,  dat  de  zijden  a  van  het  2*, 
3'  en  4*  deel  resp.  samenvallen  met  de  zijden  b  van  het  1',  2*  en 
3*  deel ,  en  uit  twee  twaalf  hoek  en ,  op  ieder  van  de  zijden  c  end 
van  het  2'  deel  één.  Dit  veelvlak  zou  dus  vierentwintig  drie- 
zijdige  en  vierentwintig  vierzijdige  veelvlakshoeken  tellen:  van 
de  vierzjjdige,  door  een  twaalf  hoek  en  drie  driehoeken  ge- 
vormd, zou  de  som  der  zijden  =  360®  wezen.  Maar  ook  al 
kon  dit  netwerk  worden  samengevouwen »  dan  nog  zou  er  geen 
halfregelmatig  veelvlak  ontstaan,  daar  er  onder  de  tweeëndertig 
driehoeken  vierentwintig  gevonden  worden,  die  niet  gelgk- 
zijdig  zijn  «). 

En  het  netwerk  van  het  2*  veelvlak  bestaat  uit  zes  vierkan- 
ten, die  een  rechthoek  vormen,  zesmaal  zoo  lang  als  breed, 
met  op  de  zijden  in  de  lengte  twaalf  gelijkbeenige  driehoeken, 
waarvan  de  hoogten  even  groot  zijn  als  de  bases*):  bij  samen- 
vouwing ontstaat  een  regelmatig  zeszijdig  prisma  met  een  regel- 
matige zeszijdige  pyramide  op  ieder  eindvlak. 

Buiten  Stevin  schijnt  niemand  opgemerkt  te  hebben,  dat 
Dürer's  8*  veelvlak  onbestaanbaar  is  en  dat  de  driehoekige 
zijvlakken  van  zijn  9*  veelvlak  niet  gelijkzijdig  zijn  '). 


1)     qui  non  habent  omnia  latera  sequalia. 

Dürer ,  Geometria  ,  Parijs  1 532 ,  p.  1 57. 
')     quorum  quilibet  tantam  habeat  altitudinem  ,  quantum  fuerit  latus  quadratL 

DQrer ,  t.  a.  p. ,  p.  1 07. 
*)     Te  verbeteren  aanhalingen: 

Sechs  Quadrate  zwifchen  zwo  Parallelen  an  einander  gezeichnet ,  und  auf  jedc 
ihrer  Seilen,  welche  in  die  Parallelen  fallen,  ein  gleichfeitiges  Dreyeck  gelegt, 
giebt  auch  ein  Nctz  zu  einem  Kftrper,  ein  Prifma,  das  auf  jeder  feiner  fcchs- 
feitigen  Grundflachen  eine  Pyramide  bat. 

Kastner.  t.  a.  p.,  I  p.  691. 
Ueberall    sind    die    GrenzflSchen    regelmSssig    gedacht,    nur  beim  8)  Kftrper 
sind    24  unter  den  32  Dreiecken  nicht  gleichseitig  sondem  nur  gleichschenklig. 
oder  wie  Dflrer  es  ausspricht  ,sie  haben  aber  nit  all  gleych  seyten". 

Cantor,  t.  a.  p. ,  II  p.  428. 
Dürer  zeichnet  nun  die  zusammenhangenden  Netze  der  K6rper,  und  zwarder 
fDnf  regulJlren  und  von  acht  Archimedeischen.  Auf  diese  Netze  weist  Michael 
Stifel  im  zweiten  Buche  seiner  Arithmetica  integra ,  1 544  hin  und  bringt  im 
Druckfehlerverzeichnlss  am  Ende  des  ganzen  Bandes  diese  Netze  selbst.  [Stifel 
bepaalt  zich  tot  de  netwerken  van  de  regelmatige  veelvlakken  en  zwijgt  over 
die  van  halfregelmatige.] 

BrQckner,    Vielecke  und  Vielflache,  Leipzig  I900,  p.  156. 


157 

Stevin  begint  zga  beschouwing  van  de  halfregelmatige  veel- 
ylakken  met  een  bepaling  (def.  11)  van  een  afgeknot  regel- 
matig yeelvlak,  die  woordelijk  aldus  luidt: 

Een  lichaam,  dat  in  een  bol  kan  worden  beschreven,  —  waar- 
van de  lichaamshoeken  alle  gelijk  en  de  zijvlakken  niet  alle 
gelijkvormig  zijn,  —  waarvan  elk  zijvlak  gelijkhoekig  en  gelijk- 
zgdig  is  en  alle  ribben  even  lang  zijn,  noeint  men  een  afge- 
knot regelmatig  lichaam. 

Dan  volgen  elf  bepalingen  (def.  12-22),  waarin  Stevin  zijn 
negen  afgeknotte  regelmatige  yeelvlakken  benoemt,  en  ver- 
klaart, hoe  ze  uit  de  vijf  regelmatige  veelvlakken  ontstaan; 
in  een  opmerking  wordt  telkens  het  aantal  en  de  soort  der 
zgvlakken ,  alsmede  het  aantal  der  lichaamshoeken  en  der  ribben 
opgegeven.  Wegens  den  dubbelen  oorsprong  van  twee  der 
yeelvlakken  wordt  hun  aantal  door  dat  der  bepalingen  met 
twee  overtroffen. 

De  „novem  truncata  corpora  regularia"  yan  Stevin  heeten: 

1)  truncatum  tetraedrum  per  laterum  tertias  (def.  12;  No.  1 
yan  onze  lijst). 

2)  truncatus  cübus  per  laterum  media  (def.  13;  No.  11  van 
onze  lijst). 

3)  truncatus  cubus  per  laterum  diuiflones  in  tres  partes 
(def.  14;  No.  2  van  onze  lijst). 

4)  biftruncatus  cubus  primus  (def.  15;  No.  9  van  onze  lijst). 

5)  biftruncatus  cubus  fecundus  (def.  16;  No.  7  van  onze  lijst). 

6)  truncatum  octaedrum  per  laterum  media  (def.  17;  No.  11 
yan  onze  lijst). 

7)  truncatum  octaedrum  per  laterum  tertias  (def.  18;  No.  4 
yan  onze  lijst). 

8)  truncatum  dodecaedrum  per  laterum  media  (def.  19;  No. 
12  yan  onze  lijst). 

9)  truncatum  dodecaedrum  per  laterum  diuiflones  in  tres 
partes  (def.  20;  No.  3  van  onze  lijst). 

10)  truncatum  icofaedrum  per  laterum  media  (def.  21 ;  No. 
12  van  onze  lijst). 

11)  truncatum  icofaedrum  per  laterum  tertias  (def.  22;  No.  5 
van  onze  Igst). 

Uit  deze  benamingen  bljjkt,  dat  van  de  afgeknotte  regel- 
matige veelvlakken  door  Stevin  één  van  het  viervlak,  vier  van 
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den  kubus,  twee  van  het  achtvlak,  twee  van  het  twaalfvlak 
ea  twee  van  het  twintigylak  worden  afgeleid;  de  veelylakken , 
in  def.  13  en  def.  18  als  truncatus  cubus-  en  truncatum 
octaedrum  per  laterum  media  beschreven,  zijn  identiseh  (No.  11 
van  onze  lijst);  erenzoo  die,  in  def.  19  en  def.  21  als  trun- 
catum dodecaedrum-  en  truncatum  icofaedrum  per  laterum 
media  beschreven  (No.  12  van  onze  lijst).  Zondert  men  de 
„biftruncati  cubi"  van  def.  15  en  def.  16  uit,  dan  ontstaan 
Stevin's  afgeknotte  regelmatige  veelvlakken ,  door  van  de  regel- 
matige veelvlakken  aan  de  hoekpunten  congruente  regelmatige 
pyramiden  af  te  snijden.  Dit  af  knotten  kan  geschieden  „por 
laterum  media",  „per  laterum  tertias"  en  „per  laterum  diuifi- 
ones  in  tres  partes";  bij  de  1'  handelwijze  moet  men  de  ribben 
in  twee  even  groote  stukken  verdeelen ,  bij  de  2*  in  drie  even 
groote  stukken  en  bij  de  «S^  in  drie  stukken,  waarvan  het 
middelste  tot  ieder  van  de  uiterste  staat  als  de  diagonaal  van 
een  zijvlak  tot  de  zijde. 

De  1*  handelwijze  kan  op  elk  regelmatig  veelvlak  worden 
toegepast.  Telt  het  regelmatige  veelvlak  Z  n-hoekige  zijvlak- 
ken, H  v-zijdige  veelvlakshoeken  en  R  ribben,  dan  ontstaat 
er,  mits  n^^v  zij,  een  halfregelmatig  veelvlak  met  Z  n-hoekige 
en  H  v-hoekige,  d.  i.  samen  Z  +  H  =  R  +  2,  zijvlakken, 
R  vierzijdige  veelvlakshoeken  en  2R  ribben.  Uit  een  vier- 
vlak  ontstaat  evenwel,  daar  n  =  i;  =  3  is,  geen  halfregelmatig 
veelvlak,  maar  een  viervlak;  een  zes-  en  een  achtvlak  leveren 
een  zelfde  halfregelmatig  veelvlak  op,  evenals  een  twaalf-  en 
een  twintigvlak,  wat  zijn  grond  vindt  in  de  omstandigheid, 
dat  zes-  en  achtvlak  en  twaalf-  en  twintigvlak  elkanders  pool- 
hguren  zijn,  zoodat  Z  en  n  bij  het  eene  veelvlak  dezelfde 
waarden  hebben  als  fl  en  v  bij  het  andere. 

Door  afknotting  „per  laterum  media"  ontstaan  dus  twee 
halfrogelmatige  veelvlakken,  Nos.  11  en  12  van  onze  lijst. 

De  2^  handelwijze  kan  slechts  op  een  regelmatig  veelvlak 
worden  toegepast,  waarvan  de  zijvlakken  driehoeken  zijn,  dus 
op  het  vier-,  acht-  en  twintigvlak,  en  de  3**  handelwijze  slechts 
op  een,  waarvan  de  zijvlakken  vier-  of  vijf  hoeken  zijn,  dus 
op  het  zes-  en  twaalfvlak. 

Door  afknotting  „per  laterum  tertias"  en  „per  laterum  diui- 
fiones  in  tros  partes"  ontstaan  dus  vijf  halfrogelmatige  veel- 
vlakken ,    Nos.    1 ,    4 ,    5 ,    2   en  3  van  onze  lijst ,    met  Z  2/i- 
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hoekige  en  H  v-hoekige,  d.  i.  samen  Z  +  H  =  R  +  2,  zijvlak- 
ken, 2B  driezijdige  veelvlakBhoeken  en  3B  ribben. 

De  „biftruncati  cubi"  eindelijk  ontstaan,  zooals  de  naam 
reeds  uitdrukt ,  door  een  kubus  tweemaal  af  te  knotten.  Aldus : 

Verdeelt  men  van  een  kubus  elke  ribbe  in  drie  stukken, 
waarvan  het  middelste  tot  ieder  van  de  twee  uiterste  staat 
als  de  diagonaal  van  een  vierkant  tot  de  zijdo,  en  snijdt  men 
van  den  kubus  bij  elke  ribbe  een  driezijdig  prisma  af  door 
een  vlak,  dat  door  de  vier  deelpunten  gaat,  die  het  dichtst 
bij  die  ribbe  liggen,  dan  houdt  men  een  veelvlak  over  met 
o.  a.  zes  zijvlakken,  dat  vierkanten  zijn,  die  van  de  zijvlakken 
van  den  kubus  zijn  overgebleven,  en  acht  hoekpunten,  die 
verder  van  het  middelpunt  van  den  kubus  verwijderd  zijn  dan 
de  overige  hoekpunten;  snijdt  men  van  dit  veelvlak  bij  ieder 
dier  acht  hoekpunten  een  driezijdige  pyramide  af  door  een 
vlak,  dat  van  de  hoekpunten  dier  zes  zijvlakken  de  drie  bevat, 
die  het  dichtst  bij  dat  hoekpunt  liggen ,  dan  houdt  men  een 
halfregelmatig  veelvlak  over  met  acht  driehoekige  en  achttien 
vierhoekige  zijvlakken ,  vierentwintig  hoekpunten  en  achtenveer- 
tig ribben,   dat   bij    Stevin  „biftruncatus  cubus  primus"  heet. 

En  verdeelt  men  van  een  kubus  elke  ribbe  in  vijf  stukken, 
waarvan  het  middelste  tot  ieder  van  de  vier  uiterste  staat  als 
de  diagonaal  van  een  vierkant  tot  de  zijde,  en  snijdt  men  van 
den  kubus  bij  elke  ribbe  een  driezijdig  prisma  af  door  een 
vlak,  dat  door  de  vier  deelpunten  gaat,  die  het  dichtst  bij  die 
ribbe  liggen,  dan  houdt  men  een  veelvlak  over  met  o.  a.  zes 
zijvlakken,  dat  vierkanten  zijn,  die  van  de  zijvlakken  van  den 
kubus  zijn  overgebleven  ,  en  acht  hoekpunten ,  die  verder  van 
het  middelpunt  van  den  kubus  verwijderd  zijn  dan  de  overige 
hoekpunten ;  verdeelt  men  van  dit  veelvlak  ieder  van  de  zijden 
dier  zes  zijvlakken  in  drie  stukken ,  waarvan  het  middelste 
tot  ieder  van  de  twee  uiterste  staat  als  de  diagonaal  van  een 
vierkant  tot  de  zijde ,  en  snijdt  men  van  dit  veelvlak  bij  ieder 
dier  acht  hoekpunten  een  veelvlak  af  door  een  vlak ,  dat  van 
de  deelpunten  op  de  zijden  dier  zes  zijvlakken  de  zes  bevat, 
die  het  dichtst  bij  dit  hoekpunt  liggen,  dan  houdt  men  een 
halfregelmatig  veelvlak  over  met  twaalf  vierhoekige,  acht 
zeshoekige  en  zes  achthoekige  zijvlakken,  achtenveertig  hoek- 
punten en  tweeënzeventig  ribben,  dat  bij  Stevin  „biftruncatus 
cubus  fecundus"  heet. 
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Evenals  door  Stevin  zijn  door  Kepler  blijkens  de  bgyoeging 
„truncus"  sommige  halfregelmatige  lichamen  als  afgeknotte  veel- 
vlakken  opgevat.  Waar  evenwel  Stevin  de  wijze  van  ontstaan 
dier  veelvlakken  angstvallig  naspeurt  en  van  Dürer's  lichamen 
zelfs  een  verwerpt,  omdat  hij  er  den  oorsprong  niet  met 
zekerheid  van  kan  vaststellen,  laat  Eepler  zich  bij  de  toe- 
kenning van  het  attribuut  „truncus'*  door  den  algemeenen  indruk 
leiden,  dien  de  halfregelmatige  veelvlakken  op  hem  maken. 

Zoo  heet  Stevin's  ,bi(lruncatus  cubus  fecundus^'  bij  Eepler 
«cuboctaëdron  truncum".  Nu  telt  een  cuboctaêdron  —  No.  11 
van  onze  lijst  —  acht  driehoekige  en  zes  vierhoekige  zijvlakken 
en  twaalf  vierzijdige  veelvlakshoeken ,  en  een  cuboctaêdron 
truncum  —  No.  7  van  onze  lijst  —  twaalf  vierhoekige,  acht 
zeshoekige  en  zes  achthoekige  zg  vlakken.  Bij  ieder  van  de 
twaalf  hoekpunten  van  een  cuboctaêdron  zou  men  dus  een 
vierzijdige  pyramide  moeten  afsnijden,  om  een  cuboctaêdron 
truncum  over  te  houden ;  van  de  acht  driehoekige  en  de  zes 
vierhoekige  zijvlakken  zouden  dan  tevens  acht  zeshoekige 
en  zes  achthoekige  zijvlakken  overblgven ,  zooals  vereischt 
wordt.  Maar  al  deze  zijvlakken  moeten  regelmatige  veelhoe- 
ken wezen :  men  zou  de  zijden  der  driehoeken  dus  in  drie 
even  groote  stukken  moeten  verdeelen  en  die  der  vierhoeken 
in  drie  stukken,  waarvan  het  middelste  tot  ieder  van  de 
uiterste    staat   als  de  diagonaal  van  een  vierkant  tot  de  zijde. 

Aan  deze  twee  voorwaarden  kan  evenwel  niet  gelijktijdig 
worden  voldaan,  zoodat  Stevin's  „biilruncatus  cubus  fecundus" 
inderdaad  niet  als  „cuboctaêdron  truncum''  kan  worden  opgevat. 

Evenmin  is  Kepler's  „icofidodecaëdron  truncum"  —  No.  8 
van  onze  lijst  —  een  afgeknot  „icosidodecahedron"  —  No.  12 
van  onze  lijst. 

Hebben,  evenals  Kepler  na  hem,  vermoedelijk  reeds  meer- 
deren vóór  Stevin  in  de  Archimedische  lichamen  verminkte 
regelmatige  veelvlakken  herkend,  zonder  evenwel  den  aard 
dier  verminking  nauwkeurig  te  kunnen  omschrijven,  aan  onzen 
scherpzinnigen  stamgenoot  komt  de  eer  toe ,  den  oorsprong  van 
negen  dier  lichamen  in  bijzonderheden  te  hebben  aangewezen, 
onder  toepassing  van  handelwijzen,  waardoor,  zooals  sedert 
gebleken  is,  ook  de  vier  overige  van  regelmatige  veelvlakken 
kunnen  worden  afgeleid,  en  die  in  het  wegsnijden  van  hoek- 
punten en  ribben  bestaan. 
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Zoo  ontstöat  van  de  ArchimediBche  veelvlakken  van  onze 
lijst : 

a),  door  het  wegsnijden  van  hoekpunten,  No.  1  uit  een 
tetraëder,  No.  2  uit  een  hexaëder,  No.  3  uit  een  dodecaëders 
No.  4  uit  een  octaëder,  No.  5  uit  een  icosaeder^  No.  11  uit 
een  hexaëder  en  een  octaëder,  en  No.  12  uit  een  dodecaëder 
on  een  icosaëder; 

b)  door  het  wegsnijden  van  hoekpunten  en  van  ribben  door 
vlakken,  evenwijdig  aan  die  ribben,  No.  4  uit  een  tetraëder, 
No.  7  uit  een  hexaëder  en  een  octaëder,  No.  8  uit  een  dode- 
caëder en  een  icosaëder,  No.  9  uit  een  hexaëder  en  een  octa* 
ëder,  en  No.  13  uit  een  dodecaëder  en  een  icosaëder; 

c)  door  het  wegsnijden  van  hoekpunten  en  van  ribben  door 
vlakken,  niet-evenwijdig  aan  die  ribben,  No.  14  uit  een  hexa* 
eder  (zooals  Stevin  reeds  vermoedde)  en  een  octaëder,  en  No. 
15  uit  een  dodecaëder  en  een  icosaëder^). 

(  Wordt  vervoUjrI.) 

*)     BiTickner,  t.a.p, ,  pp.   134 — 139»  ' 
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Zoo  ontstaat  Tan  de  Archimediaohe  veelylakken  van  oiizd 
lijst: 

a)  door  hét  wegengden  van  hoekpuHten,  No.  1  ait  een 
tetraëder,  No.  2  uit  een  hexaëder,  No.  3  uit  eén  dódecaëder, 
No.  4  uit  een  octaSder,  No.  5  uit  een  icosaêder,  No.  U  uit 
een  hexaëder  en  een  octaëder,  en  No.  12  uit  een  dodeoaëder 
en  een  icosaëder; 

b)  door  het  wegsnijden  yan  hoekpunten  en  van  ribben  door 
ylakkeB,  eyenwgdig  aan  die  ribben,  No.  4  uit  een  tetraëder, 
No.  7  uit  een  hexaëder  en  een  octaëder,  No.  8  uit  een  dode- 
oaëder en  een  ioosaëder,  No.  9  uit  een  hexaëder  en  een  octa- 
ëder ^  en  No.  18  uit  een  dodecaëder  en  een  icosaëder; 

c)  door  het  wegsnijden  van  hoekpunten  en  van  ribben  door 
ylakken,  niet-eyenwijdig  aan  die  ribben,  No.  14  uit  een  hexa- 
ëder (sooals  Steyin  reeds  yermoedde)  en  een  octaëder,  en  No. 
15  uit  ccn  dodecaëder  en  een  icosaëder^)* 

Het  S*  boek  yan  Stevin's  Problemata  Geometrica  handelt 
evenwel  niet  alleen  over  de  negen  afgeknotte  regelmatige  veel- 
vlakken  ,  maar  ook  over  de  vgf  regelmatige  veelvlakken  zelf, 
alsmede  over  de  vijf  vermeerderde  veelvlakken,  die  ontstaan, 
door  op  de  zijvlakken  der  regelmatige  veelvlakken  als  grond- 
vlakken pyramiden  te  construeeren,  waarvan  alle  ribben  even 
lang  zijn.  Om  ieder  van  deze  negentien  veelvlakken  kan  een 
bol  worden  beschreven,  die  echter  bij  de  vermeerderde  regel- 
matige veelvlakken  slechts  door  de  toppen  der  pyramiden  gc^t. 

Op  de  gdefinitiones  quinque  corporum  regularium,  qüinque 
auctorum  corporum  regularium  &  nouem  truncatorum  corporum 
regularium"  laat  Stevin  volgen  de  constructie  a)  van  de  ribben, 
b)  van  de  netwerken  dier  veelvlakken,  als  de  straal  van  den 
omgeschreven  bol  gegeven  is. 

De  ribben  van  de  vijf  regelmatige  veelvlakken  coostrueert 
hij  op  nagenoeg  dezelfde  wijze  als  Euclides  (Lib.  XIII ,  Propos. 
18  der  Elementen):  in  Fig.  14  is  EA  =  EC  =  R,  EF  =  |R, 
CH  =  2R,  enz.,  dus: 

AQ  =  jR|/6  =  de  ribbe  van  het  regelmatige  viervlak  ; 

CG  =  f RK3  =  de  ribbe  van  het  regelmatige  achtvlak ; 

BC  =  Rv^2  =  de  ribbe  van  het  regelmatige  zesvlak; 


ï)     Bruckner,  ta.p..  pp.  134 — 139. 

11 
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CK  c=  iBK8  .  {Vb  - 1)  =  het  grootste  Btuk  vaa  de  in  uiterste 
en  middelste  reden  yerdeelde  ribbe  CO  van  het  regel- 
matige aohtrlak  =  de  ribbe  van  het  regelmatige  twaalf- 
vlak; 
d  =  iBK5  .  K(10  -  2|/6)  =  de  sgde  van  den  regelmatigen 
ygfhoek  met  IL  =  )BK6  tot  straal  =  de  ribbe  van 
het  regelmatige  twintigvlak. 

yy  De  stippellgn  IL  kemt 
in  Steyin's  figuur  niet 
Toor,  evenmin  ala  de 
overigestippellgnen,die 
de  oonstruotie  van  de 
ribbe  CO  van  het  regel- 
matige twintigvlak  bg 
Euolides  aangeven : 
CN  =  ^B,  MO=desEgde 
yan  den  regelmatigen 
tienhoek  met  CM  = 
iRV5  tot  straal. 

Om  de  ribben  a'  van 
de  vgf  vermeerderde 
en  de  negen  afgeknotte 
regelmatige  veelvlak- 
ken  te  vinden,  die  in 
den  bol  met  den  straal  B  (E A  in  Fig.  14)  beschreven  knnnen  voor- 
den,  bepfialt  Stevin  de  stralen  B'  van  de  omgeschreven  bollen 
der  veel  vlakken,  die  uit  de  regelmatige  veelvlakken  met  de 
ribben  a  (AG,  CG,  BC,  CK  en  Cl  in  Fig.  U)  door  vermeer- 
dering  en  afknotting  ontstaan  en  construeert  a'  als  4e  even- 
redige tot  B,  B'  en  a;  Stevin  past  dus,  zonder  dit  evenwel  uit- 
drukkelijk te  vermelden,  zgn  ,reguIa£BiI(i  continu®  quantitatis"  toe. 
Wat  de  constructie  van  de  stralen  B'  aangaat,  zal  ik  mg 
tot  een  paar  voorbeelden  bepalen. 

Om  den  straal  B'  te  vinden  van  het  „dodecaedrum  auctum^', 
waarvan  het  dodecaëder  met  de  ribbe  CE  de  kern  vormt , 
snijdt  Stevin  dit  dodecaëder  en  den  omgeschreven  bol  door  een 
plat  vlak,  dat  door  twee  overstaande  ribben,  vier  hoogtelgnen 
van  zijvlakken  en  het  middelpunt  van  het  veel  vlak  gaat  De 
doorsnede  bestaat  uit  een  cirkel  met  den  straal  B  (EA  in 
Fig.  14)  en  een  zeshoek  zonder  inspringende  hoeken ,  waarvan 
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de  zgden  twee  aan  twee  eyenwgdig  loopen,  yier  hoekpunteD 
in  den  cirkelomtrek  liggen  en  twee  er  binnen  vallen.  Yan 
deaen  aeshoek  construeert  Steyin  in  den  halven  cirkel,  die  in 
Fig.  14  ontbreekt,  de  eene  helft  A12C  zóó,  dat  A1=0E 
een  koorde  en  12  r=  C2  =  de  loodlgn  is,  die  in  een  regelmati- 
gen  vgfhoek  met  de  zijde  CE  uit  een  hoekpunt  op  de  over- 
staande  zgde  kan  worden  neergelaten.  Eindelgk  trekt  hg 
E8  X  C2  en  beschrijft  uit  C  met  CE  als  straal  een  oirkelboog, 
die  ES  in  6  snijdt:  E3  is  dan  de  straal  R'  van  den  bol,  die 
om  het  „dodecaedrnm  auctum"  kan  worden  beschreven»  waar- 
van het  dodecaëder  met  de  ribbe  CE  de  kern  vormt;  want 
als  C2  door  E3  in  (51)  wordt  gesneden ,  dan  is  E  (51)  de 
straal  van  den  bol,  die  in  het  dodecaëder  met  de  ribbe  CE 
kan  borden  beschreven,  en  (51)  5  de  hoogte  van  de  pyrami- 
den,  waarmede  dit  veel  vlak  vermeerderd  is. 

En  den  straal  R'  van  het  „truncatum  tetraedrum  per  laterum 
tertias",  dat  aan  het  tetraëder  met  de  ribbe  AG  zgn  oorsprong 
ontleent,  construeert  Stevin,  door  AG  in  drie  even  groote 
stukken  te  verdeelen  en  E  met  een  van  de  doelpunten  te  ver- 
binden. 

Wat  eindelgk  de  netwerken  van  al  deze  lichamen  aangaat, 
die  van  de  regelmatige  veelvlakken  hebben  den  tegenwoordigen 
Eudidischen  vorm,  die  van  de  afgeknotte  regelmatige  veel- 
vlakken  zijn ,  op  die  van  de  drie  door  Stevin  zelf  ontdekte  na, 
aan  Dürer  ontleend,  en  die  van  de  vermeerderde  regelmatige 
veelvlakken  bepalen  zich  tot  de  zgoppervlakken  van  de  pyra- 
miden,  die  op  de  zg vlakken  van  de  regelmatige  veelvlakken 
komen  te  staan. 

Terwijl  van  de  «regula  fald  continu®  quantitatis'\  die  den 
inhoud  van  het  2e  boek  der  Problemata  Geometrica  uitmaakt, 
in  Stevin's  Meetdaet  geen  spoor  te  ontdekken  valt ,  vindt  men 
van  dien  van  dit  3e  boek  in  de  Meetdaet  althans  de  meeste 
netwerken  terug,  zonder  meer  evenwel:  in  het  18  Voorstel 
van  het  Derde  Deel  Des  Eersten  Bovcx  Yan  Het  Teyckenen 
Der  Lichamen  die  van  ^de  vgf  ghefchikte  lichamen",  t.  w.  het 
vier-,  fes-,  acht-,  twelf-  en  twintichgrondich  lichaam ,  en  in  het 
19  Voorstel  die  van  ,,de  ghefchickte  ghefoeen  lichamen",  t.  w. 
het  gefneen  viergrondich  deur  der  fijden  derdendeelen ,  de 
ghefoeen  teerlinck  deur  der  fijden  derdendeelen ,  de  ghefneen 
teerlinck  deur  der  fijden  middel,    de  gefneen  teerlinck  op  een 
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4erd6  manier,  de  gefneen  teerlinck  op  een  Ti^e  manier,  de 
gefoeen  teerlinck  op  een  v|jfde  manier,  het  ghefneen  acht- 
^ndich  lichaem  deur  der  lyden  derdendeelen  en  het  ghefneen 
twelf-  (twintioh-)  grondich  denr  der  lijden  middel,  joist  de 
neven  halfregelmatige  veelvlakken  ?an  Dürer  en  één  van  de 
drie  van  Steyin,  Tan  onse  Igst  Noe.  1,  2,  11, 14,  9,  7,  4  en  12. 

Wg  hebben  gezien,  dat  Steyin  de  afgeknotte  regelmatige 
yeelylakken  bg  Dürer  heeft  loeren  kennen;  thans  willen  wg 
nagaan,  yrat  hem  aanleiding  gaf  tot  de  beschouwing  yan  de 
Tormeerderde  regelmatige  yeelylakken. 

Yan  de  5*  eeuw  y.  Chr.  af  tot  op  den  huldigen  dag  toe 
hebben  wetenschap  en  kunst  zich  de  regelmaat  yan  de  ygi 
Platonische  yeelylakken  ten  nutte  zoeken  te  maken,  bg  wgs- 
geerige  bespiegelingen  en  theoretische  onderzoekingen  zoowel 
als  yoor  practische  doeleinden. 

Zóó,  waar  de  Pythagoreör  Timttus  yan  Loori,  Plato's  leer* 
meester,  yan  de  yier  elementen  het  yuur  ak  yierylak  laat 
optreden,  de  lucht  uit  achtylakken,  het  water  uit  twintig- 
ylakken  en  de  aarde  uit  zesylakken  laat  bestaan ,  om  met  een 
twaalfvlak  het  heelal  te  omsluiten  ^) ;  —  zóó ,  waar  tegen  het 
einde  der  16''  eeuw  Johannes  Kepler ,  toenmaals  „Landschafts- 
Mathematicus  yon  Steyermark*',  zgn  met  zoo  schitterenden 
uitslag  bekroonde  pogingen ,  om  de  Wetten  des  Hemels  te  ont- 
cijferen, aanyangt  met  de  ontsluiering  „per  quinque  regularia 
corpora  geometrica''  yan  dit  „mysterium  cosmographicum  de 
admirabili  proportione  orbium  ccBlestium",  dat  de  sferen  yan 
Saturnus  en  Jupiter  de  om-  en  ingeschreven  bolopperylakken 
vormen  van  een  hexaëder,  die  van  Jupiter  en  Mars  van  een 
tetraëder,  die  van  Mars  en  de  Aarde  van  een  dodecaëder,  die 
van  de  Aarde  en  Yenus  van  een  icosaêder  en  die  van  Yenus  en 
Mercurius  eindelijk  van  een  octaêder  ^);  —  zóó,  waar  „die  Theorie 


1}    Cantor,  t.  a.  p. ,  I  p.  148. 

^)  Terra  est  Circulus  menfor  omnium :  lUi  citxnimfcribe  Dodccaetron : 
Circulus  hoc  comprehendens  erit  Mars.  Marti  circumfcribe  Tetraedron:  Circulos 
hoc  comprehendens  erit  lupiter.  loui  circumfcribe  Cubum:  Circulus  huoc 
comprehendens  erit  Saturnus.  lam  terrae  infcribe  Icofaedron :  illi  infcriptus 
Circulus  erit  Venus.  Veneri  infcribe  Octaedron:  Illi  infcriptus  Circulus  erit 
Mercurius.     Habes  rationem  numeri  planetarum. 

Kepler,    Prodromus    Dissertaiionura  Cosmographicarum ,    Franlcfort  1631 , 

p.  10  (verscheen  oorspronkelijk  in  1596  te  Tubingen). 
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des  Ikosaederfl  in  den  letzten  Jahren  fur  fast  alle  Geblete  der 
modernen  Analysis"  yan  belang  geworden  is  ^) ;  —  zóó ,  waar 
,de  ouden  eertijts  vande  ghefchikte  [lichamen]  dobbelfteenen 
pleghen  te  maken,  tVelck  fommigbe  defes  tgts  noch  navolghen, 
teyokenende  oock  Sonwgfers  op  verfcheyden  platten  die  tot  den 
Toorgeftelden  flchteinder  connen  befchenen  worden",  en  relerlei 
afgeleide  vormen  o.  a.  in  de  bouwkunst  ,tot  cyraet  ftreoken"  ^). 

Met  sulke  yormen  hebben  zich  vóór  Steyin,  behalye  Archi- 
medes, Hermolaus  Barbaras,  Patriarch  yan  Aquileja^,  Pao- 
ciuolo*),  De  Foix-Candalla  ^)   en   Jamitzer^)  bezig  gehouden. 

Omtrent  Barbaras'  werk  zijn  mij  geen  bijzonderheden  bekend. 
Pacciuolo  behandelt  in  zgn  Diyina  Proporzione,  Venetië  1509, 
uityoerig  het  afsnijden  (abscindere)  en  yerhoogen  (eleyare)  yan 
regelmatige  en  halfregelmatige  yeelylakken ;  De  Foix-Candalla 
beschrgft  in  het  17*  boek  van  zijn  uitgaaf  van  Euclides'  Ele- 
menten, Pargs  1566,  de  halfregelmatige  veelvlakken  Nos.  11 
en  12  van  onze  lijst  onder  de  namen  ^exoctaedron"  en  „icosi- 
dodecaedron",  die  evenals  bg  Eepler  zijn  samengesteld  ^ ;  in 
de  Perspectiva  Corporam  Begularium,  Neurenberg  1668,  van 
den  Neurenberger  goudsmid  Jamitzer  eindelgk  vindt  men  „ein 
schone  Anleytung,  wie  auss  denselbigen  fiinf  Cörpern  one  Endt, 
gar  viel  andere  Corper ,  mancherley  Art  und  Qestalt ,  gemacht 
und  gefunden  werden  mügen"®),  waaronder  twee  worden  aan- 
getroffen, die  een  oppervlakkige  gelijkenis  vertoonen  met 
Poinsot's  dodécaèdres  réguliers  de  deuxième  en  de  troisième 
espèce  (twaalf hoekig  stertwaalfvlak  en  twaalfvlakkige  ster- 
twaalf hoek)  ^). 

Invloed  op  Stevin's  arbeid  hebben  de  geschriften  van  Pac- 
ciuolo ,  Candalla  en  Jamitzer  evenwel  niet  uitgeoefend :  immers 
hg  vermeldt  ze  niet  als  bronnen ,  citeert  niet  Candalla's ,  maar 


1}    Klein,  Vorlesungen  fiber  das  Ikosaeder,  Leipzig  1884,  p.  III. 

>)     Meetdaet,  p.  40, 

^  Montucla-Strabbe,  Historie  der  Wiskunde,  2«  Deel,  Amsterdam  1787, 
p.  169. 

*;    Kftstner,  t.  a.  p.,  I  pp.  417—440. 

^    Kftstner.  t.  a.  p.,  I  pp.  313—324. 

•)     Kastner,  t  a.  p.,  H  pp,  ld— 24 

^    Zie  p.  153  Noot  1). 

«)    Kfctner,  t.  a.  p.,  Il  p.  19. 

•)  Gfinther,  Vermischte  Untersuchungen  xm  Geschichte  der  matheroatbchen 
Wissenschaften,  Leipzig  1876,  pp.  35—36.    Bröckner,  t.a.p.,'p.l76  Noot 4). 
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Claviug'  uitgaaf  van  Enclidee'  Elementen  en  spreekt  niet  yaa 
^abscindere"  en  ^elevare",  maar  van  ,truncare"  en  ^augere". 

Hetzelfde  kan  niet  van  Dürer's  Geometria  gezegd  worden: 
de  spaarzame  opmerkingen  over  af  knotten  en  yermeerderen ,  die 
voorkomen  in  dit  werk  ^) ,  waarin  oyerigens  bg  dit  onderwerp 
niet  wordt  stilgestaan ,  zouden  voor  Stevin  inderdaad  een  vinger- 
wijziog  hebben  kunnen  wezen ,  om  in  die  richting  voort  te  gaan. 

Wat  het  denkbeeld  der  af  knotting  aangaat,  acht  ik  dit  zel6  niet 
onwaarschijnlijk,  maar  dat  der  vermeerdering  werd  hem,  naar  zgn 
eigen  getuigenis,  pas  later  door  een  vond  van  Frans  Cophart, 
directeur  der  Leidsohe  muziekvereeniging,  aan  de  hand  gedaan  ^. 


— — '^ 

V^   *            ƒ 

X'-''  / 

/   *^^^^ 

ƒ            ^N. 

/  /  x^ 

-'m- 

"  li^  x^ 

Cophart's   vond   bestond   naar   diens  eigen  meening  in  niets 


1)  Qaando  ab  hb  corporibus  per  planas  abfcifliODes  anguli  amputantur,  k 
deinde  anguli  remanentes  qunq^  abfcinduntur.  tic  potenint  fieri  multiplida  ex 
his  corpora^  Ex  his  rebus  varia  fieri  pofTunt,  cü  pars  earu  tranfponitur  inter  fe, 
id  quod  ad  excifionem  (latuarlt  &  columnaruro  earum'q^  ornatu  conducit. 

DOrer,  t.  a.  p.»  p.  158. 
In  his  etiam  corporibus  fup  fingulas  fuperficies  planas  poteris  (Utuere  puctum 
acutum  .  altum ,  aut  depreiïum  facere ,  tot  quidem  angulorum  quot  fuerint  anguli 
in  fuperficie  fuper  quann  fteterii  punctus.  DOrer,  t.  a,  p.,  p.  450. 

2)  Postea  veró  factum  e(l  (recitamus  hsc  quia  aliquando  non  iniucundum 
eil  inventionum  occafiones  non  ignorare)  vt  Francifcus  Copbart  Archimuficus 
nostri  Leidenfis  Muficorum  collegij ,  &  Geometrise  fingularis  amator,  velletmihi 
perfuadere  fe  cafu  quodam  fextum  corpus  regulare  vidi(3e,  cuius  cooftructio 
talis  erat :  •  •  •  •  p.  47. 
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minder  dan  de  constructie  Tan  een  zesde  regelmatig  yeeMak 
als  OTerschot  van  een  kubus ,  waaryan  bg  de  ribben  yierylakken 
zgn  weggesneden,  die  de  uiteinden  dier  ribben  en  de  middel- 
punten Van  de  in  die  ribben  samenkomende  zgylakken  tot 
hoekpunten  hebben  (Fig.  15). 

Stevin  bestreed  de  bewering  van  zijn  stadgenoot  met  de 
opmerking,  dat  diens  ,,8extum  corpus  regulare"  een  der  ken- 
merken Tan  een  regelmatig  yeelvlak  mist:  de  Teertien  hoek- 
punten liggen  niet  op  een  zelfde,  maar  in  groepen  yan  zes  en 
acht  op  twee  yerschillende  concentrische  bolopperrlakken.  ^) 

Bij  nadere  beschouwing  bleek  hem,  dat  Cophart's  Teelylak 
uit  een  regelmatig  achtylak  bestaat  met  op  ieder  zijylak  als 
basis  een  regelmatig  yierrlak.  En  het  was  dit  denkbeeld ,  dat 
hem  tot  de  constructie  Tan  zijn  Tormeerderde  regelmatige 
Teelylakken  aanleiding  gaf.^) 

Een  niet  zeer  Truchtbaar  denkbeeld  yoorzekerl  Had  Steyin 
daarentegen  in  yerbinding  der  hoekpunten  yan  een  regelmatig 
zesylak,  in  uitbreiding  der  zijylakken  yan  een  regelmatig  acht- 
ylak den  oorsprong  yan  Cophart's  yeelylak  herkend,  wellicht 
was  hg  er  dan  in  geslaagd  aan  de  regelmatige  twaalf-  en 
twintigylakken  de  ontdekking  yan  een  paar  andere  regelmatige 
steryeelylakken  te  ontleenen,  zelfs  al  was  hem  de  ware  aard 
dier  yeelylakken  yerborgen  gebleyen,  eyenals  Oophart  yermoe- 
delijk  in  zgn  zesde  regelmatig  yeelylak  niet  een  regelmatig 
steryeelylak  met  acht  driehoekige  zgylakken  en  eyenyeel 
driezijdige  drieylakshoeken,  maar  slechts  een  regelmatig  yeel- 
ylak, ingesloten  door  yierentwintig  gelgkzgdige  driehoeken, 
zal  hebben  gezien. 

Inderdaad  eyenwel  opent  Cophart's  ,sextum  corpus  regulare'* 
als  discontinu  regelmatig  achthoekig  achtylak  de  rij  der  regel- 
matige steryeelylakken,  waaryan  aan  Eepler  en  aan  Poinsot 
de  eer  der  ontdekking  toekomt 


1)  Igitur  quia  hoc  corpus  non  habebat  omnes  proprietates  qujB  in  regularibus 
corporibus  requiruntur,  ooncludebamus  illud  non  eiSe  fextum  corpus  re8:ulare. 
p.  48. 

^  Postea  verö  vidimus  tale  corpus  e(Se  octoedrum  cui  appofita  crant  octo 
tetraedra,  quorum  bafes  erant  octoedri  octo  fuperiicies.  Cum'que  hoc  animad- 
uerteremus  vnh  cüm  elegantia  ipfius,  atque  Geometrids  rationibus  in  eo 
confistentibus ,  adpHcauimus  talem  conflructionem  ad  cetera  quatuor  regularia 
corpora,  quae  omnia  regularia  aucta  vocauimus.  p.  48. 
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In  Ejjn  Mémoire  sur  les  Palygones  et  les  Polyèdres  (Joiumal 
de  TEcole  Polytechnique ,  10^^*  Cahier,  Tome  IV,  Pargs  1810, 
pp.  85—36)  laat  Poinsot  zich  aldus  uit: 

,Mais ,  si ,  en  conservant  toujours  la  definition  générale  des 
solides  réguliers >  on  etend»  comme  on  Ie  doit,  oelle  de  la 
oonvezité,  on  Toit  la  possibilité  de  construire  de  nouTeaux 
polyèdres  réguliers ,  non-seuiement  ayec  les  nouYoaux  polygenes 
que  j  ai  considérés ,  mais  méme  avec  les  polygenes  réguliers 
ordinaires:  et  pour  bien  entendre  ceci,  il  faut  commencer  par 
distinguer  nettement  dans  un  polyèdre,  ses  fitoes,  ses  aretee  et 
ses  sommets. 

Comme  un  méme  polyèdre  peut  parattre  également  constmit 
sous  tels  OU  tels  polygon  es,  je  prendrai  pour  les  faces,  les  plans 
qui,  en  plus  petit  nombre,  achèvent  complètement  oe  méme 
polyèdre  •  •  .  . 

Pour  les  arêtes,  ce  sont  les  cótés  mémes  qui  terminent  les 
faces  du  solide ,  et  par  lesquels  ces  faces  se  joignent  deux  k 
deux;  de  sorte  que  chaque  arèle  sert  de  cóté  k  deux  üase» 
adjacentes,  et  qu'ainsi  Ie  nombre  des  arètes  est  égal  k  la 
moitié  du  nombre  des  cótés  de  toutes  les  faces. 

C'est  k  ces  seules  droites,  comme  fattes,  que  se  trouyent  les 
angles  dièdres  du  solide ,  les  autres  angles  que  pourraient  former 
les  faces  en  se  traversant,  n'en  font  point  partie:  etdemême, 
c'est  aux  seuls  points  oü  se  réunissent  les  extrémités  des  arêtes 
que  sont  les  sommets  et  les  angles  solides  du  polyèdre, 

Cela  posé,  je  dis  que  Pon  peut  construire  de  nouveaux 
polyèdres  parfaitement  réguliers  .  •  .  :  ils  ont  tous  leurs  faces 
égales  et  régulières,  également  inclinées  deux  k  deux,  et 
assemblees  en  méme  nombre  autour  de  chaque  sommet.  lis 
peurent  étre  inscrits  et  circonscrits  k  la  sphere  ....  La  diffe- 
rence essentielle  de  ces  solides  aux  polyèdres  ordinaires,  est 
que,  dans  ceux-ci,  les  faces  étant  projetées  par  des  rayons  sur 
la  sphere  inscrite  ou  circonscrite ,  les  polygenes  correspondans 
recouYr,ent  une  seule  fois  la  sphere ;  au  lieu  que  dans  les  autres, 
ces  polygones  la  recouvrent  exactement  ou  deux  fois ,  ou  trois 
fois,  &c.;  et  cela  d'une  maniere  uniforme,  en  sorte  que  la 
surface  est  par-tout  ou  doublée ,  ou  triplée ,  &c.'' ') 


')     Uit    Kepler's    beschrijving    van   zijn    twaaifhoekig  en  twinti^oekig  ster 
twaalfvlak  (Poinsot's  dodécaèdres  réguliers  de  deuxième  ei  de  quatrième  espèce) 
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Van  elk  zoodanig  steryeelylak  eindelijk  Tallen  de  hoekpunten 
met  de  hoekpunten  en  de  zg  vlakken  met  de  zg  vlakken  van  een 
convex  regelmatig  veelvlak  aamen.  >) 

blijkt  ondubbelzinnig ,   dat  diens  opvatting  van  een  regelmatig  sterveel  vlak  reeds 
dezelfde  was  als  die  van  Poinsot: 

„Claudunt  enim  pentagonicae  folidas  figuras  aculeatas  undiq^ :  quanim  una 
fit  duodedm  angulorum  quinquelinearium,  altera  viginti  angulorum  trilincarium : 
illa  trinis  angulis  iniiftit,  tuec  quinis  iimul;  üla  pulchriCisfuper  angulumerigitur; 
hsc  rectius  fedet,  incumbens  in  quinos.  In  his  etfi  forinfecus  non  apparet 
regulare  planum,  fed  ejus  loco  Triangulum  cquicrurum  Pentagonicum;  quina 
tarnen  hujusmodi  Temper  in  unum  idemqs^  planum  competentia,  occultum  fub 
foliditate  quinquangulum ,  veluti  cor  fuum  circumflant ;  faciuntqg  cum  eo  dictam 
ftellam  pentaxonicam ,  feu  Germanico  Idiomate,  pedem  Truttte,  Theophrafto 
Pai^celfo  fignuro  fanitatis.  Idea  corporis  quodammodo  eademeft,  quae  fuiPlani; 
Nam  vt  in  hoc,  fc.  in  (lella  quinquangula ,  binonim  femper  triangulortim  latera 
in  unam  réctam  competunt,  quae  parte  fui  interiore  lit  bails  uni  exteriori 
triangulo ,  latus  verö  intimo  quinquangulo :  fic  in  folido,  femper  quinorum  folidorum 
angulorum  Triangula  iïngula  aequicrura,  competunt  in  unam  planitiem,  quorum 
qoinq^  triangulorum  feu  (lelie  intima  medulla  &  cor,  quinquangulum,  fit  bafis 
in  unft  fuperllantis  anguli  folidi:  vel  in  alterft,  fupftantium  quin^g  folidorum. 
£11  autem  tanta  cognatio  figurarum  harum,  unius  cum  Dodecaëdro ,  alterius  cum 
Icofaëdro:  vt  videantur  hae,  prsefertim  Dodecaëdron,  trunca  quodammodo  & 
mutila,  fi  cum  illis  aculeatis  comparentur." 

Kepler,   Harmonices   Mundi   Libri   V,   Lintz   1619,    Lib.  U,    XXVL 
Propos.,  p.  60, 
^}     Un  polyèdre  régulier,  de  quelque  espèce  qu'il  soit,    a  nécessairement  les 
roêmes  sommets  qu'un  polyèdre  régulier  convexe. 

Bertrand ,  Note  sur  la  Theorie  des  Polyèdres  Réguliers  (Comptes  Rendus 
de  ^Académie  des  Sciences,  Tome  XL VI,  Parijs  1858,  p.  80). 
Je    dis    de    plus,    que    la  régularité  du  polyèdre  d* espèce  supérieure  entralne 
nécessairement  la  régularité  du  polyèdre  de  première  espèce  qui  lui  sert  de  noyau. 
Cauchy,  Recherches  sur  les  Polyèdres  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique , 
iOième  Cahier,  Tome  IX,  Parijs  1813,  p.  70). 
Bij  Poinsot's  sterveelvlakkcn : 

1)  het  dodécaèdre  étoilé  de  seconde  espèce  (twaalf  hoekig  stertwaalfvlak 
van  de  3e  soort) ; 

2)  het  dodécaèdre  de  troisième  espèce  (twaalfvlakkige  stertwaalfhoek  van 
de  3e  soort) ; 

3)  het  dodécaèdre  étoilé  de  quatrième  espèce  (twintighoekig  stertwaalfvlak 
van  de  7e  soort) ; 

4)  het  icosaèdre  de  septième  espèce  (twintigvlakkige  stertwaalfhoek  van 
de  7e  soort); 

vallen  de  hoekpunten  van  Nos.  1,  2  en  4  met  die  van  een  convex  regelmatig 
twintigvlak  samen  en  de  hoekpunten  van  No.  3  met  die  van  een  convex  regel- 
matig twaalfvlak,  en  sluiten  de  zijvlakken  van  Nos.  1,  2  en  3  een  convex 
regelmatig  twaalfvlak  in  en  de  zijvlakken  van  No.  4  een  convex  regelmatig 
twintigvlak. 
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Cophart's  yeelvlak  bezit  al  de  opgesomde  kenmerken:  zgn 
zijvlakken  zijn  congruente  regelmatige  driehoeken,  zijn  yeel- 
ylakshoeken  congruente  regelmatige  drieylakshoeken ;  zgn 
hoekpunten  vallen  samen  met  die  van  een  regelmatig  zesylak, 
zijn  zg vlakken  sluiten  een  regelmatig  achtvlak  in;  met  dit 
zesvlak  heeft  het  den  omgeschreven,  met  dit  achtvlak  den 
ingeschreven  bol  gemeen;  zijn  middelpuntsprojectie  op  het 
omgeschreven  boloppervlak  bedekt  dit  2-maal;  —  doordat  het 
uit  twee  congruente  regelmatige  veel  vlakken  is  samengesteld, 
waarvan  de  ribben  elkander  twee  aan  twee  rechthoekig  midden- 
door doelen,  onderscheidt  het  zich  evenwel  van  Poinsot's  vier 
regelmatige  sterveelvlakken  door  de  omstandigheid,  dat  niet 
elke  twee  hoekpunten  door  een  heele-ribbentrek  verbonden  zgn: 
Cophart's  achthoekig  achtvlak  vormt  dus  een  discontinu  regel- 
matig sterveelvlak  Tan  de  2*  soort. ') 

Niet  bg  Jamitzer  alzoo,  in  diens  Perspectiva  Corporum 
Regularium,  Neurenberg  1568,  ontmoet  men  in  de  geschiedenis 
der  wiskundige  wetenschappen  het  V  regelmatige  sterveelvlak^ 
maar  in  Stevin's  Problemata  Qeometrica,  Antwerpen  1583, 
en  dit  6*  regelmatige  veelvlak  was  een  Tond  van  den  Leidschen 
muziek-directeur,  liefhebber  der  wiskunst,  Frans  Cophart. 

Het  4'  boek  yan  de  Problemata  Geometrica  handelt  over  de 
constructie  van  een  meetkundig  lichaam,  gelijkvormig  meteen 
yan  twee  gegeven  meetkundige  lichamen  en  even  groot  als 
het  andere. 


1)  Naast  de  vijf  convexe  regelmatige  veelvlakken  bestaan  er  zeven  regel- 
matige sterveelvlakken:  de  vier  continue  sterveelvlakken  van  Poinsot  en  drie 
discontinue  sterveelvlakken  van  de  2e,  de  5e  en  de  10e  soort: 

1)  het  achthoekig  achtvlak  van  Cophart; 

2)  een  t^óntighoekig  twintigvlak ; 

3)  een  twintighoekig  veertigvlak. 

No.  i  bestaat  uit  twee,  No.  2  uit  vijf  en  No.  3  uit  tien  concentrische 
congruente  regelmatige  viervlakken;  van  No.  1  vallen  de  hoekpunten  samen  met 
die  van  een  regelmatig  zesvlak,  van  Nos.  2  en  3  met  die  van  een  regelmatig 
twaalfvlak:  van  No.  i  sluiten  de  zijvlakken  een  regelmatig  achtvlak  in,  van 
Nos.  2  en  3  een  regelmatig  twintigvlak.  Het  twintighoekige  veertigvlak  is  uit 
twee  symmetrische  twintighoekige  twintigvlakken  samengesteld,  waarvan  de 
hoekpunten  en  de  zijvlakken  samenvallen.  (Verg.  BrQckner,  t.  a.  p.,  pp.  167 — 169.) 

>)    GQnther,  t.  a.  p..  p.  36. 
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In  de  iDleiding  merkt  SteTiD  op ,  dat  dit  werkstuk  beantwoordt 
aan  de  constructie  van  een  Yeelhoek,  gelgkyormig  met  een  van 
twee  gegeven  yeelhoeken  en  eyen  groot  als  de  andere,  door 
Euclides  in  zgn  Elementen,  Lib.  YI,  Propos.  25,  beschreven, 
en  dat  het  voor  bolsegmenten  reeds  werd  opgelost  door  Archi- 
medes in  zgn  werk  Over  den  Bol  en  den  Cylinder,  lib.  II, 
Propos.  5. 

Aan  bet  einde  van  zijn  beschouwingen  vat  Stevin  de  kern 
van  zgn  handelwijze  samen  in  een  ^theorema''  van  dezen 
inhoud: 

Stelling:  Zgn  D,  en  D,  de  middellijnen  der  grondvlakken 
en  Hl  =  H2  de  hoogten  van  de  kegels  Ei  en  E,,  en  con- 
strueert men: 

a)  P  als  3*  evenredige  tot  D|  en  D^: 

Dl  :Da  =  Da:P;  ...  (1) 

b)  D  en  Q  als  middelevenredigen  tusschen  D,  en  P: 

D,:D  =  D:Q  =  Q:P;  ...(2) 

c)  H  als  4*  evenredige  tot  Di,  H,  en  D: 

D,  :Hi  =  D:H;  ...  (8) 

dan  is  de  kegel  E  met  D  als  middellijn  van  het  grondvlak  en 
H  als  hoogte  co  E|  en  =  E,. 

Bewgs:  üit  (3)  volgt  onmiddellijk,  dat  de  kegels  Ei  en  E 
gelgkvormig  zgn. 

Yerder  volgt  uit  (1),  dat  de  verhouding  van  Di  en  P  naar 
de  zegswgze  van  Stevin  ^)  2-maal  zoo  groot  is  als  die  van  Di 
en  D2;  ook  is  de  verhouding  van  de  grondvlakken  der  kegels 
Et  en  E)  2-maal  zoo  groot  als  die  van  hun  middellgnen  D,  en 
Dj:  de  grondvlakken  der  even  hooge  kegels  E,  en  E^,  dus  ook 
hun  inhouden,  verhouden  zich  derhalve  als  Di  en  P. 

Eindelgk  volgt  uit  (2),  dat  de  verhouding  van  Df  en  P 
3-maal  zoo  groot  is  als  die  van  Di  en  D ;  ook  is  de  verhouding 
van  de  inhouden  der  gelijkvormige  kegels  E,  en  E  3-maal  zoo 
groot  als  die  van  de  middellgnen  D,  en  D  van  hun  grond- 
vlakken: de  inhouden  der  kegels  Ej  en  E  verhouden  zich 
derhalve  als  D,  en  P. 

1)   Zie  p.  131. 
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Erenzoo  yerhouden  zich  de  inhouden  der  kegels  K,  en  Ka*, 
de  kegels  E,  en  K  zijn  dus  even  groot. 

Steyin's  constructie  Iaat  zich  eenigszins  bekorten,  als  men 
opmerkt,  dat  uit  de  voorwaarden  van  het  werkstuk,  t.w.: 

D  :  H  =  D,  :  H, , 

H|  =  Ha, 

volgt,  dat  D  =  -|^D,D2^  dus  de  2'  van  de  beide  middeleveo- 
redigen  tusschen  Dj  en  Da  is:  de  constructie  van  de  8*  even- 
redige tot  D,  en  Da  komt  dan  te  vervallen. 

Na  deze  voorbereiding  gaan  we  tot  het  algemeene  werkstuk 
over : 

Een  lichaam  L  te  beschrijven  co  L^  en  =  La* 

De  constructie  luidt  bij  Stevin  aldus: 

a)  Verander  L,  in  een  kegel  E,  en  La  in  een  kegel  Ea; 

b)  verander  Ea  in  een  kegel  E'  van  dezelfde  hoogte  als  Ei ; 

c)  construeer  de  middellijn  van  het  grondvlak  van  een  kegel 
E<vE,  en  =E'; 

d)  construeer  L^L,  en  =E\ 

Bij  ieder  van  de  vier  onderdeelen  van  de  constructie  moeten 
we  even  stilstaan. 

Elk  meetkundig  lichaam  kan  volgens  Stevin  in  een  kegel 
veranderd  worden ,  zooals  hij  in  zijn  Geometria  nader  zal  uiteen- 
zetten, i)  Inderdaad  vindt  men  in  de  Meetdaet  (6  Bovck,  31— 
34  Voorstel)  de  «verkeering*'  in  een  kegel  behandeld  van  een 
keghelfche,  een  corte  keghel,  een  clootfche  en  een  doot,  een 
coordfne  en  een  middellijnfne  van  een  clootfche  en  een  cloot. 
In  de  Problemata  Geometrica  bepaalt  hij  zich,  in  aansluiting 
bg  Archimedes,  tot  de  verandering  van  een  bolsegment  in  een 
kegel  met  hetzelfde  grondvlak: 

Is  de  hoogte  van  het  segment  =  H  en  de  straal  van  den 
bol ,  waarvan  het  deel  uitmaakt  ==  R ,  dan  is  de  hoogte  van  den 
kegel  =  H(3R  —  H)/(2R  —  H),  i  i.  de  4*  evenredige  tot 
2R  —  H,  (2R-  H)  +  R  en  H. 

Op  even  eenvoudige  wijze  laat  zich  een  kegel  in  een  kegel 


^)     *  .  .  omni  corpori  Geometrico  .  •  .  rqualis  conus  poteft  defcribi  (qoarum 
defdipüoDum  ProblemaU  in  nostra  GeometrU  ordine  coUocsbimu^..'..pèlOO. 
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TAD  gegeyen  hoogte  yeranderen,  met  name  E,  in  een  kegel 
W  van  deselfde  hoogte  ala  E| :  Is  Tan  E,  de  hoogte  =  H2  en 
de  middellgn  van  het  grondvlaksDs  en  yan  E,  de  hoogte^Hn 
dap  is  de  middellgn  yan  het  grondylak  yan  E'sDjKHiHs/Hi, 
da.  de  4*  eyenredige  -tot  KH^H^ ,  Hi  en  D2. 

De  middeUijn  yan  het  grondylak  yan  den  kegel  E  ^  E|  en 
jsz  K'  wordt  yenrolgens  geyonden  door  oityoering  yan  de  beide 
eerste  constraotie&9  in  Steyin's  hoofdstelling  yermeld. 

Bedenkt  men  eindelgk,  dat  de  kegels,  waarin  men,  bg 
toepassing  yan  een  zelfde  handelwijze,  gelgkyormige  lichamen 
kan  yeranderen,  eyeneens  gelgkyormig  zijn,  dan  leyert  de 
constructie  yan  het  lichaam  L  co  L|  en  =  E'  geen  moeilijkheden 
meer  op ,  daar  men  yan  de  gelgkyormige  kegels  E'  =  L  en 
El  =  Li  een  paar  gelgkstandige  lijnen ,  de  middellgnen  yan 
de  grondylakken ,  kent. 

Steyin  past  zijn  algemeene  constructie  toe  op  kegels,  op 
cylinders,  op  bolsegmenten  en,  door  berekening,  op  regelmatige 
yierzgdige  pyramiden;  de  cylinders  en  pyramiden  behoeyen 
blgkbaar  niet  in  kegels  yeranderd  te  worden.  Bg  de  bol- 
segmenten stelt  hij  naast  zgn  eigen  handelwijze  die  yan  Archi- 
medes ,  waaryan  de  zijne  niet  wezenlgk  yerschilt.  *)  Immers , 
na,  eyenals  Steyin,  de  bolsegmenten  in  de  kegels  Ei  en  E, 
met  de  grondylakken  dier  segmenten  ais  grondylakken  yeranderd 
te  hebben,  construeert  Archimedes: 

a)  P  als  4*  eyenredige  tot  H, ,  D,  en  H^,; 

b)  D  en  Q  als  middeleyenredigen  tusschen  D,  en  P; 
waarmede   de  middellijn  D  yan  het  grondylak  yan  den  kegel 
E  <v  El  en  =  E2  geyonden  is. 

De  yerandering  yan  E,  in  een  kegel  E'  yan  dezelfde  hoogte 
als  El  bij  Steyin  was  tegenoyer  Archimedes'  constructie  zeker 
geen  yereenyoudiging. 

Zoowel  door  Steyin  als  door  Archimedes  moeten  twee 
middeleyenredigen  tusschen  twee  gegeyen  rechte  lijnen  gecon- 
strueerd worden.     Dit  werkstuk  yerlangt  eenige  toelichting. 


«)  Nota. 

Non  importune  videtur  huic  Problemati  appUcaii  modus  condructionis  Archi- 
medis  eiufdem  Problematis,  ex  propofitione  5.  lib.  2.  de  fphsra  &  cylindro 
fumptus,  vt  cuivis  concordantia  particularis  defcriptionis  problematis  Archimedis, 
cum  vniverfali  hac  noftra  conftructione  fit  manifen;a.  p.  96. 
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Zooals  bekend  is,  werd  het  Deliache  yraagstnk  der  verdabbdiiig 
Tan  den  kubus,  in  de  6*  eeuw  v.  Chr.  door  het  orakel  te  Delphi 
opgeworpen ,  door  Hippocrates  van  Chios  ^)  teruggebracht  tot 
de  bepaling  van  twee  middelevenredigen  tusschen  twee  gegOTen 
rechte  Ignen,  de  ribbe  yan  den  kubus  en  haar  2-roud,  een 
werkstuk ,  waarran  een  meetkundige  constructie  met  passer  en 
liniaal  niet  mogelgk  is,  maar  dat  langs  andere  wegen  o^  door 
Archytas,  Plato,  Eudoxus,  Menechmus,  ApoUoniuR)  Eratosthenes, 
Hero,  Philo  ran  Byzantium,  Nicomedes,  Diodes  en  Pappas  is 
opgelost 

Steyin  bescbrgft  Hero's  constructie: 

Meet,  als  de  middelevenredigen  tusschen  AB  en  GD  gevonden 
moeten   worden,   op   de  boenen  yan  den  rechten  hoek  FfiG 


(Pig.  16)  de  stukken  EH  =  AB  en  EK  =  CD  af,  voltooi  den 
rechthoek  EKIH  en  beschrgf  uit  het  sdgpunt  L  der  diago- 
nalen als  middelpunt  een  cirkel,  die  EG  in  M  en  EF  in 
N  sngdt,  zóó,  dat  de  punten  M,  I  en  N  in  één  rechte  Ign 
komen  te  liggen,  welk  doel  men  door  probeeren  moet  zien  te 
bereiken :  EM  en  HN  zgn  dan  de  gezochte  middelevenredigen. 
Voor  het  bewijs  verwijst  Stevin  naar  Eutocius'  (6*  eeuw  n.  Chr.) 
commentaar  op  het  2*  boek  van  Archimedes'  Bol  en  Cylinder, 
en   voor   de   constructie    van    middelevenredigen    door  andere 


*)     Niet   te   verwarren    met    diens   naamgenoot,    den  beroemden  geneesheer 
Hippocrates  van  Cos. 
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infltnimeiitale  hulpmiddelen  dan  passer  en  liniaal  naar  zgn 
eerlang  uit  te  geven  Oeometria.  ^)  Evenals  in  de  Problemata 
Oeometrioa  vindt  men  de  constructie  in  de  Meetdaet  (4  Bovck, 
4  Voorstel,  p.  123)  echter  slechts  «na  de  vondt  van  Hero" 
uitgevoerd,  met  de  bgvoeging:  «Maer  om  tuflchen  twee 
ghegheven  linien  meetconftelick  te  vinden  twee  of  meer 
middeleveredenighe,  foo  veel  alffer  begheert  worden  daer  toe 
dient  den  tuych  van  Eratosthenes  deur  den  voornoemden 
Eutochius  befchreven". 

Den  wezenlgken  inhoud  van  het  4*  boek  der  Problemata 
Geometrica  vindt  men  in  de  Meetdaet  terug,  alwaar  het  28 
Voorstel  van  het  Derde  Deel  Des  Sesten  Bovcx  Van  T'  Verkeeren 
Der  Lichamen  de  constructie  verlangt  van  een  veel  vlak  V<v  V, 
en  =  Vj, 

V|  en  V^  worden  veranderd  in  rechte  prisma's  met  een 
selfde,  maar  overigens  willekeurig  grondvlak.  >) 

Zgn  H|  en  H,  de  hoogten  dier  prisma's  en  is  B|  een  ribbe 
van  V|,  dan  construeert  Stevin: 

a)  P  als  4*  evenredige  tot  H| ,  H^  en  B, ; 

b)  R  en  Q  als  middelevenredigen  tusschen  B|  en  P; 
en  eindelgk  V<n>V|  op  R  als  gelijkstandige  ribbe  van  R|. 

Tot  lichamen  met  gebogen  vlakken  breidt  Stevin  het  werkstuk 
in  de  Meetdaet  niet  uit:  vermoedelijk  zal  hij  dit  overbodig 
gerekend  hebben  na  alles  wat  hg  over  de  verandering  dier 
lichamen  in  cylinders  en  kegels  mededeelt  (6  Bovck,  29 — 84 
Voorstel). 

Het  5*  boek  van  de  Problemata  Oeometrica  eindelijk  handelt 
over  de  constructie  van  een  meetkundig  lichaam,  gelijkvormig 


1)  Nota, 

Etfi  hoc  Problema  (quamvis  non  Geometricè)  per  diuerfa  inllrumenta  multi- 
fariam  k  veteribus  fit  inventum,  dabitur  tarnen  hic  tantum  vnicum  exemplum 
per  lineas,  fecundum  modum  Heronis.  Reliquos  modos  qui  per  inftrumenta 
expediuntur,  in  nostra  Geometria  fuis  inflrumentis  accommodate  breuiter 
fperamus  nos  edituros.  p.  85. 

^)  Door  het  construeeren  van  4e  evenredigen  kan  men  een  driehoek,  dus 
ook  een  willekeurigen  veelhoek .  in  een  rechthoek  van  gegeven  lengte  veranderen ; 
evenzoo  een  pyramide,  dus  ook  een  willekeurig  veelvlak,  in  een  recht  prisma 
met  gegeven  grondvlak  (men  beginne  met  de  grondvlakken  van  pyramide  en 
prisma  in  rechthoeken  van  dezelfde  lengte  te  veranderen). 
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ClayittB*  uitgaaf  Tan  Euclides*  Elementen  en  spreekt  niet  van 
^abacindere"  en  ^elevare",  maar  van  ^truncare*'  en  ^augere". 

Hetzelfde  kan  niet  van  Dürer'a  Geometria  gezegd  worden: 
de  spaarzame  opmerkingen  over  af  knotten  en  Termeerderen ,  die 
Toorkomen  in  dit  werk  ') ,  waarin  oyerigena  bg  dit  onderwerp 
niet  wordt  atilgestaan ,  zouden  Yoor  Stevin  inderdaad  een  yinger- 
wgzing  hebben  kunnen  wezen ,  om  in  die  richting  voort  te  gaan. 

Wat  het  denkbeeld  der  af  knotting  aangaat,  acht  ik  dit  zelfs  niet 
onwaarschgnlijk,  maar  dat  der  yermeerdering  werd  hem,  naar  zgn 
eigen  getuigenis,  pas  later  door  een  vond  van  Frans  Cophart, 
directeur  der  Leidsche  muziekvereeniging,  aan  de  hand  gedaan  ^. 


FJS.i5.yi 

*   ^Sfc.                               .II»  ^ 
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'IX 

Cophart's   Yond   bestond   naar  diens  eigen  meening  in  niet 


1}  Qoando  ab  his  corporibus  per  plan  as  abfcifliones  anguli  amputantur,  ^ 
deinde  anguli  remanentes  quoq^  abfcinduntur ,  iic  poterunt  fieri  muItipUcia  e 
bis  corpora.  Ex  bis  rebus  varia  fieri  polTunt ,  cu  pars  earu  tranfponitur  inter  fc 
id  quod  ad  excifionem  (latuariT  &  columnarum  eanim'q^  omatu  conducit. 

Dürer.  t.  a.  p.,  p.  158. 

In  his  etiam  corporibus  fup  fingulas  fuperficies  planas  poteris  ftatuere  puctui 
acutum .  altum,  aut  depreiTum  facere,  tot  quidem  aogulorum  quot  fuerint  angu 
in  fuperficie  fuper  quam  fleterit  punctus.  DOrcr,  t.  a.  p.,  p.  150. 

3)  Postea  ver6  factum  efl  (recitamus  h«c  quia  aliquando  non  iniucundu 
e(l  invent ionum  occafiones  non  ignorare)  vt  Francifcus  Cophart  Archimufici 
nostri  Leidenfis  Mudcorum  collegij ,  &  Geometric  fingularis  aroatofi  vellet  mi! 
perfuadere  fe  cafu  quodam  fextum  corpus  regulare  vidi(5e,  cuius  coDftnict 
talis  erat :  •  .  •  •  p.  47. 
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minder  dan  de  constructie  yan  een  zesde  regelmatig  yeeMak 
als  OTerschot  van  een  kubus ,  waarvan  bij  de  ribben  yierylakken 
zijn  weggesneden,  die  de  uiteinden  dier  ribben  en  de  middel- 
punten Van  de  in  die  ribben  samenkomende  zgylakken  tot 
hoekpunten  hebben  (Fig.  15). 

Stevin  bestreed  de  bewering  van  zgn  stadgenoot  met  de 
opmerking,  dat  diens  ,,sextum  corpus  regulare"  een  der  ken- 
merken van  een  regelmatig  yeelvlak  mist:  de  veertien  hoek- 
punten liggen  niet  op  een  zelfde,  maar  in  groepen  van  zes  en 
acht  op  twee  verschillende  concentrische  boloppervlakken.  ^) 

Bg  nadere  beschouwing  bleek  hem,  dat  Cophart's  veelvlak 
uit  een  regelmatig  achtvlak  bestaat  met  op  ieder  zgvlak  als 
basis  een  regelmatig  viervlak.  En  het  was  dit  denkbeeld ,  dat 
hem  tot  de  constructie  van  zgn  vermeerderde  regelmatige 
veelvlakken  aanleiding  gaf.^) 

Een  niet  zeer  vruchtbaar  denkbeeld  voorzeker!  Had  Stevin 
daarentegen  in  verbinding  der  hoekpunten  van  een  regelmatig 
zesvlak,  in  uitbreiding  der  zijvlakken  van  een  regelmatig  acht- 
vlak den  oorsprong  van  Cophart's  veelvlak  herkend,  wellicht 
was  hg  er  dan  in  geslaagd  aan  de  regelmatige  twaalf-  en 
twintigvlakken  de  ontdekking  van  een  paar  andere  regelmatige 
sterveelvlakken  te  ontleenen,  zel&  al  was  hem  de  ware  aard 
dier  veelvlakken  verborgen  gebleven,  evenals  Oophart  vermoe- 
delijk in  zijn  zesde  regelmatig  veelvlak  niet  een  regelmatig 
sterveelvlak  met  acht  driehoekige  zgvlakken  en  evenveel 
driezgdige  drievlakshoeken,  maar  slechts  een  regelmatig  veel- 
vlak, ingesloten  door  vierentwintig  gelgkzgdige  driehoeken, 
zal  hebben  gezien. 

Inderdaad  evenwel  opent  Cophart's  ,sextum  corpus  regulare*' 
als  discontinu  regelmatig  achthoekig  achtvlak  de  rg  der  regel- 
matige sterveelvlakken,  waarvan  aan  Eepler  en  aan  Poinsot 
de  eer  der  ontdekking  toekomt. 


1)  Igitur  quia  hoc  corpus  non  habebat  omncs  proprietates  quae  in  regularibus 
corporibus  requinintur,  concludebamus  illud  non  eiSe  fextum  oorpus  re8:ulare. 
p.  48. 

^)  Postea  verö  vidimus  tale  corpus  e(Se  octoedrum  cui  appofita  crant  octo 
tetraedra,  quorum  bafes  erant  octoedri  octo  fupeHicies.  Cum'que  hoc  auimad- 
uerteremus  vnh  cüm  elegantia  ipfius,  atque  Geometrids  rationibus  in  eo 
confistentibus ,  adplicauimus  talem  conflnictionem  ad  cetera  quatuor  regularia 
corpora,  quae  omnia  regularia  aucta  vocauimus.  p.  48. 
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optelling  yan  gelijkvormige  lichamen)  als  9  Yoontel  en  Pro- 
blema  UI  (over  de  aftrekking  Tan  gelgkyormige  lichamen)  ais 
10  Voorstel  in  het  Derde  Deel  Des  Derden  Boycx  Yande  yier 
afcomften  als  yergaring,  aftrecking,  menichvulding,  en  deeling 
der  lichamen ;  Problema  I  (over  de  optelling  Tan  gelijkTonnige 
Tiakken)  komt  Toor  als  5  Voorstel  en  het  oTereenkomstige 
werkstuk  oTer  de  aftrekking  Tan  geljjkTormige  Tiakken,  dat 
men  in  de  Problemata  Oeometrica  niet  aantreft,  als  6  Voorstel 
in  het  Tweede  Deel  Des  Derden  Bovcx  Vande  Tier  afcomften 
als  Tergaring,  aftrecking,  menichTulding,  en  deeling  der  Tlacken. 

Stevin's  Problemata  Geometrica  (1583),  hebben  we  gezieD, 
Tormen  een  zelfstandig  werk,  Terschillend  Tan  diens  Meetdaet 
(1605,  2*  Stuck  der  Wisconstige  Gedachtenissen)  =  Praxis 
Geometri»  (1605,  Tomus  II  der  Hypomnemata  Mathematica, 
de  door  Snellius  bezorgde  Latijnsche  Tertnling  Tan  de  Wisconstige 
Gedachtenissen)  =  Practique  de  Geometrie  (1634,  Volume  III 
Tan  Girard's  Fransche  uitgaaf  yan  de  OeuTres  Mathématiqaes 
de  Stevin). 

Hun  inhoud  Tindt  men  grootendeels  in  de  Meetdaet  terug: 
dien  Tan  Lib.  I  in  Bk.  5  (en  4) ,  Tan  Lib.  IV  in  Bk.  6  (en  4) 
en  Tan  Lib.  V  in  Bk.  3;  de  netwerken  Tan  Lib.  Ill  eindelijk 
in  Bk.  1;  alleen  de  ^regula  falfi  continu»  quantitatis"  yan 
Lib.  II  treft  men  in  de  Meetdaet  niet  aan;  —  daarentegen 
komt  alles,  wat  StOTin  in  Lib.  I  oyer  Terhoudingen  en 
CTenredigheden  mededeelt,  bijna  onTeranderd  Toor  in  diens 
Arithmétique  (1585). 

Vandaar,  dat  de  Latijnsche  Problemata  Geometrica  in  de 
Nederlanden  door  de  Neerduytsche  Meetdaet  Terdrongen  werden 
en  door  Girard  niet,  naast  dit  werk,  onder  de  „OeuTres 
Mathématiques^'  Tan  SteTin  zijn  opgenomen,  een  omstandigheid, 
waardoor  diens  merkwaardig,  maar  zeldzaam  geschrift  in  het 
buitenland  nagenoeg  onbekend  is  geblcTcn. 

Aangenaam  was  mij  de  taak  een  poging  aan  te  wenden,  om 
den  Toorlooper  der  Meetdaet  TOor  algeheele  yergetelheid  te 
helpen  bewaren,  aangenaam  en  —  leerrijk;  want  niet  yergeefs 
meestal ,  o  Mirza  Schaffy,  zoekt ,  „in  alter  Bücher  Staub  yertieft'^ 
wie  yinden  wil,  naar  „Weisheit  und  Erfahrung": 

There  are  more  things  ia  heaven  and  earth, 
Than  are  dreamt  of  in  your  philosophy. 

Hamlst. 
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AANTEEKENINGEN. 

Problematvm  /  GeometricorTin  /  In  gratiam  D.  Maximiliani , 
Domini  A/  Crvningen  4c.  editorum,  Libri  V. /  Auctore / Simone 
Stevinio  Brvgense./  Vignet  roet  randschrift:  In  Dies  Arte  Ac 
Portvna/ 

Antvcrpiae,/  Apud  loannem  Bellerum  ad  inflgne/  Aquilee 
aure».  / 

4^  19i  X  15  cM.  Al',  p.  1,  Titel,  Al^,  p.  2,  Verzen:  In 
Geometrica  ProbUmata  Simonts  Stevitiii^  Luca  Beller i  /.  F.  Car- 
men, ^  27  regels;  In  Eivsdem  Geometrica  ProbUmata  Henricus 
Vuithemius.y  12  regels.  A2,  pp.  3 — 4:  Illvstrissimo  Heroi  ^  D, 
Maximiliano  y  Domino  Crvningae ,  Crevecvevr  ^  Heenvliet  ^  Haser- 
wovde^  Steenkercken  ^  Vicecomiti  Zelandiae  ór*c,  Svpremo  Machi- 
narvm  Bellicarvm  Inferioris  Germaniae  Praefecto,  Simon  Stevi- 
nivs.  S.  .P  A3'— E3*,  pp.  5—37:  Ziber  Primvs  In  Qvo  Demon- 
strabitvr  Qvomodo  è  dato  puncto  in  latere  cuiufcunque  rectilinei^ 
recta  linea  Geometricè  ducenda  fit  ver  f  us  partem  petitam ,  quce  re^ 
ctilineum  diuidat  fecundum  rationem  datam.  Item  Qvomodo  In 
Qvocvnqve  Rectilineo  ducenda  erit  linea  recta  &*  parallela  cum 
latere  ipfius  qucefito^  quce  reciilineum  diuidat  ver  f  us  partem  petitam 
fecundum  rationem  datam.  E3* — F3S  pp.  38-45:  Liber  Secvndvs 
De  Continvae  Qvantitatis  regula  Falfi.  F3^— L2',  pp.  46—83: 
Liber  Tertivs  De  Qvinqxte  Regvlarivm^  Qvinque  auctorum  Regu- 
larium  6^  noiéem  Truncatorum  regularium  corporum  eidem  fpharce 
infcriptibilium  de/criptione.  L2^ — N3*,  pp.  84  —101:  Liber  Qvartvs 
In  Qvo  Demons trabitvr  Qvomodo  datis  duobus  corporibus  Geometricis^ 
tertium  corpus  de/cribi  poteft  ^  alter i  datorum  fimile  ^  alteri  vero 
aquale.  N3^— P3^,  pp.  102—118:  Liber  Qvintvs  In  Qvo  De- 
monstrabitvr  Qvomodo  datis  qnibufcunque  duorum  fimilium  Geo- 
metricorum  corporum  homologis  lineis ,  tertium  corpus  con/tr  ui  po  te/t 
datis  duobus  cequale ,  &»  alteri  datorum  fimile.  Item  quomodo  datis 
quibufcunque  duobus  fimilium  &*  inctqualium  Geometricorum  corporum 
homologis  lineis ,  tertium  corpus  conftrui  poteft  tanto  minus  dato 
maiore^  quantum  e  ft  datum  minus  ^  6^  alteri  datorum  fimile.  P4', 
Epilogus.  en  Errata.  16  regels,     P4^,  wit. 

[Een   exemplaar   van    dit   werk  bezitten  de  Bibliotheek  der 
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RijksaniYersiteit  te  Leiden,  de  Stadsbibliotheek  te  Antwerpen, 
de  Bibliothèque  Royale  de  Belgique  te  Brussel  en  de  Bibliotheek 
Yan  de  üniyersité  Catholique  te  Leuven.] 

LIBER   PRIMVS. 

24  Definitiones*);  8  Problemata ') ;  30  figuren  *). 

tPofitiua  dcfi.  2. 
t  Transformata  defi.  8. 
Mutata  j 

( Inverfa  defi.  9. 
Irregularis,  vt  perturbata  defi.  10. 

(Pofitiua.  defi.  12. 
/Regularis  /Transformata  defL  19. 

Proportione       )  \  Mutata  |  Inverfa  defi.  90. 

quae  est         j  ( Alterna  defi.  21. 

\  Iiregularis ,  vt  perturbata  defi.  22. 

Def initio  1.     Terminus  efl  vna  finita  magnitude. 

DefinHio  2.  Ratio  magnitudinum  efl  diuerforum  terminorum 
eiufdem  generis  magnitudinis  mutua  quaedam  fecundum  quantitatem 
habitudo. 

Definitio  3.    Ratio  in  duobus  terminb  paucifsimis  confiflit. 

Def  initio  4.  Binaria  ratio  efl,  quse  in  duobus  terminis  confiflit. 
Temaria  vero  ratio  qu9s  in  tribus  terminis:  Et  fic  pari  ordine 
fecundum  multitudinem  terminorum  vocabitur  ratio. 

Definitio  5.  ^quales  rationes  funt,  quarum  termini  funt  multi- 
tudine  pares,  &  vt  vnius  rationis  primi  termini  quantitas,  ad  fecundi 
termini  quantitatem:  fic  alterius  rationis  primi  termini  quantitas, 
ad  fecundi  termini  quantitatem.  Si  vero  rationes  effent  temarise: 
tune  vt  vnius  rationis  primi  termini  quantitas,  ad  fecundi,  k  fecundi 
ad  tertii:  fic  alterius  rationis  primi  termini  quantitas,  ad  fecundi, 
&  fecundi  ad  tertii:  &  fic  deinceps  pari  ordine  in  omnibus  ratio- 
nibus  fecundum  multitudinem  terminorum. 

Definitio  6.  Explicabilis  ratio  eil  quae  explicabili  numero  expU- 
cari  poteil. 


')     Bij  Definitiones:  dikwijls  Explicatio,  niet  zelden  Nota(ae). 

^)  Bij  Problemata:  ExpUcatio  dati,  Explicatio  quxfiti,  Conftructio  (soms 
met  Didinctiones] ,  soms  PrflBparatio  demonstrationist  Demonftratio  (soms  met 
Diflinctiones) ,  Conclufio  en  soms  Nota(ae). 

')     Houtsneden,  tusschen  den  tekst. 
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I  Simplex 


.  Maioris 

I    insequalitatis 


Ratio    j^'l""''" 
•''»'""  I  Iwequalis 


iSupeiparticuIarts 
Superpartiens 

[  Quae  per  integros  numeros  tantum 
explicatur  vt  multiplex. 


'  Compofita 


ƒ  Simplex 


i  Minoris 
imtqualitatis 


i  Compofita 


|Qu«  per  inte 
gros  &  fractos 
numeros  ex- 
plicatur vt 


Multiplex  fuperparti- 
culaiis 


Multiplex    fuperpar- 
V   ticns 


tSubfuperpa  rticularis 
Subfuperpartiens 

[  Qua    per  integros  numeros  tanfii  ex- 
plicatur, vt  fubmultiplex. 


I  Quae  per  inte 
gros  &  fractos 
numeros  ex- 
plicatur vt 


Submultiplex  fuper- 
particularis 


Submultiplex  fuper- 
,   partiens. 


Def initio  7.  Inexplicabilis  ratio  eft,  quae  explicabili  numero 
explicari  non  poteft. 

Def  initio  8.  Transformata  ratio  eft,  in  qua  per  refumptionem 
fit  termini  vel  terminorum  transfiguratio. 

Definitio  9.  Inverfa  ratio  eft  fumptio  confequentis  termini  ad 
antecedentem. 

Definitio  10.  Perturbata  ratio  eft,  comparatio  fecundi  termini 
ad  tertium ,  &  primi  ad  fecundum :  fi  veró  plurium  terminorum 
fuerit  ratio,  tum  fecundi  ad  tertium,  &  tertij  ad  quartum,  &  fic 
deinceps  quamdiu  ratio  extiterit:  tandemque  primi  ad  fecundum. 

Definitio  11.  Perturbata  ratio  in  tribus  terminis  paucifsimis 
confiftit. 

Definitio  12.  Proportio  magnitudinum  eft  duarum  sequalium 
rationum  fimilitudo. 

Definitio  13.  Binaria  proportio  eft  quae  ex  duabus  aequalibus 
binarijs  rationibus  confiftit.  Ternaria  vero  proportio  quse  ex  duabus 
sequalibus  ternarijs  rationibus  confiftit,  &  fic  pari  ordine  fecundum 
fpecies  rationum  vocabitur  proportio, 

Definitio  14.  Continua  proportio  eft,  cum  quifque  intermedius 
terminus  vice  antecedentis  &  confequentis  fumitur. 
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Definitie  16.  Continua  proportio  in  tribus  terminis  paudfsimis 
confiflit. 

Def initio  16.  Difcontinua  proportio  e(l  cum  quifque  intermedias 
terminus  vice  antecedentis  &  confequentis  fumi  non  poteil. 

Def  initio- 17.  Difcontinua  proportio  in  quatuor  terminis  paudf- 
simis confiflit. 

Definitie  18.  Proportionis  Homologi  termini  dicuntur,  primus 
primas  rationis,  cüm  primo  fecund»  rationis.  Similiter  dicuntur 
Homologi  termini  fecundus  primoe  rationis,  cum  fecundo  fecundae 
rationis,  éb  fic  pari  ordine  in  reliquis  fecundum  multitadinem 
terminorum. 

Definitie  19.  Transformata  proportio  efl  quae  ex  duabus  aequalibns 
transformatis  rationibus  confiflit. 

Definitie  20.  Inverfa  proportio  efl  quae  ex  duabus  aequalibus 
inverfis  rationibus  confiflit. 

Definitie  21.  Alterna  proportio  efl  fimilis  fumptio  homologonim 
terminorum  ad  homologos  terminos. 

Definitie  22.  Perturbata  proportio  efl  fimilitudo  duarum  aequalium 
rationum  quarum  altera  efl  perturbata. 

Definitie  23.  Perturbata  proportio  in  fex  terminis  paucifsimis 
confiflit. 

Definitie  24.  Cum  tres  termini  proportionates  fuerint:  Primus 
ad  tertium  duplicatam  rationem  habere  dicitur  eius»  quara  habet 
ad  fecundum.  At  cum  quatuor  termini  continue  proportionales 
fuerint,  primus  ad  quartum  triplicatam  rationem  habere  dicitur 
eius,  quam  habet  ad  fecundum:  Et  femper  deinceps  vno  amplius 
quamdiu  proportio  extiterit. 

Problkma  I.  Datis  rectilinei  triangulis:  Rectas  lineas  invenire 
inter  fe  in  ea  ratione  ac  ordine  vt  funt  trianguli. 

Problema  II.  A  quouis  angulo  trianguli  rectam  lineam  ducere, 
qujB  diuidat  triangulum  verfus  partem  petitam  fecundum  rationem 
datam. 

Problema  III.  A  dato  puncto  in  latere  trianguli ,  rectam  lineam 
dücere  quae  diuidat  triangulum  verfus  partem  petitam  fecundum 
rationem  datam. 

Sequentia  quinque  Problemata  funt  ea  quas  ante  hac  nunquam 
defcripta  putamus. 

Problema  IIII.  A  quovis  angulo  quadranguli ,  rectam  lineam 
ducere ,  quae  diuidat  quadrangulum  verfus  partem  petitam  fecundum 
rationem  datam. 

Problema  V.     A    dato   puncto  in    latere   cuiufcunque  rectilinei, 
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rectam  lineam  ducere  qua  diuidat  rectilineum  verfus  partem  petitam 
fecundum  rationem  datam. 

Problema  VI.  In  dato  triangulo  rectam  lineam  ducere  parallelam 
cum  latere  trianguli  quaefito,  quae  triangulum  diuidat  verfus  partem 
quaefitam  fecundum  rationem  datam. 

Problema  VII  In  dato  trapezio  ^)  rectam  lineam  ducere  paral- 
lelam cum  latere  trapezij  quaefito  quse  trapezium  diuidat  verfus 
partem  quafitam  fecundum  rationem  datam. 

Modus  primus,  Vbi  linea  diuidens  trapezium  cadit  in  duo  latera 
eundem  angulum  continentia. 

Modus  fecundus,  Vbi  linea  diuidens  trapezium  cadit  in  duo  latera 
trapezij  oppofita. 

Problema  VIII.  In  dato  quocunque  rectilineo  rectam  lineam 
ducere  parallelam  cüm  latere  reciilinei  quaefito,  quse  rectilineum 
diuidat  verfus  partem  qusefitam  fecundum  rationem  datam. 

LiBER  Secvndvs. 

1  Problema;  4  figuren. 

Quid  fit  rcgula  Falfi,  Qvoniam  geometriam  (quam  breuiter 
fperamus  nos  edituros)  in  Methodum  Arithmeticse  methodo  fimilem 
digelsimus  (quod  naturalis  ordo  videtur  requirere  propter  magnam 
convenientiam  continue  &  difcontinuse  quantitatis  vbi  quodcunque 
genus  magnitudinis ,  vt  funt  linea,  fuperficies,  corpus,  per  quatuor 
fpecies,  vt  Additionem,  Subtractionera ,  Multiplicationem  &  Diuifi 
onem,  prsöterea  per  rcgulas,  vt  proportionum  &c.  tractabimus) 
oflferebat  fe  quoque  ex  ordine  Problema  quoddam ,  vbi  per  falfam 
pofitionem  veram  folutionem  petitam  Geometricc  inveniremus  : 
Quare  vt  continuée  &  difconlinuae  quantitatum  correfpondentiam 
tantó  manifeflius  redderemus  (nam  vulgaris  qunedam  regula  in 
Arithmetica  habetur  quse  regula  Falfi  dicilur)  Regulam  Falfi  continu» 
quantitatis  nominauimus,  non  quod  falfum  docet,  fed  quia  per 
falfam  pofitionem  pervenitur  ad  cognitionem  veri. 

Vtilitas  huius  regul»  inter  alia  haec  cfl,  Quod  eam  quafi  quoddam 
generale   Problema  cilarc  ])or5imus,   quoties  alicuius  occultae  magni- 


*)  Evenals  Euclides  vat  Stevin  onder  den  naam  «trapezium"  alle  vierhoeken 
samen,  die  geen  parailelogrammen  zijn.  In  zijn  tegenwoordige  beteekenis kwam 
de  term  pas  omstreeks  het  midden  van  de  i8«  eeuw  algemeen  in  gebruik. 
(Chasles,  Aperqu  Hibtorique  sur  l'Ori^ine  et  Ie  Développement  des  Methodes 
en  Geometrie,  2'*™«  Edition,  Parijs  1875,  p.  422   Noot.) 
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tudinis  quantitatem  &  formam  operappretium  erit  invenire,  id  enim 
inbebitur  tantum  per  regulam  Falfi  expediri.  Itaque  fsepe  non  opus 
erit  in  Problematum  constnictionibus  quarundam  occultarum  magni- 
tudinum  inventionem  copiofius  defcribere. 

Problem  A.  £x  datse  lineae  explicata  tantum  qualitate ,  fuperüciem 
defcribere  aequalem  &  fimilem  fuperficiei  in  qua  ipfa  Hnea  exiflit. 

Exemplum  pritnum.  Sit  data  recta  A,  linea  cuiufdaia  occuiti 
sequilateri  trianguli ,  talis  vt  ft  linea  sequalis  perpendiculari  ab  angulo 
in  medium  oppoftti  lateris  fecetur  k  latere ,  &  reliquo  addatur  recta 
aequalis  rectse  k  centro  trianguli  in  medium  lateris.  Summa  Addi- 
tionis  ftt  ipfa  A. 

Oporteat  ex  huiufmodi  lineae  A  explicata  qualitate,  sequilaterum 
triangulum  defcribere ,  aequalem  aequilatero  occulto  in  quo  exiflit  A. 

Exemplum  fecundum.  Sit  data  recta  A,  linea  cuiufdam  occuiti 
quadrati  talis,  vt  ft  linea  aequalis  lateri  ipftus  quadrati  fecetur  i 
diagonali,  reliquum  ftt  ipfa  A. 

Oporteat  ex  huiufmodi  lineae  A  explicata  qualitate,  quadraturo 
defcribere,  sequale  quadrato  occulto  in  quo  A  exiflit. 

Exemplum  ter  Hum,  Sit  data  recta  A  linea  perpendicularis 
cuiufdam  occuiti  pentagoni  sequilateri  &  eequianguli,  ab  angulo  in 
medium  ipftus  oppoftti  lateris. 

Oporteat  ex  eiufmodi  lineae  A  explicata  qualitate  pentagonum 
defcribere,  aequale  e(l  ftmile  pentagono  occulto  in  quo  A  exiflit. 

Exemplum  quartum.  Sit  data  recta  A,  linea  cuiufdam  occuiti 
rectilinij  ftmilis  rectilineo  BCDEF,  ita  vt  linea  aequalis  occuiti 
rectilinei  homologae  lineae  cum  BC,  fecta  ab  occuiti  rectilinei 
homologa  linea  cum  FC ,  &  reliquo  addita  oculti  rectilinei  homologa 
linea  cum  FE,  ftt  in  directum  vnius  lineae  ipfa  data  linea  A. 

Oporteat  ex  huiufmodi  lineae  A  explicata  qualitate  rectilineum 
defcribere,  aequale  &  ftmile  ftmiliter'que  pofttum  rectilineo  occulto 
in  quo  A  existit. 

Liber  Tbrtivs. 
22  Definitiones ;  2  Problemata;  21  figuren. 

Praeter  quinque  corpora  regularia  quorum  Mathematici  meminerunt, 
animaduertimus  alia  quaedam  corpora  quae  quamvis  talem  non 
haberent  regularitatem  vt  in  quinque  illis  regularibus  requiritur 
(nam  demonflratur  quinque  tantum  talia  corpora  pofTe  inveniri) 
nihilominus  Geometricarum  fpeculationum  effent  plena,  ac  mirabilis 
difpofttionis   correlatiuarum  fuperficierum      Horum  autem  corporum 
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fex  meminit  Albertus  Durerus,  in  fua  Geometria  (funt  quidem  in 
eadem  Alberti  defcriptione  &  alia  duo  corpora  quae  ex  complicads 
planis  componuntur  quorum  alterum  non  potefl  pUcari,  ratio  e(l 
quia  ad  vnum  angulum  folidum  conflruendum  compofiti  funt  tres 
anguli  plani  sequales  quatuor  rectis,  qui  angulum  folidum  per  21. 
prop.  lib.  11.  Euclid,  non  conflituunt.  Alterum  veró  corpus  non 
continetur  intra  roetas  quae  in  fequenti  11.  definit.  funt  pofitse, 
quare  illa  duo  corpora  reliquimus)  fed  cum  taliuro  corporum  originem 
vel  nomina  apud  neminem  inveniremus  tarnen  exidimaremus  non 
fme  aliquo  certo  fundamento  confiflere,  vidimus  tandem  regularia 
corpora  ipforum  efle  fcatebram ,  nam  illorum  vnum ,  erat  tetraedrum 
truncatum  y  altera  tria,  truncati  cubi^  &  quintum,  truncatum 
octaedrum :  Sexti  veró  corporis  truncatio  haec  fcribentibus  nobis  erat 
ignota,  quamvis  ex  truncato  cubo  originem  habere  non  dubitamus. 
Cum'que  hsec  nobis  eOent  nota  invenimus  (nam  tale  quid  faepe  At 
cum  renim  caufas  cognofcimus)  alia  tria  corpora  non  minoris 
elegantiae  nempe  ex  truncatis  Dodecaedro  &  Icofaedro.  Quorum 
definitiones  funt  fequentes  defi.  20.  21.  22.  £t  ipforum  planorum 
difpofitiones  in  fequenti  fecundo  Problemate  diflinct.  17.  18.  19. 
invenientur.  Si  forte  ab  alio  ante  nos  funt  inventa  (de  quo  ferè 
non  dubitarem  propter  roagnam  diligentiam  veterum  in  formarum 
inquifitione)  fatemur  hoc  nos  ignorare.  Quare  vt  pro  noflro 
invento  talia  edimus. 

Postea  veró  factum  efl  (recitamus  haec  quia  aliquando  non 
iniucundum  efl  inventionum  occafiones  non  ignorare)  vt  Francifcus 
Cophart  Archimuficus  nostri  Leidenfis  Muficorum  collegij,  iz  Geome- 
triae  fmgularis  amator,  vellet  mihi  perfuadere  fe  cafu  quodam 
fextum  corpus  regulare  vidifie,  cuius  conflructio  talis  erat: 

Ducantur  omnes  Diagonales  lineae  omnium  quadratorum  cubi, 
ducantur  deinde  plana  ab  omnibus  angulis  folidis  cubi  per  duas 
diagonales  lineas  vfquc  ad  ipfanim  diagonalium  medietates,  exfcin- 
dantur'que  hoc  modo  omnia  fuperficierum  cubi  latera ,  cum  fubiecta 
folida  parte  ipfius  cubi  inter  duo  fecantia  plana  comprehenfa.  Erunt 
itaque  cubo  (quoniam  duodecim  habet  latera)  duodecim  crenae 
infcifae :  relinquetur*que  elegans  corpus  in  viginti  &  quatuor  aequalibus 
triangulis  aequilateris  contentum.  Quare  ille  argumenUbatur  hoc 
roodo: 

Corpora    fphaerae    infcriplibilia   quorum  fuperficies  funt  omnes 
aequales  &  fimiles,  funt  corpora  regularia: 

Corpus   hoc    eft  corpus  fphaerae  infcriptibile ,  cuius  fuperficies 
funt  omnes  aequales  &  fimiles: 

Ergo  est  corpus  regulare,  &  per  confequens  fextum. 
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Sed  negabamus  partem  antecedentem  anumptionis,  quoniam  tale 
corpus  non  est  corpus  fphaerae  tta  infcriptibile ,  vt  in  regularium 
corporum  infcribilitate  requiritur,  nam  fenfus  ibi  efl  omnes  angulos 
folidos  corporum  debere  existere  in  fuperficie  fphaerae  drcumfcnptaS) 
huius  veró  corporis  duae  funt  fpecies  folidorum  angulorum,  oam 
alterius  fpeciei  anguli  funt  externi,  alterius  intemi.  Vcrum  quidem 
efl  omnes  angulos  extemos  eidera  fphaerae  tOc  infcriptibiles:  Similiter 
&  omnes  angulos  intemos  eidem  fphaerae  infcriptibiles:  Sed  non 
omnes  eidem ,  nam  alia  efl  fphaera  externorum  angulorum  alia 
internorum.  Igitur  quia  hoc  corpus  non  habebat  omnes  proprietates 
quae  in  regularibus  corporibus  requiruntur,  concludebamus  illud  non 
efte  fextum  corpus  regulare.  Postea  veró  vidimus  tale  corpus  efsc 
octoedrum  cui  appofita  erant  octo  tetraedra,  quorum  bafes  erant 
octoedri  octo  fuperficies.  Cum'que  hoc  animaduerteremus  vnA  cüm 
elegantia  ipfius,  atque  Geometricis  rationibus  in  eo  con  fisten  tibus, 
adplicauimus  talem  conflructionem  ad  cetera  quatuor  regularia  corpora, 
quae  omnia  regularia  aucta  vocauimus ,  quorum  conflructio  &  eidem 
fphaerae  infcriptio  vnè.  cum  ceteris,  est  materia  de  qua  nunc  agetur. 

Definitiones    quinque    corporum    regularium. 

Dcfinitio  \.  Tetraedrum  efl  corpus  fub  quatuor  trianguUs  aequalibus 
&  aequilateris  contentum. 

Dcfinitio  2.  Cubus  efl  corpus  fub  fex  quadratis  aequalibus  contentum. 

Definitio  S,  Octoedrum  efl  corpus  fub  octo  trianguUs  aequalibus 
&  aequilateris  contentum. 

Definitio  4.  Dodecaedrum  efl  corpus  fub  duodecim  pentagonis 
aequalibus  &  aequilateris  &  aequiangulis  contentum. 

Definitio  5.  Icofaedrum  efl  corpus  fub  viginti  triangulis  aequalibus 
&  aequilateris  contentum. 

Definitiones    quinque    auctorura    corporum 
regularium. 

Definitio  6.  Si  cuicunque  fuperficiei  tetraedri  apponatur  tetraedrum 
habens  fuperficiem  illam  pro  bafi:  Corpus  ex  illis  compofitum 
duodecim  triangulis  aequalibus  &  aequilateris  contentum  vocatur 
tetraedrum  auctum. 

Definitio  7.  Si  cuicunque  fuperficiei  hexaedri  apponatur  pyramis 
habens  fuperficiem  illam  pro  bafi ,  &  reliquas  fuperficies  triangula 
aequilatera:  Corpus  ex  illis  compofitum  vigintiquatuor  triangulis 
aequalibus  &  aequilateris  contentum,  vocatur  Hexaedrum  auctum. 
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Dcfinitio  8.  Si  cuicunque  fuperficiei  octoedri  apponatur  tetraedrum 
habens  fuperficiem  illam  pro  bafi:  Corpus  ex  illis  compofitum 
viginti  &  quatuor  triangulis  sequalibus  &  sequilateris  contentum, 
vocatur  octoedrum  auctum. 

Def initio  9.  Si  cuicunque  fuperficiei  dodecaedri  apponatur  pyramis 
habens  fuperficiem  illam  pro  bafi,  &  reliquas  fuperficies  triangula 
squilatera :  Corpus  ex  illis  compofitum  fexaginta  triangulis  sequalibus 
&  aequilateris  contentum ,  vocatur  dodecaedrum  auctum. 

Def  initio  10.  Si  cuicunque  fuperficiei  icofaedri  apponatur  tetrae- 
drum habens  fuperficiem  ipfam  pro  bafi :  Corpus  ex  illis  compositum 
fexaginta  triangulis  aequalibus  &  sequilateris  contentum,  vocatur 
icofaedrum  auctum. 

Definitiones    nouem    truncatorum    corporum 
regularium. 

Def  initio  IL  Solidum  fphaerae  infcriptibile  cuius  anguli  folidi 
funt  omnes  sequales,  &  cuius  plana  non  funt  omnia  fimilia,  & 
quodcunque  planum  efl  sequiangulum  &  sequilaterum ,  &  omnium 
planorum  latera  funt  inter  fe  sequalia:  vocatur  truncatum  corpus 
regnlare. 

Def  initio  12.  Si  omnia  latera  tetraedri  diuidatur  in  tres  partes 
sequas,  &  plano  fingulus  angulus  folidus  tetraedri  abfcindatur,  per 
trium  laterum  diuifiones  ipfi  angulo  proximas;  Reliquum  folidum 
vocatur  truncatum  tetraedrum  per  laterum  tertias. 

Def  initio  13.  Si  omnia  latera  cubi  diuidantur  in  duas  partes 
aequasy  &  plano  fmguli  anguli  folidi  cubi  abfcindantur,  per  trium 
laterum  diuifiones  ipfi  angulo  proximas:  Reliquum  folidum  vocatur 
Truncatus  Cubus  per  laterum  media. 

iVit?/«.  Hoc  corpus  fimile  efl  truncato  octoedro  per  laterum  media 
fequentis  17.     Definitionis. 

Def  initio  14.  Si  omnia  latera  cubi  diuidantur  in  tres  partes, 
hoc  modo  vt  fmgulae  mediae  partes  fe  habeat  ad  vtramque  alteram 
partem  ipfius  lateris  vt  diagonalis  quadrati  ad  fuum  latus,  &  plano 
finguli  anguli  folidi  ipfius  cubi  abfcindantur  per  trium  laterum 
diuifiones  ipfi  angulo  proximas:  Reliquum  folidum  vocatur  truncatus 
cubus  per  laterum  diuifiones  in  tres  partes. 

Def  initio  15.  Si  omnia  latera  cubi  diuidantur  in  tres  partes, 
hoc  modo  vt  fmgulae  mediae  partes  se  habeat  ad  vtramque  alteram 
partem  ipfius  lateris,  vt  diagonalis  quadrati  ad  fuum  latus,  &  plano 
fingula  latera  abfcindatur  per  quatuor  laterum  diuifiones  in  ipfis 
abfcindendis   lateribus,   non  exiflentibus  &  ipfis  lateribus  proximas, 
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relinquetur  corpus  habens  fex  quadrata,  &  octo  angulos  folidos  in 
aequidiflantia  è  centro  cubi,  &  ab  eodem  centro  remótiores  quitm 
reliqui  anguli  folidi:  Si  deinde  finguli  anguli  illorum  octo,  plano 
abfcindatur  per  tres  proximos  angulos  planos  trium  quadratorum 
ipfis  folidis  anguHs  proximorum:  Reliquum  folidum  vocatur  biflrun- 
catus  cubus  primus. 

Definitio  16.  Si  omnia  latera  cubi  diuidantur  in  quinque  partes, 
hoc  modo  vt  mediae  partes  fe  habeant  ad  quamcunque  partem 
reliquarum  quatuor  partium  ipfius  lateris,  vt  diagonalis  quadrati  ad 
fuum  lalus,  &  plano  fmgula  latera  abfcindantur,  per  quatuor  laterom 
diuifiones  in  vnoquoque  abfcindendo  latere  non  exiflentes,  &  ipfi 
laten  proximas,  relinquatur'que  hoc  modo  corpus  habens  fex  quadrata 
&  octo  angulos  folidos  in  zequidiflantia  k  centro ,  èt  ab  eodë  centro 
remótiores  qu^m  reliqui  anguli  folidi :  Si  deinde  omnia  latera  illorum 
fex  quadratorum  diuidantur  in  tres  partes,  hoc  modo  vt  fingulae 
mediae  partes  fe  habeant  ad  vtramque  alteram  partem  ipfius  lateris, 
vt  diagonalis  quadrati  ad  fuum  latus,  &  plano  fmguli  anguli  folidi 
illorum  octo  angulorum  abfcindantur ,  per  fex  diuifiones  illorum 
laterum  quadratorum  ipfis  angulis  folidis  proximas :  Reliquum  folidum 
vocatur  biflruncatus  cubus  fecundus. 

Definitio  17.  Si  omnia  latera  octoedri  diuidantur  in  duas  partes 
aequas,  &  plano  finguU  anguli  folidi  octoedri  abfcindantur  per 
quatuor  laterum  diuifiones  ipfis  angulis  proximas :  Reliquum  folidum 
vocatur  truncatum  octoedrum  per  laterum  media. 

Nota,  Hoc  corpus  fimile  e(l  truncato  cubo  per  laterum  media 
13.  defïnitionis. 

Definitio  18.  Si  omnia  lalera  octoedri  diuidantur  in  tres  partes 
aequas,  &  plano  finguli  anguli  folidi  octoedri  abfcindantur,  per  quatuor 
laterum  diuifiones  ipfis  angulis  proximas:  Reliquum  folidum  vocatur 
octoedrum  truncatum  per  laterum  tertias. 

Definitio  19.  Si  omnia  latera  dodecaedri  diuidantur  in  duas 
partes  aequas,  &  plano  finguli  anguli  folidi  abfcindantur  per  trium 
laterum  diuifiones  ipfis  angulis  proximas :  Reliquum  folidum  vocatur 
truncatum  dodecaedrum  per  laterum  media. 

Nota.  Hoc  corpus  fimile  ell  truncato  Icofaedro  per  laterum  media 
fequentis  21.  definitionis. 

Definitio  20.  Si  omnia  latera  dodecaedri  diuidantur  in  tres  partes, 
hoc  modo  vt  fingulae  mediae  partes  ad  vtramque  alteram  partem 
ipfius  lateris  fe  habeant  vt  chorda  arcus  duarum  quintarum  peri- 
pheriae  circuli  ad  chordam  arcus  vnius  quintse  eiufdem  peripheriae 
&    plano    finguli    anguli    folidi    dodecaedri  abfcindantur  per  trium 
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laterum  diuifiones  ipfis  angulis  proximas:  Reliquum  foHdum  vocatur 
truncatum  dodecaedrum  per  laterum  diuifiones  in  tres  partes. 

Def initio  21.  Si  omnia  latera  Icofaedri  diuidantur  in  duas  partes 
aequas,  &  plano  finguli  anguli  folidi  icofaedri  abfcindantur  per 
quinque  laterum  diuifiones  ipfis  angulis  proximas :  Reliquum  folidum 
vocatur  truncatum  icofaedrum  per  laterum  media. 

Nota,  Hoc  corpus  fimile  efl  truncato  dodecaedro  per  laterum 
media  praecedentis  19.  definitionis. 

Definitio  22.  Si  omnia  latera  icofaedri  diuidantur  in  tres  partes 
aequas,  &  plano  fmguli  anguli  folidi  icofaedri  abfcindantur  per 
quinque  laterum  diuifiones  ipfis  angulis  proximas :  Reliquum  folidum 
vocatur  icofaedrum  truncatum  per  laterum  tertias. 

Problema  I.  Dato  maximo  circulo  fphaerae:  latera  quinque 
regularium  corporum ,  quinque  auctorum  corporum ,  &  nouem 
truncatorum  corporum  regularium ,  ipfi  fphserffi  infcriptibilium , 
invenire. 

Problema  IL  Datis  lateribus  qninque  corporum  regularium,  & 
quinque  auctorum  regularium  corporum,  &  nouem  truncatoru  regu- 
larium corporum,  eidem  fphserse  infcriptibilium,  plana  conflruere 
ac  difponere,  quse  fi  rite  complicentur  efficiant  ipfa  corpora. 

Appendix,  Planorum  veró  difpofitio  corporis  truncati  (cuius  e(l 
facta  mentio  in  principio  huius  3.  lib.)  cuius  tnincandi  modus  hsec 
fcribentem  me  latebat  talis  efl:  Difponantur,  vt  infra  [Fig.  17],  fex 
quadrata  &  32.  trianguli. 


Sed  propter  ipfius  truncationis ,  feu  verae  originis  ignorantiam 
non  potuimus  hoc  Cjeometricè  antedictae  fphaerae  infcriptibile  cum 
ceteris  conflruere. 
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LiBBR  QVARTVS. 

4  Problemata;  1  Theorema^);  9  figuren. 

Problema  I.  Datis  duabus  reeds  lineis  duas  medias  proportio- 
nales  invenire. 

Nota.  Etfi  hoc  Problema  (quamvis  non  Geometricè)  per  diueria 
inilrumenta  mulii&riam  i  veteribus  fit  inventum,  dabitur  tarnen  hic 
tantum  vnicum  exemplum  per  lineas,  fecundum  modum  Heronis. 
Reliquos  roodos  qui  per  inilrumenta  expediuntar,  in  nostra 
Geometria  fuis  inflrumentis  accommodatis  breuiter  fperamus  nos 
edituros. 

Problema  II.  Dato  cono  aequalem  conum  fub  data  altitudiDe 
defcribere. 

Problema  III.  Dato  chordae  fegmento  fphaerali ,  aequalem  conum 
defcribere,  habentum  bafin  cum  chordae  fegmento  eandem. 

Problema  IIII.  ac  quaefitum  huius  Quarti  libri:  Daiis  quibuf- 
cunque  duobus  corporibus  GeometriciSy  tertium  corpus  defcribere, 
alteri  datorum  fimile,  alteri  vero  aequale. 

Exemplum  primum.  Sint  duo  corpora  quaecunque ,  nempe  duo 
coni  ABC,  &  DEF,  fit'que  coni  DEF  altitudo,  recU  DG,  &  bafis 
diameter  EF. 

Oporteat  tertium  conum  conflruere,  cono  DEF  fimilem  &  cono 
ABC  aequalem. 

Exemplum  fecundum,  Antedicta  conorum  conflructio  ac  demon- 
flratio  applicari  poted  ad  fubfcriptos  cylindros :  — 

Exemplum  tertium.  Sint  duo  chordae  Tegmenta  fphaeralia  ABCD, 
&  EFGH,  fifque  chordae  fegmenti  EFGH,  altitudo  HF,  &  bafis 
diameter  EG. 

Oporteat  tertium  chordae  Tegmentum  fphaerale  conflruere ,  fegmento 
EFGH  fimile,  &  fegmento  ABCD  aequale. 

[Exemplum  guar  turn  ^  Sit  pyramis  ABC,  cuius  bafis  fit  quadralum, 
&  latus  BC  eiufdem  quadrati  2  pedum,  altitudo  vero  pyramidis 
AD  fit  12  pedum,  quare  ipfius  pyramidis  magnitudo  16  pedum: 
Sit  deinde  pyramis  EFG,  cuius  bafis  fit  quadratum,  &  latus  FG 
eiufdem  quadrati  8  pedum,  altitudo  vero  ipfius  pyramidis  £H 
3  pedum. 

Oporteat  per  numeros  eo  ordine,  vt  fupra  per  lineas  Êictum  efli 
tertiam  pyramidem  defcribere,  pyramidi  EFG  fimilem  &  pyramidii 
ABC  aequalem. 


')     Bij  Thcoremata:  soms  Explicatio  datis,  Demonftratio  en  Conctufio. 
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Theorema.  Si  faerit  diametrorum  bafium  tertia  linea  proportionalis, 
duorum  rectorum  conorum  sequalis  altitudinis ,  fuerit'que  prima  linea 
media  proportionalis ,  duarum  mediarum  proportionalium ,  inter 
primam  diametrum  &  tertiam^  fuerit'que  qusedam  recta  linea  in  ea 
ratione  ad  illam  primam  mediam,  vt  primi  coni  altitudo  ad  fuam 
diametrum  bafis :  Conus  rectus  cuius  diameter  bafis  fuerit  illa  prima 
media,  altitudo  vero  illa  recta  linea,  fimilis  erit  primo  cono,  iequalis 
vero  alteri  cono. 

LiBER   QVINTVS. 

8  Problemata;  3  Theoremata;  12  figuren. 

Problema  I.  Datis  duobus  planis  fimilibus:  tertium  planum 
defcribere  datis  duobus  aequale  &  alteri  datorum  fimile. 

Theorema.  Si  tertia  linea  proportionalis  duarum  homologarum 
linearum  exiflentium  in  fimilibus  planis,  addatur  primae  lineae:  Media 
linea  proportionalis  inter  primam  &  illam  compofitam ,  efl  poten tialiter 
homologa  linea,  cum  illis  homologis  lineis,  cuiufdam  plani  quod 
fimile  est  alteri  datorum^  &  aequale  ambobus. 

Problema  II.  Datis  quibufcunque  duorum  fimilium  Geometricorum 
corporum  homologis  lineis,  tertium  corpus  conilruere  datis  duobus 
aequale,  &  alteri  datorum  fimile. 

Theorema.  Si  quarta  linea  proportionalis  duarum  homologarum 
linearum  exiflentium  in  fimilibus  corporibus,  addatur  primae  lineae: 
Antecedens  linea  duarum  mediarum  proportionalium  inter  primam  & 
illam  compofitam ,  e(l  potentialiter  homologa  linea  cum  illis  homologis 
lineis,  cuiufdam  corporis  quod  fimile  eft  alleri  datorum,  &  aequale 
ambobus. 

Problema  III.  Datis  quibufcunque  duorum  fimilium  &  insequalium 
Geometricorum  corporum  homologis  lineis,  tertium  corpus  conftruere, 
tanto  minus  dato  maiore,  quantum  eft  datum  minus,  &  alteri  datorum 
fimile. 

Theorema.  Si  fl  quarta  linea  proportionali  duarum  homologarum 
linearum  exiftentium  in  fimilibus  inaequalibus  corporibus,  auferatur 
minor  homologarum :  Antecedens  linea  duarum  mediarum  proportio- 
nalium ,  inter  minorem  homologam  lineam ,  &  illius  lineae  reliquum , 
eft  potentialiter  homologa  linea  cum  illis  homologis,  cuiufdam  corporis 
quod  fimile  eft  alteri  datorum  corporum,  &  tanto  minus  dato  maiore, 
quantum  eft  datum  minus. 


C2h,  E5 


SUR  LA  TRANSFORMATION  D'ONE  INTEGRALE  DÉFINIE, 


W.  KAPTEYN. 

(Utrecht) 


Dans  cette  note  je  me  propose  de  démontrer  l'identité  suiyante 

;>  ^  sin  édé  ff  tff  ^    , 

/    K  008^  ^  —  cos^  ;i  sin*  6       J  cosi 

de  deux  integrates  définies  de  forme  bieu  diiFérente. 
Pour  y  paryenir  je  me  seryirai  de  la  formule 

ƒ    rfp    ƒ    zds  =:  f  ds  I    zdp 

a  p  «  a 

de  Lejeune-Dirichlet ,  dont  les  deux  membres  expriment  Ie  mème 
yolume  compris  entre  la  surface  z  =  f{p^  «),  f(p,  s)  désig- 
nant  une  fonction  quelconque  qui  reste  finie  entre  les  limites 
des  integrations,  et  les  quatre  plans  2^  =  0,  s  =  pj  ^=^9  ^  —  ^' 
En  choisissant 

z  =  —7 — ,  a  =  cos  11 ,  6  =  1 

sVs^-^p^  l^p^  — cosVsin^i 

cette  formule  donne 

'1  pdp  r^  ds 


ƒ•*  pap  /•»         as 

J    Vp^  -  cos^T^n^    j   sV^  —  ^~ 

M/i  p 

r^    ds        /•!  pdp 

J         s*        J     Vs'  -  p'   Vp^  -  cos^  Tëb 


siu'^6 
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Or,  on  a 


I        da 


Vt'—p'      P 


ƒ.- 


ƒ    K?^V 


=  —  arctg  1— 


pdp 


OOSfl 

=  —    arctg 

par  suite 

.1 


p^    Vp^  —  coB^  PL  Bin*  6 


Vf^^o^ 


Vp^  —  COB*  PL  Bin*  h 

1  Krrr* 


Vs^  -  COB*/W 


=  arctg 

008  ;«  COB  /U  COB  0 


I   Vo*-coB*;i8ini6  "'*« 


^    ^.  — 


C?p 


=  /•' -i  arctg  »::^Zli^d. 

J  S  cos  pi  COB  0 


ou,  en  posant  ^  =  cob  0  et  8  = 


COB/U 


COB^ 

/-f*  »Bin»tf»  /.f.  tg^  ^ 

i   KcoB*^^co8V8in*6=i    *8**''^*8^^^*- 
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Le  traite  des  sinus  de  Miohiel  Coignet  pubKé  par 
Hbvri  Bobxaks  de  la  Compagnie  de  Jésus.  Bruxelles,  Pol- 
leuDis  et  Ceuteriok,  1901,  8^ 

[pp.  1—41,  Introduction,  pp.  12—31,  Notes  de  rintroduction.   pp.  92 -55 , 
Texte  de  Coignet    pp.  56-W,  Notes  du  texte.] 

In  zijn  Ideae  mathematicae  pars  prima,  1593,  roemt  Adriaan 
van  Boomen  zijn  tijdgenoot  Michiei  Coignet  van  Antwerpen  ak 
een  bekwaam  wis-  en  werktuigkundige  en  gewaagt  ca.  met 
lof  van  diens  onuitgegeven  geschriften  over  reken-,  meet-  en 
sterrenkunde. 

Eenige  dier  handschriften ,  die  wegens  de  ongunst  der  tgden 
nimmer  in  druk  zgn  verschenen,  bezit  de  Koninklijke  Biblio- 
theek te  Brussel,  t.w.  een  verhandeling  over  de  samenstelliog 
van  goniometrische  tafels,  een  over  vlakke-driehoeksmeting  en 
een  over  het  gebruik  van  een  verdeelde  liniaal,  pantometer 
genoemd,  bij  de  oplossing  van  meetkundige  vraagstukken. 

Door  de  uitgaaf  van  de  verhandeling  over  de  samenstelliog 
van  goniometrische  tafels  —  Le  Traicté  des  Sinus  —  hoopt 
P.  Bosmans  de  herinnering  aan  zijn  landgenoot  te  verlevendi- 
gen en  een  geleerde,  op  wien  België  met  recht  trotsch  mag 
wezen,  voor  vergetelheid  te  bewaren.  In  de  belangrijke  histo* 
rische  inleiding,  die  het  Traicté  des  Sinus  voorafgaat,  vindt 
men  o.  a.  een  overzicht  van  den  inhoud  van  de  verhandelingen 
over  vlakke-driehoeksmeting  en  over  den  pantometer,  terwijl 
aan  Inleiding  en  Traicté  talrijke  aanteekeningen  zijn  toege- 
voegd. 

Hoewel  dankbaar  voor  wat  P.  Bosmans  den  liefhebbers  van 
de  historie  der  wiskunde  hier  aanbiedt,  kan  ik  bezwaarlijk 
instemmen  met  den  lof  door  hem  aan  Cs  geschrift  toegezwaaid, 
want   diens   verhandeling,    den    19en    October    1612  voltooid, 
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blgkt  reeds  bg  eea  oppervlakkige  vergelijking  grootendeels  be- 
werkt te  zijn  naar  PitisoaB'  Trigonometria ,  met  name  naar  het 
tweede  en  het  vijfde  boek  der  Augsburger  uitgaaf  van  1600. 

De  gang  der  berekening  van  de  Binussen,  tangenten  en  se- 
canten  der  bogen  bg  C.  stemt  geheel  overeen  met  dien  bij  P. 
en  de  bekortingen,  door  dezen  toegepast,  vindt  men  bij  genen 
terug.  Zoo  beantwoorden:  Cs  ,,Practiq;  pour  examiner  si  les 
tables  de  sinus  sont  bien  calculees"  (pp.  47—50)  aan  P.*s  ,Com- 
pendivm  Canonis  condendi  primum^'  (pp.  111  —  113);  —  Cs  „rei- 
gles  oompendieuses  pour  Ie  iaict  des  Tables  des  Tangentes,  et 
Secantes"  en  diens  ^Reigle  pour  former  la  table  des  secantes 
par  laijde  des  Tangentes"  (pp.  51 — 58)  met  twee  van  diens 
voorbeelden  aan  P.'s  ,C.  G.  c.  secundum"  en  „tertium"  (pp. 
113 — 119);  —  G.^s  „Abreuiations  sur  la  reigle  de  trois  aux 
tables  de  Sinus''  (pp.  53 — 55)  met  twee  van  diens  voorbeelden 
aan  P.'s  „C.C.  ufurpandi  primum"  en  „secundum"  (pp.  119— 
122) :  Cs  derde  voorbeeld ,  aan  de  sferisohe  astrooomie  ont- 
leend, komt,  met  andere  gegevens,  bjj  P.  op  p.  285  voor. 
Bij  dezen  ontbreken  evenwel  het  2e,  7e  en  8e  problema  van 
C-,  die  „ne  eont  pas  en  grand  vsaige  aupres  des  Canonistes 
qui  vueillent  oalculer  les  Tables  de  sinus ,  pour  estre  fort  lon- 
gues a  practicquer"  (p.  43),  alsmede  de  noot  op  pp.  45  —  47. 
(P.  behandelt  den  inhoud  dier  noot  „ex  meute  Byrgii"  in  den 
2en  en  3en  druk  van  zijn  leerboek,  waaraan  C.'s  opmerkin- 
gen echter  niet  ontleend  zijn.) 

Op  één  zaak,  die  P.  Bosmans  niet  onbekend  geweest  is 
(p.  72,  noot  1)  en  hem  den  weg  naar  C.'s  voornaamste  bron 
had  kunnen  wijzen ,  moet  ik  nog  de  aandacht  vestigen ,  t.  w.  op 
de  overeenstemming  in  den  vorm ,  waarin  C.  en  P.  de  formules 
voor  sin  (a  ±.  b)  uitdrukken. 

Bg  C.  leest  men  (p.  40): 

„Le  5^  Probleme.  Quand  les  sinus  de  deux  diners  arcs  sont 
donnez  comment  on  trouuera  Ie  sinus  de  leur  somme  .... 

La  JReigle.  Multipliez  Ie  sinus  du  premier  are,  auecq  Ie 
sinus  du  complement  du  2%  are ,  et  aussij  multiplierez  Ie  sinus 
du  2*.  are ,  auecq ;  Ie  complement  du  premier  are  (sic) ,  la  som- 
me  de  ces  deux  produict  partirez  par  Ie  sinus  total,  et  Ie 
quotient  sera  Ie  sinus  qu*on  oherchoit,'* 
en  bij  P.  (pp.  46  en  47): 

yDatis   fmibus   duorum   arcuum  inesqualium  coniunctim  qua- 
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dnmte  minoram,  nnk  oum  (iaibus  oomplemeatoram,  flnum  fa 
m»  dttoram  iliorum  arouum  inuenire 

Prim&m  multiplioentur  alternatim  finus  areas  unius  per  fiu 
oomplementi  alterios.  Turn  producta  componantur.  Deoiq; 
famma  per  radium  diuidatur,  hoo  eft,  notie  qaiuq;  k  dextris 
abfcindantur.  Note  reliqoflB  eruat  flous  fummie  datomm  daa- 
rom arcuum/'   Enz. 

Ook  de  bewgaen  bij  G.  en  P.  stemmen  geheel  oToreen:  beiden 
leiden  de  stellingen  uit  het  theorema  van  Ptolemeus  af. 

,11  est  impossible",  zegt  P.  Bosmans  in  een  ^Notice  histori- 
que  sur  les  formules  sin  (a  ±:  &)**  (pp.  62  —  73),  waarin  Rhae- 
tious'  Opus  Palatinum  de  triangulis,  1596  —  «un  éorivain 
prolixe,  obscur  et  souvent  difficile"  (p.  72)  —  als  C/s  bron 
wordt  aangewezen,  ,il  est  impossible  d'etre  quelque  pea  £ami- 
lier  avec  les  anciens  traites  de  trigonometrie,  sans  être  frappe 
de  la  netteté  et  de  la  precision ,  que  la  formule  sin  (a  di  i)  = 
(sin  a  cos  6  ±  sin  6  cos  a)  /  R  prend  sous  la  plume  de  Coignet 
et  de  la  forme,  presque  moderne,  dirais  je,  sous  laquelle  elle 
y  est  énoncée  ....  Coignet  déduit  les  formules  sin  (a  ±i  b) 
des  thóorèmes  de  Ptolémée  d'une  maniere  si  simple,  si  natu- 
relle, qu'en  lisant  sa  demonstration  on  est  porté  k  se  dire  que 
ces  formules  ne  sont  que  ces  théorèmes  eux-mémes,  énoncés 
en  d'autres  termos  (p.  62)  ....  S'il  y  a  du  mérite  k  découTrir 
la  yérité,  il  y  en  a  aussi  k  la  mettre  en  pleine  lumière.  Il 
faut  recounattre,  que  ce  dernier  mérite,  Coignet  la  eu  au  plus 
haut  degré.    Il  a  profondément  étudié  Rheticus  .  .  .  .  (p.  72).** 

Niet  aan  Michiel  Coignet  evenwel,  den  wis-  en  werktuig- 
kundige der  aartshertogen  Albertus  en  Isabella,  komt  deze 
lofspraak  toe,  maar  aan  den  hofprediker  van  Frederik  lY, 
keurvorst  van  de  Palts,  Bartholomeus  Pitiscus,  „Ie  correoteur 
et  Ie  continuateur  de  Rheticus"  (p.  72,  noot  1). 

N.  L.  W.  A.  Qravelaar. 

Grondslagen  der  synthetische  meetkunde  door 
Dr.  P.  VAN  Geer,  Hoogleeraar  aan  de  Bijks-Universiteit  te 
Leiden.  Een  deel  in  8<),  186  biz.  Prijs  /  2.90.  Leiden, 
A.  W.  Sythofp,  1901. 

Spoediger  dan  men  redelijkerwijze  kon  verwachten  heeft  de 
hooggeleerde  schrijver  het  in  zijn  ,, Leerboek  der  analytische 
meetkunde"  kenbaar  gemaakte  voornemen  dit  door  een  beknopt 
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werk  oyer  de  grondslagen  der  synthetische  meetkunde  te  laten 
volgen  ten  uitvoer  gelegd. 

In  dit  nieuwe  werkje ,  dat  er  bovenal  naar  streeft  eenvoudig 
te  blijven ,  staat  de  dubbelverhouding  in  die  mate  op  den  voor- 
grond, dat  eerst  ver  in  de  tweede  helft  het  eigenigke  onder- 
werp „de  projectieve  voortbrenging  der  kegelsneden"  aan  de 
orde  komt 

De  door  den  schrijver  gevolgde  gedachtengang  is  het  best 
af  te  leiden  uit  de  opsomming  van  de  titels  der  afdeelingen  en 
der  in  deze  voorkomende  hoofdstukken.     Ze  zijn: 

Eerste  afdeeling  (figuren  van  den  eersten  trap):  1.  Bepa- 
lingen. 2.  De  dubbelverhouding.  3.  Harmonische  ligging. 
4.  Imaginaire  elementen.  5.  Homografie.  6.  Dubbelelemen- 
ten der  homografie.     7.    Involutie. 

Tweede  afdeeling  (rechtlijnige  fiiguren):  8.  Volledige  vier- 
zijde  en  driehoek.  9,  Vierhoek  en  zeshoek.  10.  Perspectieve 
en  projectieve  figuren. 

Derde  afdeeling  (de  cirkel):  11.  Een  cirkel.  12.  Twee 
cirkels.     13.    Drie  en  meer  cirkels. 

Vierde  afdeeling  (elementaire  theorie  der  kegelsneden):  14. 
Het  ontstaan  der  kegelsneden.  15.  De  ellips.  16.  De  hyper- 
bool.    17.     De  parabool. 

Vijfde  afbeelding  (synthetische  theorie  der  kegelsneden). 
18.  Bepalingen.  19.  Ingeschreven  vierhoek  en  omgeschreven 
vierzij.  20.  Ingeschreven  zeshoek  en  omgeschreven  zeszg.  21. 
Peilverwantschap.  22.  Middelpunt,  middellijnen ,  assen.  23. 
Brandpunten  en  richtpunten. 

Zesde  afdeeling  (verwante  kegelsneden).  24.  Wederkeerige 
poolfiguren.    25.    Eegelsnedebundel  en  kegelsnedeschaar. 

Aanhangsel.  1.  De  isotrope  richtingen.  2.  Analytische  be- 
paling der  brandpunten. 

Vraagstukken  en  toepassingen. 

Elemente  des  geom  etrisch-perspektivischen 
Zeichnens  von  Dr.  Arthur  von  Oertingbn,  Prof.  ord.  hon. 
an  der  Universitat  Leipzig,  u.s.w.  Een  deel  in  8^,  177  blz., 
209  figuren  in  den  tekst.  Prgs  8  Mark,  gebonden  9  Mark. 
Leipzig,  Wilhelm  Engelmann,  1901. 

Aan  de  inleiding  van  dit  met  opzet  tot  eenvoudige  onder- 
werpen   beperkt   gehouden   leerboek   des   bekenden  bewerkers 
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Tan   yencheidene   Tan   Ostwald  b  ^KlaflBiker  der  exakten  Wis- 
senschaften** ontleenen  we  het  volgende: 

yHet  blijkt  steeds  meer  en  meer  noodig  te  zijn,  de  elemen- 
,ten    der   syothetische    meetkunde  in  het  perspectieve  denken 
^en  praktische  teekenen  in  te  Toeren.    Het  kan  niet  dringend 
^genoeg  worden  aangeraden  zich  de  grondslagen  van  deze  we- 
„tenschap,    tenminste  voor  zoover  ze  hier  opgenomen  worden, 
yCigen  te  maken.    Daartoe  behooren  de  stellingen  over  dubbel- 
9 verhoudingen ,   projectieve   stelsels,   scheve   projectie,    voort- 
, brenging  der  kegelsneden,  dubbelelementen  en  de  eenvoudigste 
, projectieve  ruimtestelsels.    Dit  alles  wordt  hier  vooraf  behan- 
ydeld  gedeeltelijk  in  den  klassieken  door  Steiner  en  aan  gege- 
„  venen   vorm   met   gebruik  van  de  in  Steiner's  beroemd  werk 
, voorkomende   figuren.     Hg,   die   zich  tot  hoofdzaken  bepalen 
„wil ,  kan  alleen  de  met  groote  letter  gedrukte  tekst  bestudee- 
,ren;  wordt  ook  dit  nog  te  moeielyk  geacht,  dan  kan  men  met 
,het  tweede  hoofdstuk  het  perspectieve  teekenen  beginnen.    Het 
„tweede   gedeelte   de  maatperspectief,  waaraan  beschouwingen 
„over  harmonische  elementen,  pool  en  poollijn,  cirkel  en  punt- 
„ stelsels   voorafgaan,   zal   den  beginner  minder  moeite  kosten. 
«Ook   hier   is   het   noodzakelijkst   met    groote  letters  gedrukt. 
„De  methode  lijnen  en  vlakken  door  vlucht-  en  doorsngdings- 
„elementen    te  bepalen  is  hier  niet  gevolgd.    Een  minder  ab- 
„strakte   voorstelling,    met   behulp   van   het   terrein,   zal  den 
„lezer  steeds  doelmatiger  voorkomen. 

Uit  deze  aanhaling  kan  de  aard  van  bovenstaand  werkje 
voldoende  blijken ;  naar  het  ons  voorkomt,  kan  het  zoowel 
den  minder  wiskundig  ontwikkelden  lezer  als  den  wiskundige 
van  dienst  zijn.  S% 

Le  operazioni  distributive  et  Ie  loro  applica- 
zioni  air  analisi  di  Salvatore  Pincherle,  prof.  ord.  nella 
R.  Univ.  di  Bologna,  in  coUaborazione  con  Ugo  Amsldi,  dot- 
tore  in  math.  Een  deel  in  S"",  490  blz.  Bologna,  Ditta  Ui- 
cola  Zanichelli,  1901. 

Zoo  als  bekend  is ,  noemt  men  een  bewerking  A  distributief, 
zoodra  zij  voldoet  aan  de  vergelijking  A  (a  +  j3)  =  A  («)+  A  (/3), 
waarin  a  en  /3  willekeurige  grootheden  zijn.  Over  deze  eigen- 
schap bezittende  bewerkingen  en  hun  toepassingen  op  de  ana 
lyse  handelt  het  lijvige  boekdeel  der  italiaansche  wiskundigen. 
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We  geyen  hier,  opdat  men  zich  eenigszins  een  denkbeeld  yan 
den  inhoud  yan  dit  werk  kunnen  geyen,  de  yertaiing  yan  de 
titels  der  hoofdstukken  en  der  onderafdeelingen. 

1.  Het  algemeene  lineaire  samenstel  yaTi  n  afinetingen. 
2.  Algemeene  beschouwingen  oyer  bewerkingen  (bewerkingen 
in  het  algemeen ;  distributieye  bewerkingen).  8.  Wortels  en 
wortelruimten  yan  een  distributieye  bewerking  (eerste  eigen- 
schappen der  wortels;  eigenschappen  der  wortels  yan  commu- 
tatieye  bewerkingen)*  4.  Bouw  yan  de  inyariante  ruimten  met 
een  eindig  aantal  afmetingen.  5.  Het  samenstel  der  macht- 
reeksen en  de  eenyoudigste  dtstributieve  bewerkingen  (macht- 
reeksen als  elementen  yan  een  lineair  samenstel ;  de  eenyou- 
digste functioneele  bewerkingen).  6.  De  elementen  der  functie- 
rekening (de  machtreeksen  yan  het  symbool  D;  de  afgeleiden 
eener  bewerking;  de  geheele  negatieye  machten  yan  het  sym- 
bool D;  de  machtreeksen  van  het  symbool  D-^).  7.  Eerste 
toepassingen  der  functierekening  (de  met  de  differentiatie  com- 
mutatieye  bewerkingen;  wortels  yan  een  lineairen  yorm  met 
yan  een  gegeyen  bewerking  af  handende  getallen-coëfSciënten ; 
de  yeeltermen  yan  Appell ;  de  bewerkingen ,  die  een  ruimte 
met  een  oneindig  aantal  afmetingen  doen  oyergaan  in  een 
ruimte  met  een  eindig  aantal  afmetingen;  bepaling  yan  func- 
tioneele bewerkingen  door  symbolische  yergelijkingen).  8.  De 
normaalbewerkingen  (de  bewerkingen  IJ ;  de  bewerkingen  U  in 
een  uitgestrekter  ruimte;  normaalbewerkingen  van  hoogeren 
graad).  9.  Toegevoegde  bewerkingen.  10.  De  lineaire  diffe- 
rentie-yormen  (de  ruimte  der  elementen  yan  de  differentie- 
rekening ;  de  lineaire  differentie-yormen ;  wortels  der  yormen , 
differentie-yergelijkingen ;  grondstelsels  yan  wortels ;  ontbinding 
yan  yormen  in  factoren;  yormen  yan  de  eerste  en  de  tweede 
soort ,  herleidbaarheid  ;  toegeyoegde  vorm ,  vermenigvuldigers ; 
de  lineaire  differentievormen  met  getallencoëfficiSnten ;  macht- 
reeksen yan  het  symbool  9).  11.  De  lineaire  differentiaalvor- 
men (algebra  yan  de  lineaire  differentiaalvormen;  de  lineaire 
differentiaalvergelijkingen ;  rationaliteitsgebieden ,  herleidbaar- 
heid ,  invarianten  ;  toegevoegde  vorm  ,  vermenigvuldigers ;  om- 
keering van  een  lineairen  differentiaalvorm  met  behulp  van  de 
reeks  van  D~^).  12.  Normale  lineaire  differentiaalvormen 
(grondvergelijking ,  groep  van  monodremie ;  normale  bijzondere 
punten y  bepalende  vergelijking;  vormen  en  yergelijkingen  van 
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Frichs).  13.  TmiialonDatie  der  bewerkiiigeii  (algemeeoe  be- 
Bchouwingen;  de  traosformeerende  bewerkingen;  traneformee- 
rende  bewerkingen  van  yermeDigruldiging  en  difFerentiatie , 
transformatie  van  Laplaoe;  bewerkingen,  die  met  de  transfor- 
matie van  Laplace  analoog  zgn ;  de  di£ferentiatie  met  willekeurige 
index ,  de  transformatie  van  Euler).  14.  De  lineaire  subetitatie- 
Yormea  (algemeene  beschouwingen;  de  grenspunten;  de  eenvou- 
digste functies  der  substitutierekening ;  homogene  lineaire  substi- 
tutievergelykingen ,  vergelijkingen  met  getallen  coëfficiënten; 
vergelgkingen  met  willekeurige  coëfficiënten ;  de  omgekeerde  be- 
werking; de  wortelgrepen  van  een  vorm;  grondstelsels  ran  wor- 
tels). 16.  Uitbreiding  van  de  eigenschap  van  den  determinant  van 
Wronsky,  16.  Over  de  meetkunde  der  lineaire  functieruimten 
(homogene  coördinaten ,  ontaarde  homografie  van  eerste  en  tweede 
klasse;  vlakken  en  lineaire  vlakkenruimten ;  krommen  T;  oo'  door- 
loopende  groepen  van  bewerkingen).  Noten  (1.  Bibliografie  van 
de  theorie  der  distributieve  bewerldngen.  2.  De  fnnctioneele 
vergelgking  /(x  +  y)  =/{x)  +  (y).  3.  De  theorie  der  elemen- 
taire deelers.  4.  De  distributieve  bewerkingen  van  meer  functies 
en  van  een  functie  met  meer  veranderlgken.  5.  De  niet- 
distributieve  bewerkingen).    Alfabetische  naamlijst.  S'. 

Orundriss  der  Differential-  und  Integral-Rech- 
nung.  I.  Theil:  Differential-Rechnung  von  Dr.  Ludwig 
Kiepert,  Geheimer  Regierungsrath ,  Prof.  der  Math,  an  der 
technischen  Hochschule  zu  Hannover.  Neueste  volLstandig 
umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  des  gleichnamigen  Leit- 
fadens  von  weil  Dr.  Max  Stegemann.  Een  deel  in  8^.,  750 
blz.,  171  figuren  in  den  tekst.  Hannover,  Helwingsche  Yer- 
.  lagsbuchhandlung ,  1901. 

In  de  negende  druk  van  dit  uitstekende  werk,  dat  zijn 
plaats  in  de  wiskundige  litteratuur  reeds  sedert  langen  tijd 
veroverd  heeft,  zijn  verschillende  veranderingen  aangebracht. 
Zoo  is  de  bepaling  van  den  restterm  der  reeks  van  Taylor  en 
de  theorie  der  convergentie  van  reeksen  geheel  omgewerkt  en 
zijn  voor  het  eerst  hoofdstukken  gewijd  aan  het  onderzoek  der 
hyperbolische  functies,  aan  de  interpolatieformule  van  Lagrange, 
aao  de  benaderingsmethoden  bij  de  numerieke  oplossing  van 
algebraïsche  vergelijkingen  opgenomen.  Daardoor  is  de  diffe- 
rentiaalrekening,  die   eerst  slechts  twee  deelen  met  16  hoofd- 
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stukken  en  14D  paragrafen  bevatte,  uitgedgd  tot  drie  deelen 
met  21  hoofdstukken  en  161  paragrafen;  van  deze  drie  deelen 
omrat  het  tweede  die  algebraïsche  onderzoekingen ,  welke  voor 
den  toekomstigen  technicus  van  belang  zijn.  Bovendien  is  nu 
een  tafel  voor  het  gebruik  der  hyperbolische  functies  als  aan- 
hangsel aan  het  werk  toegevoegd.  En  aan  het  slot  bevindt 
zich  weer  een  «Tabelle  der  wichtigstes  Formeles  aus  der  Diffe- 
rential-Rechnung";  deze  twee  vel  druks  beslaande  tabel  is  ter 
kennisneming  gratis  te  verkrggen.  S% 

Rapports  présentés  au  Congres  International  de 
Physique,  réuni  k  Paris  en  1900  sous  les  auspices  de  la 
Société  fran^aise  de  Physique ,  rassemblés  et  publiés  par  Ch.-Éd. 
OüiLLAüMB  et  L.  PoiNOARÉ,  Sécrétaires  générauz  du  Congres. 
Drie  deelen  in  gr.  GP,  T.  I  (XV,  698  p),  T.  II  (570  p.), 
T.  III  (619  p.).  Paris,  Gauthier-Villars ,  1900. 

Oorspronkelijk  stelden  de  ontwerpers  van  dit  Congres  zich 
slechts  voor  een  discussie  te  doen  plaats  hebben,  die  zou 
kunnen  leiden  tot  het  vaststellen  van  internationale  eenheden 
voor  verschillende  in  de  natuurkunde  voorkomende  grootheden ; 
natuurlgk  op  den  grondslag  van  het  metriek  stelsel,  en  ver- 
band  houdende  met  de  reeds  in  de  Electrotechniek  vastgestelde 
eenheden.  De  belangstelling  in  het  Congres  bleek  evenwel 
zoo  groot  te  zijn  (binnen  korten  tijd  meldden  zich  over  de 
duizend  deelnemers  aau)  dat  men  het  plan  uitbreidde  en 
besloot,  een  bespreking  voor  te  bereiden  van  alle  belangryke 
vragen  van  de  tegenwoordige  natuurkunde. 

De  voorbereiding  bestond  hierin  dat  men,  na  vaststelling 
van  een  aantal  onderwerpen,  aan  de  leden  van  de  Société 
franyaise  de  Physique,  en  aan  natuurkundigen  van  alle  landen 
die  zich  op  een  of  ander  gebied  een  naam  verworven  hadden , 
opdroeg  over  die  onderwerpen  een  Rapport  uit  te  brengen. 

Het  resultaat  van  den  gezamenlijken  arbeid  ligt  thans  voor 
ons  in  den  vorm  van  drie  lijvige  boekdeelen ;  een  vierde 
deel ,  de  discussies  en  enkele  nagekomen  rapporten  bevattende , 
is  in  uitzicht  gesteld.  In  de  inleiding  wijzen  de  uitgevers  er 
op,  hoe  ten  slotte  een  nog  hooger  doel  de  ontwerpers  voor- 
zweefde:  m^i  wilde  een  werk  scheppen,  dat  zou  weergeven 
den  stand  van  de  natuurkunde  op  het  einde  der  negentiende 
eeuw  —  het  geheel  van  denkbeelden  en  hypothesen ,  waardoor 
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men    tegenwoordig   de  samenstelling  der  natuur  en  de  wetten 
die  haar  beheersohen  tracht  te  yerklaren. 

Het  zou  ondoenlijk  zgn  in  het  kader  ran  deze  aankondiging 
een  slechts  eenigermate  volledig  overzicht  van  don  inhoud  der 
rapporten  te  leyeren.  We  zullen  daarom  trachten  een  indruk 
yan  het  werk  te  geven  door  de  bespreking  van  enkele  bgzondere 
punten. 

Uit  den  aard  der  zaak  is  een  groot  deel  van  de  rapporten 
(36  van  de  79)  door  Franschen  geschreven.  Overigens  is  de 
deelneming  zeer  internationaal  geweest:  buiten  Frankrgk  zgn 
nog  18  landen  door  een  of  meer  schrijvers  vertegenwoordigd. 
Zelfs  Japan  ontbreekt  niet  in  de  rg ,  terwgl  van  de  Europeesche 
landen  alleen  Spanje ,  Portugal  en  enkele  Balkan-Staten  gemist 
worden.  Nederland  is  waardig  vertegenwoordigd  door  de  namen 
Du  Bois,  Van  't  Hoff,  Lorentz  en  Van  der  Waals.  Alleen 
Duitschland  en  Engeland  leverden  een  grooter  aantal  (7)  schrg- 
vers,  Rusland  en  Zweden-Noorwegen  een  gelijk  aantal. 

Het  pleit  zeker  voor  het  hooge  peil  waarop  de  studie  der 
natuurwetenschappen  in  Frankrijk  staat ,  dat  ondanks  het  buiten 
verhouding  groote  getal  Fransche  medewerkers,  slechts  weinige 
hunner  rapporten  den  lezer  doen  betreuren,  dat  ze  niet  door 
een  of  ander  bekend  geleerde  buiten  Frankrgk  zgn  geschreven. 

Een  opmerking  waartoe  de  rapporten  bijna  zonder  uitzonde- 
ring aanleiding  geven,  betreft  den  vooruitgang  in  nauwkeurigheid 
en  gevoeligheid  der  instrumenten.  Een  goed  beeld  hiervan 
geeft  het  rapport  van  Benoit,  (I,  30—77)  „Over  de  nauwkeu- 
righeid in  de  lengtebepaling  bij  metrologie".  Beginnende  met 
de  «toise  du  Pérou"  in  Frankrgk,  waar  tusschen  de  «toise  k 
bouts*'  en  de  „toise  k  points"  een  verschil  van  ±i  v,,  mM. 
bestond,  eindigt  hij  met  het  resultaat  van  de  vergelijking  der 
standaardmeters  voor  de  landen  der  Meter-conventie»  gevende 
voor  de  waarschijnlgke  fout  van  een  dier  meters  0,04/lc  ,  terwijl 
de  werkelijke  fout  misschien  0,1/u  bedragen  kan,  of  Vioooo  mM. 
En  merkwaardig:  men  is  begonnen  met  een  natuurlgke  een- 
heid als  grondslag,  heeft  daarna  met  verwerping  van  de 
oorspronkelijke  definitie  zich  aan  de  toevallige  lengte  van  den 
„mètre  des  Archives"  gehouden  —  thans  zou  men  er  bgna 
toe  kunnen  overgaan,  weer  een  natuurlgke  eenheid  aan  te 
nemen.  De  vergelijking  van  lengten  door  de  interferon tieele 
methode   heeft  thans  n.l.  een  zoo  hoogen  trap  bereikt,  dat  de 
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lengte  yan  den  meter  in  golflengten  (de  roode  Gadmiumlijn 
biJT.)  met  een  onzekerheid  Tan  niet  meer  dan  Ifi  bepaald  is, 
terwijl  BsNOtt  meent,  dat  deze  nauwkeurigheid  nog  wel  yer- 
hoogd  kan  worden.  Het  rapport  van  Maoé  de  Lépikat  over  dit 
onderwerp  (I,  103—130)  kan  beschouwd  worden  als  een  hoogst 
interessant  geval  ?an  oplossing  van  onbepaalde  vergelgkingen. 

Een  ander  sprekend  voorbeeld  van  nauwkeurigheid  geeft  het 
rapport  van  Eötvöb  (III,  371-393)  over  niveau  vlakken  en 
plaatselijke  veranderingen  van  de  zwaartekracht.  Hier  wordt 
een  instrument  beschreven,  waarmede  de  schrijver  de  niveau- 
vlakken  bepaalde,  zooals  ze  door  de  wanden  van  een  kamer 
gewgzigd  worden,  en  de  wet  van  Newton  verifieerde,  wat 
betreft  de  onafhankelijkheid  der  gravitatiekraoht  van  den  aard 
der  stof  en  van  tusschengelegen  massa's,  het  eerste  tot  op 
VtcioS  het  laatste  tot  op  Vtoo.io'! 

Van  de  bekende  gevoeligheid  van  galvanometrische  waarne- 
mingen vindt  men  o.a.  een  voorbeeld  in  het  rapport  van  Bu- 
BEirs,  waar  hij,  om  de  gevoeligheid  van  den  radiomicrometer 
van  Bots  aan  te  geven ,  mededeelt ,  dat  deze  de  door  een  hollen 
spiegel  terug  gekaatste  straling  van  een  kaars  nog  aantoont, 
wanneer  die  op  een  afstand  van  2,8  kilometer  geplaatst  is. 

Natuurlijk  zou  men  zonder  moeite  het  aantal  dezer  voor- 
beelden kunnen  vermeerderen  met  behulp  van  de  artikelen 
over  de  verschillende  onderdeden  der  metrologie,  die,  over- 
eenkomstig het  oorspronkelgk  doel  van  het  Congres,  in  het 
eerste  deel  een  vrij  ruime  plaats  innemen. 

Dit  deel  begint  met  een  bewonderenswaardig  artikel  van  H. 
Poincaré(1  — 29)  over  de  betrekking  tusschen  de  experimenteele 
en  de  mathematische  physica.  Aan  deze  laatste  kent  hij  de 
rol  toe  van  bibliothecaris  in  de  bibliotheek  die  de  experimen- 
teele physica  aanlegt,  en  wijst  haar  als  eerste  taak  aan 
de  eenheid  der  natuur  in  't  licht  te  stellen,  waarbij  een 
verstandige  zuinigheid  met  hypothesen  moet  worden  betracht. 
Tan  uit  dit  gezichtspunt  beschouwt  hg  den  oorsprong  der 
mathematische  physica,  het  voorbggaande  karakter  der  phy- 
sische  theoriên,  den  drang  dien  velen  gevoelen  om  elke  ver- 
klaring ten  slotte  tot  een  mechanisme  terug  te  brengen,  en 
besluit  een  overzicht  van  den  tegenwoordigen  stand  der  weten- 
schap met  de  woorden: 

^Tout    oompte  fait,   on  s'est  rapproché  de  l'unité;    on  n'a 
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pas  été  auasi  yite  qu'on  respérait  il  y  a  cinqoante  aas,  ob  n*a 
pas  toujours  pris  Ie  ohemin  pré?u;  maia,  en  défioitive,  on 
a  gagné  beaucoup  de  terrain." 

Een  illustratie  van  verschil  van  opvatting  bij  het  zoeken 
naar  de  eenheid  der  natuur  geeft  de  vergelijking  van  twee 
belangrijke  rapporten ,  dat  van  Lord  Eblvib  ,  met  den  ielwat 
jparadoxalen  titel  „Over  de  beweging  van  een  vast  elastisch 
medium,  waarin  zich  een  lichaam  verschuift,  dat  eir  aan- 
trekkend of  afstootend  op  werkt"  (II,  1—22)  en  dat  van 
y.  Bjerknbb  «Over  hydrodynamisohe  werking  op  a&tand  naar 
de  theorie  van  C.  A.  Bjbrknes"  (1 ,  251  -  276).  De  eerste 
gaat  ter  verklaring  van  de  electrische  aantrekking  tuaachen 
electrons  weer  terug  tot  de  directe  werking  op  afstand,  waar- 
door de  ether  bevrijd  wordt  van  j,ie  onmogelgke  taak  om 
gelgktgdig  de  electrostatische  en  de  magnetische  kracht  voort 
te  planten."  Het  geheele  rapport  van  den  tweeden  is  gewgd 
aan  een  poging  om  door  hydrodynamische  contact-krachten 
schijnbare  werking  op  afstand  te  verklaren,  waarbg  een  volle- 
dige analogie  met  electrische  en  magnetische  krachten  ont- 
wikkeld wordt. 

Yan  de  rapporten  die  de  meest  waarschijnlgke  waarde  van 
een  of  andere  constante  bespreken ,  kiezen  we  die  over  voort- 
plantingssnelheden. J.  ViOLLE  (I,  228 — 246)  behandelt  de 
snelheid  van  het  geluid  in  de  lucht ,  een  onderwerp ,  waarover 
hij  zelf  de  nieuwste  en  nauwkeurigste  proeven  heeft  genomen. 
Zijn  eindresultaat,  331  »36  M.  ±:  0,08  M.,  niet  zoo  heel  Teel 
afwijkende  van  de  uitkomst  van  Moll  en  van  Beek,  332,8 M., 
is  natuurlijk  veel  nauwkeuriger,  wat  echter  eerst  in  den  laat- 
sten  tyd  bereikt  is.  Des  te  meer  moet  men  het  waardeeren, 
dat,  volgens  het  rapport  van  Cornu(II,  225—-246)  de  metingen 
van  de  snelheid  van  het  licht,  voerende  tot  de  uitkomst  300130 
K.M.  ±  270  E.M. ,  dus  een  slechts  tienmaal  grootere  onzeker- 
heid laten.  Michelbon  en  Newcomb  meenen  zelüs  met  hun 
methode  bij  een  uitkomst  299860  E.M.  een  onzekerheid  van  niet 
meer  dan  30  E.M.  te  moeten  aannemen;  Corbu's  ruimere 
schatting  steunt  op  het  vermoeden  van  een  systematische  tout 

Over  de  voortplantingssnelheid  der  eerst  zoo  kort  bekende 
electrische  golven  handelt  een  omvangrgk  rapport  van  Blobdlot 
en  GüTTON  (II,  268—283).  De  middelwaarde,  door  deschrq- 
vers   niet    bepaald   wegens  de  moeilijkheid  ^  aan  de  omstreeks 
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1  Vo  oiteeoloopende  uitkomsten  joiste  relatieye  gewiohten  te 
geven,  moet  seer  didit  bg  de  liohtsnelheid  liggen.  Zooale 
men  weet  was  dit  door  de  theorie  van  Maxwell  yoorspeld. 
Dese  voorspelling  hield  bovendien  in,  dat  de  verhouding  van 
de  electromagnetische  tot  de  electrostatisohe  eenheid  van  elee- 
trioiteit  gelijk  aan  de  liohtsnelheid  moest  zgn.  Die  verhou- 
ding heeft  het  onderwerp  uitgemaakt  van  vele  onderzoekingen 
van  den  laatsten  tgd,  die  in  het  rapport  van  Abraham  (II, 
247 — 267)  besproken  worden.  De  middel  waarde ,  evenals  de 
lichtsnelheid  tot  het  luchtledige  herleid ,  is  300100  EU  ±, 
800  KM.  —  dus  reeds  dezelfde  zekerheid  als  in  de  bepaling 
der  lichtsnelheid ,  en  de  beide  uitkomsten  binnen  de  grenzen 
der  waarnemingsfout  gelgk. 

Behalve  deze  directe  verificaties  zouden  nog  tal  van  andere 
rapporten  als  bevestiging  van  de  electromagnetische  liohttheorie 
beschouwd  kunnen  worden.  Onder  deze  vormt  het  rapport  van 
RtTBBNS  over  het  infraroode  spectrum  (II,  141—174)  als  't  ware 
de  brug  tusschen  electriciteit  en  licht  Zeer  instructief  is  in 
dit  opzicht  een  schema,  waarin  Rubens  de  golflengten  naar 
octaven  afteekent,  en  waarin  tusschen  de  kleinste  electrische 
golven  en  de  grootste  warmte-golven  slechts  5  octaven  ont- 
breken, terwijl  aan  beide  zijden  ongeveer  10  octaven  waarge- 
nomen zijn. 

Een  zeer  bevredigend  geheel  vormen  de  rapporten  van  Wien, 
over  de  theoretische  stralings wetten  (II,  23—40)  en  Lummer, 
over  de  straling  der  zwarte  lichamen  (II,  41 — 99).  In  't  eerste 
wordt  nagegaan  hoe  men,  uitgaande  van  de  wet  van  Eirohhoff, 
de  tweede  wet  der  mechanische  warmte-theorie  in  't  algemeen 
en  de  kinetische  gastheorie,  achtereenvolgens  de  wet  van 
Stefan  (totaalstraling  evenredig  met  de  4e  macht  der  absolute 
temperatuur)  en  de  wet  van  Wibn  (Am«x.  omgekeerd  evenredig 
met  de  absolute  temperatuur)  en  zelfs  de  verdeeling  der  ener- 
gie over  de  verschillende  golflengten  kan  afleiden,  wat  op  ge- 
heel verschillende  wijze  door  Wibn  en  Planok  is  verricht. 
In  het  rapport  van  Lummer  vindt  men  de  experimenteele  be- 
vestiging dezer  wetten  —  wat  de  energiekromme  aangaat  met 
beperking  tot  matige  golflengten ,  daar  in  tegenstelling  met 
RuNGE  en  Pabghen  door  Lummer  en  Pringbheim  bij  grootere 
golflengten  vrij  sterke  afwijkingen  gevonden  zijn.  De  vooruit- 
gang in  de  thermometrie  en  pjrometrie  waarop  de  rapporten 


van  Chappüis  en  Barctb  betrekking  hebben  (I,  131 — 147  ei 
148 — 177)  heeft  zeker  veel  tot  het  slagen  deser  verificatie  bg- 
gedragen. 

Minder  eenvoudig  zgn  de  wetten  van  de  straling  det  gasBen, 
die  door  PRiNasHBiM  behandeld  wordt  (II,  100—132).  Hetïs 
yrg  zeker,  dat  hierop,  althans  bij  Ignenspectra  en  overal  waar 
fluorescentie  of  electrische  ontlading  in  H  spel  komt,  de  wet  vai 
EiROHHOFF  niet  toepasselijk  is.  De  theorie  van  deze  straling 
is  nog  niet  ver  ontwikkeld;  men  mag  echter  hopen,  dat  de 
onderzoekingen  van  serie-spectra ,  door  Btdberg  behandeld 
(II,  200—224)  den  weg  zullen  aanwgzen.  Noemt  men  de 
spectra  met  Rydberg  de  taal  der  atomen,  dan  leeren  deze 
onderzoekingen  onder  anderen,  dat  elke  groep  van  verwante 
elementen  zijn  eigen  tongval  heeft. 

Het  ruime  gebied  van  de  evenwichten  van  gassen  en  vloei- 
stoffen wordt  behandeld  in  de  rapporten  van  Amaqat  (enkel- 
voudige stoffen,  I,  551—582)  en  van  dbr  Waals  (mengsels, 
I,  583-614).  Amaqat,  wiens  onderzoekingen  het  waame- 
mingsgebied  belangrijk  verruimd  hebben ,  heeft  daardoor  kunnen 
constateeren ,  dat  tot  nu  toe  geen  formule  met  weinig  constanten 
dat  gebied  beheerscht ,  en  bepaalt  zich  daarom  tot  het  aangCYsn 
van  een  aantal  ezperimenteele  regels.  Aan  het  slot  to<Hit  hij 
evenwel  aan,  van  )ioe  groot  belang  de  formule  van  van  drr 
Waals  is  voor  de  wetten  der  overeenstemmende  toestanden. 
Yan  der  Waals  zelf  leidt  de  toestandsvergelgking  voor  meng- 
sels hoofdzakelijk  uit  theoretische  beschouwingen  af,  die  echter 
reeds  in  vele  gevallen  bevestiging  gevonden  hebben  door  de 
onderzoekingen  van,  bijna  uitsluitend  Nederlandsche ,  physici. 
Tevens  wordt  duidelijk  aangewezen ,  wat  nog  verificatie  noodig 
heeft.  De  methoden  ter  onderzoeking  van  het  meest  merkwaardige 
gebied,  dat  der  kritische  toestanden,  worden  in  afisonderlgke 
rapporten  van  Mathias  (I,  615—648)  en  Galitzine  en  Wiup 
(I,  668-681)  besproken. 

De  eigenlijke  grondslag  van  de  theorieën  op  dit  gebied  is, 
naast  de  wetten  der  mechanische  warmtetheorie ,  de  kinetische 
gastheorie.  Het  is  daarom  eenigszins  jammer ,  dat  deze  theorie 
zelf  geen  eigenlijke  bespreking  gevonden  heeft;  slechts  een 
onderdeel,  de  diffusie  van  gassen,  en  daarvan  nog  slechts  een 
enkel  punt,  wordt  door  Brillodin  besproken  (I,  512—530). 
Dit   is   te  meer  te  betreuren,  waar  wel  plaats  is  gegeven  aan 
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eeii  oppervlakkig  betoog  yan  Lippmutn  (I^  646—650)  om  te 
bewgien,  dat  de  kinetische  gas-theorie  in  strgd  is  met  de 
meeryermelde  tweede  wet  —  Maxwell's  ,demon'*  rediyiTus, 
thans  in  de  gedaante  yan  een  eleotromagneet !  Ook  wat  betreft 
andere  onderdeelen  der  natuurkunde  heeft  de  kineÜBohe  theorie 
het  niet  gelukkig  getroffen.  Wel  wordt  de  eleotrolytiBche  dis- 
sociatie der  oplossingen  leer  gelukkig  door  Abbubniüs  behan- 
deld (II,  365 — 389),  maar  terwijl  men  had  mogen  yerwachten 
de  theorie  yan  den  osmotischen  druk  en  wat  daarmede  samen- 
haogt  door  van  't  Hoff  behandeld  te  zien ,  geeft  deze  een 
overzicht  yan  de  —  oyerigens  zeer  belangrgke  —  yerscbgnselen 
yan  kristallisatie  bij  constante  temperatuur  (I,  464-^477),  dat 
noodzakelijkerwijze  hoofdzakelijk  empirisch  is.  De  osmotische 
druk  wordt  door  Perrin  behandeld  (I,  531—555),  die  zich 
sinds  een  paar  jaar  aan  dit  gedeelte  der  natuurkunde  wgdt 
en  een  min  of  meer  populair  oyerzicht  heeft  geleyerd. 

Ook  bg  de  yerschijnselen  in  yaste  stoffen  ziet  men  reeds 
meer  en  meer  aanduidingen  yan  het  doordringen  yan  kinetische 
theorieën.  De  rapporten  yan  Spring  (I,  402—431)  en  yan 
Roberts  Austbk  en  Staesfield  (I,  363-401)  zgn  daar  om 
de  grenzen  tusschen  yast  en  yloeibaar  nit  te  wisschen: 
beide  ban  leien  oyer  ontwijfelbaar  bewezen  inwendige  bewegin- 
gen in  yaste  lichamen ,  terwgl  aan  den  anderen  kant  Sohwbdoff 
(I,  478—486)  in  sommige  yloeistoffen  eigenschappen  yan  yast- 
heid  ontdekt  heeft.  Het  zijn  zeker  niet  in  de  laatste  plaats  de 
electrische  en  magnetische  yerschijnselen ,  die  yan  de  inyoering 
yan  kinetische  beschouwingen  zouden  profiteeren.  Voorloopig 
treffen  de  rapporten  oyer  deze  onderwerpen  yoornamelgk  door 
het  geweldige  materiaal  yan  feiten.  Die  yan  du  Bois  oyer  de 
magnetische  eigenschappen  der  ponderabele  stof  (II,  460—508) 
en  Warburg  oyer  een  enkel  onderdeel  yan  't  yoorgaande ,  de 
hysteresis,  (II,  509 — 531)  beslaan  samen  72  pagina's,  bijna 
zonder  dat  er  sprake  is  yan  theorie.  Bij  de  contact-electrici- 
teit ,  bijna  het  oudste  onder  de  electrische  yerschijnselen ,  wordt 
blijkens  het  rapport  yan  Christiansbk  (II ,  390—402)  nog  heftig 
oyer  de  feiten  zelf  gestreden  en  staan  de  yoornaamste  theorieën 
nog  onyerzoenlijk  tegenoyer  elkaar. 

Nu  zijn  wel  in  de  laatste  jaren  theorieën  op  dit  gebied  yer- 
schenen,  die  gebruik  maken  yan  kinetische  beschouwingen, 
maar   deze   worden,   waarschjjnlgk  als  te  jong  en  onzeker,  in 
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de  rapporten  bgna  niet  genoemd.  Drudb,  die  op  dit  ^bied 
seker  wel  thuis  is,  geeft  ran  xijn  eigen ' theorie  alleen  dat  ge- 
deelte dat  op  de  dispersie  van  het  lioht  in  metalen  hrtrekking 
heeft  (III,  34—46)  terwgl  J.  J.  Thomboit  (UI,  1«8— 151)  met 
gebraikmaldng  yaa  yrg  gewaagde,  onzee  insiens  soms  oRwatr- 
sohijnlgke  hypothesen ,  en  Bonder  teel  aoht  te  -slaan  op  sgn 
voorgangers  op  dit  gebied,  enkele  toepassingen  maakt  nan  de 
theorie  der  electrons  op  de  geleiding  in  metalen ,  diamagnetisme 
en  verwante  verschgnselen. 

Naast  de  merkwaardige  ontdekkingen  op  het  gebied  der 
kathodenstralen ,  door  Yillard  behandeld  (III,  115>-137)  heeft 
ongetwijfeld  de  ontdekking  door  Zbbmau  van  d^i  invloed  van 
een  magneetveld  op  de  uitzending  van  licht  veel  bijgedrageE 
tot  het  doordringen  van  deze  electron-theorie.  Het  rapport  van 
LoRENTZ  over  dit  onderwerp  (III,  1—33)  geeft  een  treffend 
voorbeeld  van  gelukkige  samenwerking  van  experiment  es 
theorie :  moge  de  theorie  nog  niet  in  staat  zgn ,  van  alle  bg- 
zonderhedeo  rekenschap  te  geven,  aan  den  anderen  kant  was 
ze  reeds  ver  genoeg  in  het  wezen  der  verschgnselen  dooige- 
drottgen  om  op  belangrijke  punten  de  proefhemers  te  kunnen 
voorlichten.  Zonder  dit  was  het  hooge  peil,  waartoe  thans  de 
kennis  dezer  verschijnselen  gestegen  is  niet  te  bereiken  ge- 
w  eos  t* 

We  moesten  ons  beperken  tot  de  bespreking  van  deze  on- 
derwerpen ,  die  tot  de  meest  bekende  behooren ,  en  onvermeld 
laten  de  rapporten  over  de  nieuwe  stralensoorten  en  die  over 
verwante  vakken  als  meteorologie,  kosmische  physica,  astro- 
physica  en  physiologic ,  die  het  grootste  gedeelte  van  het  derde 
deel  vullen. 

Men  kan  van  meening  verschillen  over  de  meerdere  of  min- 
dere waarde  van  de  afzonderlijke  rapporten  en  met  de  uitge- 
vers betreuren,  dat  sommige  hoofdstukken  der  natuurkunde 
geen  bewerker  hebben  gevonden.  Stellig  evenwel  is  men  aan 
de  Société  fran^aise  de  Physique ,  en  in  't  bgzonder  aan  de 
H.H.  QuiLLAüME  en  Poinoaré,  groeten  dank  verschuldigd 
voor  hun  aandeel  aan  een  werk,  dat  waarschijnlgk  nog  lang 
de  aandacht  trekken  zal  als  een  monument  op  den  drempel 
eener  nieuwe  eeuw. 

E.  VAK  EVEBDIKGEN   Jr. 
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G.  BiGOüRDAN ,  Afltronome  titulaire  k  Tobservatoire  de  Paris. 
Le  système  métrique  des  poids  et  mesures,  son 
établissement  et  sa  propagation  graduelle,  aveo  Thistoire  des 
operations  qui  ont  servi  k  determiner  le  mètre  et  Ie  kilogramme. 
In  80.,  458  p.,  17  fig.,  3  pi.,  7  portr.,  Paris,  Gauthier-Villars, 
1901. 

Wanneer  men  let  op  de  verrassende  snelheid»  waarmee  in 
onzen  tgd  de  geheele  natuurwetenschap  zich  ontwikkelt  en  de 
techniek  zich  van  haar  vruchten  meester  maakt  om  ze  onmid- 
dellijk ten  gerieve  van  de  menschheid  te  verwerken ,  moet  het 
op  den  eersten  aanblik  verbazing  wekken  dat  de  ontwikkeling 
en  algemeene  invoering  van  een  eenvormig  stelsel  van  maten 
en  gewichten  —  een  zaak  van  zoo  onbetwistbaar  belang  — 
een  episode  vormt  in  de  geschiedenis  van  beschaving  en  weten- 
schap, die  zich  reeds  over  meer  dan  een  eeuw  uitstrekt  en 
zelfs  thans  nog  haar  einde  niet  heeft  gevonden.  In  wetenschap 
en  techniek  zijn  het  echter  steeds  begrippen  en  voorstellingen 
van  een  betrekkelijk  zeer  kleine  fractie  der  menschheid,  op 
wier  kneedbaarheid  het  aankomt,  en  dan  nog  juist  begrippen 
en  voorstellingen ,  die  in  't  gebied  van  ieders  eigen  bijzondere 
ontwikkeling  liggen  en ,  bij  het  meerendeel ,  van  den  aanvang 
af  opzettelijk  vlottend  worden  gehouden.  Bg  de  invoering  van 
*t  metriek  stelsel  daarentegen  zijn  het  geheele  natiën,  die 
in  een  nieuw  spoor  moeten  worden  geleid,  en  bij  de  bgna 
oneindig  groote  massa  moet  dat  wel  zeer  veel  arbeid  kosten. 
In  't  begin  der  groote  Fransche  Revolutie  ondernomen ,  op  een 
oogenblik  dus  dat  de  volksgeest  meer  dan  ooit  geneigd  was 
ouds  overboord  te  werpen  en  nieuws  te  aanvaarden,  vond  nog 
die  arbeid  den  heerschenden  hervormingsgeest  niet  opgewassen 
tegen  de  kracht  der  gewoonte ,  waar  het  betrof  het  niet  geheel 
onmiddellijk  op  het  volkswelzijn  ingrijpende  gebruik  van  maten 
en  gewichten.  Met  taaie  volharding  hebben  nochtans  Frankrijks 
geleerden  en  bewindsmannen  het  werk  zoover  gebracht,  dat  een 
goede  uitslag  is  verzekerd;  met  talent  ook  hebben  de  eersten 
daarbij  de  talrgke  moeilijkheden  overwonnen,  die  het  kiezen 
en  vervaardigen  van  de  grondmaten ,  alsmede  de  geodetrische , 
physische  en  chemische  ooderzoekingen  ter  voorbereiding, 
hebben  met  zich  gebracht. 

Het  is  zeker  een  verdienstelijk  werk  van  den  schrjjver  ge- 
weest,  van  dit  geheele  brokstuk  geschiedenis  met  zijn  eng  in 
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elkaar  grijpen  van  politieke  gebeurtenisseii ,  maatschappelgke 
toestanden  en  wetenschappelijke  belangen  een  eenigszins  uit- 
Yoerig  overzicht  te  hebben  gegeven,  waarmee  menigeen  met 
voldoening  zal  kennis  maken.  Hoewel  de  schrijver  er  blijkbaar 
en  met  vrucht  naar  heeft  gestreefd  geheel  objectief  te  blyven, 
heeft  hg  het  niet  versmaad  hier  en  daar  meer  leven  aan  zijn 
beschrijving  bg  te  zetten  door  een  frissche  verscheidenheid 
ook  van  persoonlijke  bgzonderheden  te  bieden  —  zeer  tot  verhoo- 
ging  van  de  leesbaarheid  van  het  boek,  dat  uit  den  aard  der  zaak 
overigens  wel  voor  een  groot  deel  moest  bestaan  uit  een  mede- 
deeling  van  rapporten,  decreten,  reglementen  enz.. 

Het  meest  aangenaam  te  lezen  is  in  dat  opzicht  het  eerste 
gedeelte,  handelende  over  het  werk  bovenal  van  Delambre, 
maar  verder  ook  van  Méchain,  Borda,  Coulomb,  Lagrange, 
Laplace,  Van  Swinden  e.  a.  tot  het  verkrijgen  der  ge wenschte 
standaard  maten  en  -gewichten  en  de  wettelgke  invoering  daar- 
van (1803).  Minder  verkwikkelgk  is  do  dan  volgende  be- 
Bchrgving  van  de  moeite  en  inspanning,  die  men  zich  tot  1869 
heeft  moeten  getroosten  om  het  nieuwe  stelsel  ook  inderdaad 
ingang  te  doen  vinden.  In  dit  jaar  begint  de  medewerking 
van  de  regeeringen  en  geleerden  der  andere  Europeesche  Staten 
en  wordt  bet  vraagstuk  internationaal,  en  het  is  aan  een  geheel 
zakelijk  overzicht  van  de  werkzaamheden  van  de  Internationale 
Commissie  (1869  —  1872),  de  Diplomatieke  Conferentie  van 
1875  en  het  Internationale  Bureau  des  Poids  et  Mesures,  dat 
een  groot  gedeelte  van  het  geheele  boek  is  gewijd.  De  onder- 
zoekingen van  Michelson  tot  het  reduceeren  van  den  lengte- 
standaard tot  golflengten  van  het  Cadmiumlicht  bleven  niet 
onvermeld.  Een  bibliographic  van  de  uitgaven  van  de  Com- 
mission Internationale  du  Mètre  en  van  het  Comité  International 
des  Poids  et  Mesures  (1870—1900),  voorts  een  naar  het  schijnt 
zeer  volledige  chronologische  tabel  van  wetten,  decreten, 
belangrijke  feiten  enz.  in  zake  het  metrieke  stelsel ,  een  naam- 
register en  eindelijk  een  gedetailleerd  inhoudsoverzicht  besluiten 
het  vooral  uit  een  historisch  oogpunt  belangrijke  werk,  tct 
welks  samenstelling  de  schrijver  uit  de  meest  authentieke  bron- 
nen heeft  kunnen  putten.  W. 

Henri  BÉrfARD,  ancien  élève  de  TÉcole  Normale  Supérieure, 
aggi^égé   des  Scienses  physiques.     Les   tourbillons    cella- 


laires  dans  une  nappe  liquide  propageant  de  la 
chaleor  par  conyection,  en  régime  permanent. 
These.    In  8»,   88  p.,  28  fig.,   Paris,    Gauthier-Villars,  1901. 

Wanneer  van  een  vlakke  schaal  met  vloeistof  de  bodem 
horizontaal  is  en  op  een  standvastig  aantal  graden  boven  de 
temperatuur  der  omgeving  wordt  gehouden,  treden  er  in  de 
vloeistof  wervelbewegingen  op,  eerst  van  een  labiel  karakter , 
na  verloop  van  tijd  echter  —  indien  de  vloeistof  een  voldoende 
mate  van  viscositeit  bezit  —  overgaande  in  een  stationair 
régime.  De  schrgver,  die  vroeger  reeds  deze  wervelbewegingen 
in  hun  labiele  stadium  heeft  bestudeerd,  deelt  hier  de  uit- 
komsteii  mee  van  een  experimenteel  onderzoek  der  stationair 
geworden  wervels.  De  vloeistof  was  spermaceti  en  werd  onder- 
zocht bij  temperaturen  tusschen  50  en  100^  C.  van  den  bodem 
der  schanl,  terwijl  de  dikte  der  vloeistoflaag  werd  gevarieerd 
tusschen  0.4  en  1.2  mm. 

De  stationaire  toestand  blijkt  zich  te  kenmerken  door  een 
verdeeling  van  de  laag  in  gelijke  regelmatig-zeshoekig-zuil- 
vormige  cellen^  waarvan  elk  één  wervel  bevat  met  opstijging 
in  het  midden  en  neerdaling  aan  de  kanten.  Noemen  wij  e 
de    dikte  der  laag  en  X  de  zijde  van  de  zeshoekige  doorsnede 

der  cellen,  dan  is  het  de  verhouding  —    voornamelijk   welke» 

A 

onder  verschillende  omstandigheden,  door  schrgver  is  bestu- 
deerd. De  meest  in  ^t  oog  springende  zijoer  daarbij  verkregen 
uitkomsten  is  wel  deze,  dat  die  verhouding  slechts  in  geringe 
mate  afhankelijk  is  van  de  dikte  der  laag;  zij  was  steeds  bj^na 
0.3  en  hing  eeniszins  van  de  temperatuur  af.  De  wervelceÜ^ 
werden  meestal  photografisch  opgenomen  en  dan  wel  na  door 
het  inbrengen  van  een  onoplosbaar  poeder  in  de  vloeistof  zicht- 
baar gemaakt  te  zijn  of  met  behulp  van  diverse  optische  metho* 
den,  daarop  gebaseerd,  dat  het  vloeistofoppervlak  boven  elke 
wervelcel  een  inzinking  bezit  (van  de  orde  van  0.5  /u).  ï)e  bij 
subjectieve  waarneming  geschatte  lineaire  snelheden  in  de 
wervels  bedragen  tot  0.2  cm  p.  sec. 

De  schrijver  vermoedt,  dat  de  studie  van  soortgelijke  ver- 
schijnselen als  deze  in  een  homogene  vloeistof  enkel  onder  den 
invloed  van  temperatuursverschillen  en  viscositeit  optredende 
cellulaire  structuur  misschien  licht  zal  kunnen  werpen  op  zekere 
fundamenteele  biologische  quaesties.  W. 
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EEN  GEVAL  VAN  VLOEISTOPBEWEQING  ZONDER  WERVELLNG 
IN  TWEE  AFMETINGEN, 


W.  A,  WYTHOFF, 
(Amsterdftm.) 

(Oplossiog  van  PrgsTraag  no.  6  voor  het  jaar  1900.) 


De  opgave  luidde  aldus: 

Yloeistof  stroomt  zonder  wrgving  en  zonder  werveling  door 
een  kanaal  van  gelgkmatige  diepte  en  van  de  gedaante  aange- 


'a 

/ 

) iL 

geven  in  bovenstaande  figuur.  In  het  oneindige  is  de  snelheid 
aan    beide  zijden  gelgkmatig  en  bedraagt  respectievelgk  U  en 

U.  Men  vraagt  naar  de  snelheidspotentiaal  dezer  vloei- 
stofbeweging,  en  wenscht,  zooveel  mogelgk,  eene  discnsBie 
der  banen  door  de  vloeistofdeeltjes  afgelegd*  Voorts  wordt 
gevraagd  te  onderzoeken ,  of  de  in  Lamb's  Trtati»t  on  the  mathe- 
matical  theory  of  the  motion  of  fluids  j  (editie  1879,  Vraag- 
stuk No.  18,  p.  254)  voor  het  geval  a  =  90®  gegeven  oplossing 
juist  is.  In  die  oplossing  wordt  voor  de  snelheidspotentiaal 
aangegeven : 

a  -  6  ,,        2aU  ^1      .    nnb        rnry    _  «^^ 
Ua:  H >    —r  sm  —  cos e     «   • 
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I.     Grondslagen. 

1.  Uit  de  symmetrie  der  figuur  is  het  duidelgk,  dat  de 
symmetrielijn  yan  het  kanaal  een  stroomlijn  is,  en  dat  aan 
we^rszgden  van  die  symmetrielgn  de  vloeistofbeweging  dezelfde 
is,  ook  wat  de  snelheidspotentiaal  betreft.  Wij  hebben  dus 
slechts  de  beweging  in  een  der  beide  helften  na  te  gaan, 
waarvoor  ik  de  onderste  kies ;  zie  Fig.  1. 

Fig.  1  (Z'Ylak). 


2.  Noemen  wij  z  ^  x  +  iy  de  complexe  coördinaat,  waar- 
door een  punt  in  het  vlak  bepaald  wordt  en  passen  wij  de 
transformatiemethode  van  Sghwarz  ')  toe,  zoo  is  het  mogelgk 
de  figuur  zoo  te  transformeeren ,  dat  de  Ignen  DiC,  CB,  BA,, 
A^Dj  in  opeenvolgende  stukken  van  een  rechte  lijn  overgaan 
met  behulp  van  een  transformatieformule  van  den  vorm 

z  «  cf  (<-pO"  »(<  -P^^{i-Pz)''^dt, 

waarin  Pi  <i  P2<C  P3.  Van  deze  grootheden  i>i ,  p^  en  p^  kun- 
nen wij  er  nog  twee  willekeurig  aannemen,  mits  aan  de  op- 
gegeven ongelgkheid  voldoende.  Wij  maken  hiervan  gebruik 
om  p,  s=  —  1  en  J93  =  O  te  stellen  en  weten  dan  dat  p^  tusschen 
O  en  —  1  moet  liggen  en  door  de  gegevens  in  het  2r-vlak 
bepaald  is. 


*)  Ik  ontleen  deze  methode  aan  J.  J.  ThomBon,  Notes  on  recent  researches 
in  Electricity  and  Magnetism;  Chapter  8,  {{  290  en  volgende.  Oxford,  the 
Clarendon  press,  1B93. 
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tall      nu  P  =  —  i*'  ^**"°  P  ®®°  positief  getal  <  1 
^^      i.l««  voorts  ter  vereenvoudigiDg  «  =  »!»•,  door» 


-'Rimr* 


(1) 


Fig.  2  stelt  het  ^ylak  voor »).    In  beide  figuren  zal  ik 
Fig.  2  (t-ylak). 


inten  door  dexelfde  letters  aan- 

ae  indices  2  of  t  van  elkaar 

Tansfonnatiei»  het  duidelijk, 


•  t  oneindige  «w  '"»^  (A) 
geven  in  bovenstaande  figuur.  In  het  on\P*  .^^^  j^^^jj}  j„  j,gj. 
aan   beide  züden  gelijkmatig  en  bedraagt  rer>c  ei      »     ^^  morden 

,  nnnt  i'i  ■" 

?-:^  U.    Men  vraagt  naar  de  Bnelheicbpotentiue  ^ewcWUen^e  naar 


fhrgM*^ 


Al,  A, 


3} 


Btof beweging ,   en   wenscht,   zooveel   mogelgK,  et 

der   banen   door   de    vloeistofdeeltjes   afgelegd.     Vi  ^^^  ^  de 

gevraagd  te  onderzoeken ,  of  de  in  Lamb's  Treatise  on  t 

matical    theory   of  the  motion  of  fluids  j   (editie  1879,   ^^^  punten 

stuk  No.  18,  p.  254)  voor  het  geval  a  =  90^  gegeven  op.  ^^^^^  jat 

juist  is.    In   die   oplossing  wordt   voor  de  snelheidspotOL  ^    p^^ 

aangegeven : 


a  -  6  ^^       2aU 
a  ir 


r2    2^  ri^ 


.     nnb         rnry     -' 

sin  —  cos e 

a  a 


^  19) 
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de  onderste  integratiegrens  niet  aan    te  geven   laten  wij  den 
coördinatenoorsprong  in  het  z-^lak  voorloopig  onbepaald. 

De  beschouwde  helft  van  het  kanaal  wordt  nu  conform  af- 
gebeeld in  de  helft  van  het  ^vlak  boven  de  abscissen-as  D1D2 
gelegen.  Desverlangd  kunnen  wij  ons  de  andere  helft  van  het 
^-vlak  voorstellen  verwant  te  zijn  met  de  andere  helft  van  het 
kanaal,  indien  wij  nl.  overeenkomen  de  abscissenas  bg  het 
integreeren  niet  anders  dan  links  van  het  punt  C  te  over- 
schrijden. 

5.  De  verwante  vloeistofbeweging  in  het  ^vlak  is  nu  een 
strooming  van  uit  het  punt  A  als  bron ,  waarbij  de  stroomlgnen 
van  A  uitgaande  rechte  lijnen  zijn  en  de  potentiaallijnen  con- 
centrische cirkels  die  A  tot  middelpunt  hebben. 

Noemen  wij  ^  de  potentiaal  en  xfj  de  stroomfunctie  en  stellen 
wij  to  =  ijf  -{-  i\p,  dan  geldt  voor  deze  eenvoudige  beweging  de 
formule 

i  =  e^       of      M7  =  -J-K0 (2) 

k 

6.  Thans  moet  nog  het  verband  worden  vastgesteld  tusschen 
de  grootbeden  c^  p,  m  en  k  en  ie  gegevens  van  het  vraagstuk 
a,  6,  a  en  U. 

Daartoe  bedenken  wij ,  dat ,  zoo  wij  de  integratie  volbrengen 
van  een  punt  van  AD2  boven  om  A  heen  naar  een  punt 
van  AB,  wij  als  resultaat  het  verschil  der  z^b  tusschen  de 
overeenkomstige  punten  van  het  2r-vlak  moeten  vinden ,  en  dat 
daarvan  het  imaginaire  deel  (a  —  b)i  is.  Volbrengen  wij  deze 
integratie  in  een  half  cirkeltje  zeer  dicht  om  A  heen,  zoo 
vinden  wij 

cp^iri  =  (a  —  b)i 

en  dus  cirp*  =  a  —  b. 

Kiezen  wg  als  beginpunt  van  den  integratieweg  een  punt  van 
AD2  en  als  eindpunt  een  van  CDi,  dan  moet  evenzoo  het 
imaginaire  deel  van  de  integraal  ai  worden.  Deze  integratie 
volbrengende  langs  een  oneindig  groeten  halven  cirkel  die  A 
tot  middelpunt  heeft,  vinden  wij 

cvi  =  ai 

cv  =5  a. 

Daarenboven  weten  wij  nog ,  dat  bij  beide  vloeistof  bewegingen 
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de  totale  strooming  even  groot  moet;  zijn.    Dit  geeft  ons  de 
betrekking 

y  =  (a-6)U. 

7.     Wij  hebben  dus  de  volgende  formules  die  c,  p,  m  en  A; 
in  de  gegevens  van  het  vraagstuk  uitdrukken: 


a  a 

c  =  — ;  m  =  — 

ir  ir 


(3) 


(a—  b)JJ 


a  =  cw;  a  =  mw     \ 

1  ....    (4) 


Omgekeerd: 
o  = 

J  =  c.(i-r);  ü=^^., 

Bij  de  hier  volgende  beschouwingen  maak  ik  in  den  regel 
gebruik  van  de  grootheden  c^  p,  m  en  k, 

8.  Wij  kunnen  nu  nog  uit  (1)  en  (2)  de  hulpgrootheid  t 
elimineeren  en  vinden  dan 

^=^^/(^r'''^' ('> 

waardoor  het  verband  is  vastgesteld  tusschen  potentiaal  en 
stroomfunctie  in  een  willekeurig  punt  van  het  kanaal  en  de 
coördinaten  van  dat  punt. 

Hieruit  volgt: 

dt^  _  J_  /e*«'  +  1\«  _  _!_  It  +  ly 

dz"  'ck   \e^  +  pi    ""  'ck  \t  +  pi       *     *     '     ^  -> 

dw 
Deze  v~   geeft  de  snelheid   van  een  vloeistofdeeltje  in  rich- 
dz 

ting  en  grootte  aan  ,   met  dien  verstande  dat  wg  om  de  juiste 

richting   te  vinden  van  het  imaginaire  deel  het  teeken  moeten 

omkeeren  ,  of  wel  aan  den  modulus  van  -j-  (die  de  juiste  grootte 

dz 

dz 
van  de  snelheid  aangeeft)  de  richting  van  —  moeten  toekennen. 
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9.  In  de  tot  du  toe  gegeven  formules  liggen  alle  eigen- 
schappen der  te  behandelen  vloeistofbe weging  in  beginsel 
opgesloten.    In  het  nu  volgende  stel  ik  mij  voor: 

P.  de  eigenschappen  van  stroomlgnen,  potentiaallijnen  enz. 
na  te  gaan  op  grond  van  de  meetkundige  verwantschap  van 
de  2'  en  de  ^figuur; 

2^.    formules  te  geven  betreffende  potentiaal  en  stroomfunctie ; 

8^.    Lamb's   formule   voor  het  geval  m  =  }^  ie  controleeren. 

II.     Stroomlgnen,    potentiaallijnen    enz. 

10.  Reeds  werd  opgemerkt,  dat  de  stroomlijnen  in  het 
/-vlak  rechte  Ignen  zgn  van  A  uitgaande.  Een  van  hen ,  de 
lijn  ADs ,  die  door  A  loodrecht  op  DjDs  kan  worden  getrokken, 
zal  in  de  hier  volgende  beschouwingen  meermalen  genoemd 
moeten  worden ;  ik  zal  haar  den  naam  van  middenstroomlijn 
geven.  Zg  heeft  de  eigenschap  dat  de  totale  strooming  aan 
weerszgden  er  van  gelijk  is.  Hieruit  volgt,  in  aanmerking 
nemende  dat  de  snelheid  in  het  kanaal  aan  beide  zijden  in 
het  oneindige  gelijkmatig  is ,  dat  de  middenstroomlijn  A3D3  in 
het  js-vlak  naar  links  asymptotisch  loopt  aan  de  rechte  lijn 
evenwijdig  aan  A,B  en  A2D2  midden  tusschen  beide  in  getrok- 
ken ,  en  evenzoo  naar  rechts  asymptotisch  aan  een  evenwijdige 
lijn  midden  tussschen  kji^  en  CD,. 

11.  De  snelheid  van  een  vloeistofdeeltje  in  het  kanaal  wordt 

in  richting  en  grootte  bepaald  door  -^  ( j    ,  zie  §  8. 

Hierin  stellen  /  +  1  en  f  -h  j>  de  afstanden  van  het  verwante 
punt  in  het  ^vlak  tot  C^  en  B^  voor,  beide  als  complexe  groot- 
heden opgevat. 

Hieruit  volgt:  P.  dat  de  grootte  van  de  snelheid  in  elk 
punt  de  m^^  macht  is  van  de  verhouding  der  afstanden  van  het 
verwante  punt  tot  C<  en  B^  vermenigvuldigd  met  de  con- 
stante — r-  d.    i.   met  de  eindsnelheid  (zij  is  dus  O  in  C  en  00 

in  B);  2^.  dat  de  helling  der  baan  in  elk  punt  gelijk  is  aan 
m-maal  den  hoek  waaronder  het  stuk  B<C^  van  uit  het  verwante 
punt  gezien  wordt. 

Daar  voorts  van  de  lijnen  die  het  verwante  punt  met  B/  en 
Ct  verbinden  de  eerste  altijd  met  de  wgzers  van  het  uurwerk 
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moet  worden  gedraaid  om  met  de  laatste  samen  te  yallen , 
zien  wij ,  dat  de  helling  der  stroomlijnen  in  de  beschouwde 
helft  van  het  kanaal  overal  denzelfden  zin  heeft  en  wel  positief 
is  (zie  §  8).  In  de  andere  helft  yan  het  kanaal  is  zij  natuurljjk 
negatief. 

De  gezichtshoek  waaronder  BC  in  het  ^v]ak  gezien  wordt, 
kan  niet  grooter  zijn  dan  ir.  De  helling  der  stroomlgnen  in 
het  2r-vlak  kan  dus  niet  grooter  z|jn  dan  mw  =  er ;  riit  is  de 
helling  yan  de  lijn  BC. 

12.  Twee  merkwaardige  stelsels  yan  krommen  worden  ons 
door  deze  beschouwingen  aan  de  hand  gedaan ,  nl. : 

P.  krommen  van  gelijke  snelheid  (snelheidskrommen).  Vol- 
gens een  bekende  planimetrische  eigenschap  zijn  dit  in  het 
^vlak  cirkels  die  alle  hun  middelpunt  op  D1D2  hebben  en  het 
stuk  BC  harmonisch  verdeelen  ;  de  rechte  Ign  die  BC  loodrecht 
middendoor  deelt  inbegrepen.  Te  zamen  vormen  zij  een  cirkel- 
bundel ,  die  B  en  C  tot  yerdwijnpunten  heeft. 

2^.  krommen  van  gelijke  helling  of  bewegingsrichting  (hel- 
lingskrommen).  In  het  ^vlak  zijn  dit  cirkelbogen  die  B  met 
C  verbinden.  Te  zamen  yormen  zij  een  cirkelbundel  met  B 
en  C  tot  basispunten. 

Beide  stelsels  van  cirkels  snijden  elkaar  in  elk  punt  yan  het 
^vlak  loodrecht  en  daar  bg  de  transformatie  van  de  f-  tot  de 
e-figuur  alle  hoeken  onveranderd  blijven  (behalve  alleen  in  de 
punten  A,  B,  C  en  D),  volgt  hieruit,  dat  ook  in  de  2r-figuur 
de  snelheids-  en  hellingskrom  men  elkaar  in  alle  punten  lood- 
recht zullen  snijden  *). 

13.  De  snelheidskrommen  gaan  alle  van  een  punt  van  de  lijn 
BC  uit,  en  zijn  in  drie  afdeelingen  te  splitsen  naar  gelang  zij 
hun  eindpunt  hebben  op  BA  (in  het  2r-vlak  BA,),  AD2  (2r-vlak 
AjDg)  of  D,C.  Die  van  de  eerste  afdeeling  behooren  bij  snel- 
heden grooter  dan  de  beginsnelheid ,  nl.  tussohen  00  (het  punt 

B)  en  -— ^    =  U;   die  yan  de  tweede  ardeeling  bij  snelheden 


*)     Dit   is   een  algemeeoe   eigenschap   der  vloeistof  beweging  londer  wenreling 

in  twee   afmetingen.    Wij  zien  dit  in ,  indien   wij  bedenken ,  dat  van  l  ^— J  het 

bestaanbare   gedeelte  uitsluitend  van  de  snelheid,  het  onbestaanbare  gedeelte  Tan 
de  bewegingsrichting  afhangt  (zie  {8). 
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kleiner  dan    de   begin-   doch  grooter  dan  de  eindsnelheid ,    nl. 

tusschen  — ; —  =  U  en  —r-  = U ;    die    van    de    laatste 

c4p»  ck  a 

eindelgk  bg  snelheden  kleiner  dan  de  eindsnelheid  ,  nl.  tusschen 
—7-  en  O  (het  punt  C),     Die  van  de  middelste  afdeeling  sng- 

CK 

den  de  middenstroomlijn  AD3  (^r-vlak  A3D3),  de  overige  snijden 
deze  niet. 

De  overgangen  tusschen  deze  drie  afdeelingen  worden  in  het 
^vlak  gevormd  door  den  cirkel  lEA  en  de  rechte  JL.  De 
overeenkomstige  krommen  in  het  ^-vlak,  IA3  en  JD3,  loopen 
asymptotisch  aan  de  middenstroomlijn. 

14.  Trekken  wij  in  het  ^vlak  de  cirkels  die  A  tot  middel- 
punt hebben  en  door  B  en  C  gaan  (poten tiaaliijnen),  zoo  snij- 
den deze  den  cirkel  lEA  en  de  rechte  JL  in  de  punten  E 
en  L,  waarvan  wij  planimetrisch  gemakkelijk  aantoonen,  dat 
ze  met  A  in  één  rechte  liggen. 

De  verwante  punten  K  en  L  in  het  2r-vlak,  waarin  de  snei- 
heidskromme  lAs  en  JD3  de  potentiaallijnen  BE  en  CF  snijden, 
liggen  dus  op  dezelfde  stroomlijn  A4D4. 

15.  De  hellingskrommen  zgn  in  het  ^vlak  cirkelbogen  die 
van  B  naar  C  loopen;  zij  zullen  dus  ook  in  het  ^-vlak  hun 
uiteinden  in  B  en  C  hebben.  Die  welke  bij  de  grootste  helling , 
mvf  behoort,  is  de  lijn  BC  zelf;  bij  afnemende  helling  ver- 
wijdert zich  de  kromme  meer  en  meer  van  BC;  nadert  de 
helling  tot  Ü,  zoo  legt  zich  ten  slotte  de  hellingskromme  tegen 
de  rechte  lijnen  BA,,  A2D2  en  D,C  aan;  voor  de  helling  O 
bestaat  de  kromme  uit  deze  drie  rechte  lijnen,  waarvan  men 
zich  aan  de  eene  zijde  in  het  oneindige  de  uiteinden  A,  en 
A2  en  aan  de  andere  zijde  D,  en  D2  verbonden  kan  denken. 

16.  Denken  wg  ons  in  het  ^vlak  een  willekeurige  stroom- 
lijn, b.v.  AD5,  en  gaan  wij  van  A  uitgaande  het  beloop  van 
den  hoek  na,  waaronder  van  een  punt  dier  lijn  uit  het  stuk 
BC  gezien  wordt,  dan  blijkt  het,  dat  deze  hoek  in  A  van  O 
uitgaat,  daarna  grooter  wordt,  een  maximum  bereikt  in  een 
punt  Q  waar  de  lijn  raakt  aan  een  door  B  en  C  gaanden  cir- 
kelboog ,  vervolgens  weder  afneemt  en  in  het  oneindige  O  wordt. 

Dit    overbrengende    op    de   2;-figuur    vinden    wij ,    dat   elke 
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stroomlijn  met  toenemende  helling  begint  (holle  zgde  naar  de 
pier  gekeerd),  daarna  één  buigpunt  heeft  en  yeryolgens  met 
afnemende  helling  (tegengestelde  kromming)  voortgaat.  De 
limiethelling  is  aan  beide  sgden  0. 

17.  Wat  de  plaats  van  het  punt  Q  betreft,  hebben  wij  in 
het  ^vlak : 

AQ2  =  AB  .  AC 
en  dus 

AQ  =  Vp^ 

De  meetkundige  plaats  van  het  punt  Q<  is  dus  een  cirkel 
die  At  tot  middelpunt  heeft,  en  dus  een  potentiaallgn.  Wg 
zien  echter  gemakkelijk  in,  dat  deze  cirkel  tevens  het  stuk 
fiC  harmonisch  verdeelt  en  dus  snelheidskromme  is. 

De  meetkundige  plaats  van  het  buigpunt  Q  (^-vlak)  der 
stroomlijnen  is  dus  een  kromme  GH  die  tegelijkertgd  poten- 
tiaallgn en  snelheidskromme  is. 

De  bij  deze  kromme  behoorende  snelheid  is  gemakkelgk  te 
berekenen.  Wij  vinden  nl.  voor  de  verhouding  QB  :  QC  (^vlak) 
Vp,  Hieruit  volgt,  dat  de  snelheid  middenevenredig  is  tus- 
schen  de  begin-  en  de  eindsnelheid  of  wel  gelijk  is  aan 

ckpi^  Va' 

en  daar  deze  snelheid  overal  loodrecht  op  de  kromme  OH 
gericht  is ,  weten  wij  ook  ,  dat  de  lengte  dezer  kromme  midden- 
evenredig is  tusschen  de  begin-  en  de  eindbreedte  van  het 
halve  kanaal,  of  wel: 

lengte  QJSg  =  CTrp*»»  =  Va{a—  b). 

18.  Gaan  wij  thans  na  welk  beloop  de  snelheid  heeft,  indien 
wij  een  bepaalde  stroomlijn  volgen.  Wij  hebben  ons  daartoe 
in  het  /-vlak  het  stelsel  der  snelheidscirkels  voor  te  stellen  en 
te  zien  welke  dier  cirkels  door  de  stroomlijn  achtereenvolgens 
worden  gesneden  of  geraakt. 

Hierbij  doet  zich  een  belangrijk  verschil  voor,  naarmate  de 
stroomlijn  aan  de  een  e  of  aan  de  andere  zijde  van  de  midden- 
stroomlijn  gelegen  is. 

Ligt  de  stroomlijn  tusschen  AD2  en  AD3  (^vlak),  b.v.  ADe, 
zoo  raakt  zg  geen  enkelen  snelheidscirkel.    De  verhouding  der 
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afstanden  tot  C  en  B  is  Toortdurend  afnemende  van  —  af  tot 

1  toe.    Dit  laatste  geldt  ook  voor  de  Ign  AD,  zelf. 

Dit  overbrengende  in  de  ^-figuur  zien  wg,  dat,  indien  een 
vloeistofdeeltje  een  stroomlijn  A^Dg  volgt,  buiten  de  midden- 
stroomlijn gelegen  (of  wel  zich  langs  deze  zelf  beweegt) ,  de 
snelheid  voortdurend  afneemt  van  de  beginsnelheid  af  tot  de 
eindsnelheid  toe. 
Ligt  de  stroomlijn  aan  de  andere  zijde  vao  de  middenstroom- 
Ign,  b.v.  AD,  (^vlak),  zoo  zijn  er  twee  snelheidsoirkels  die  er 
aan  raken  in  de  punten  N  en  S.  De  verhouding  der  afstanden 
tot  C  en  B  is  toenemende  van  A  tot  N ,  afnemende  van  N  tot 
S  en  daarna  weer  toenemende  van  S  tot  in  het  oneindige. 

Overgaande  tot  de  2^-figuur  vinden  wij  het  volgende.  Indien 
een  vloeistofdeeltje  een  stroomlgn  A^D,  volgt  binnen  de  midden- 
stroomlijn  gelegen,  zoo  is  de  snelheid  eerst  toenemende,  be- 
reikt een  maximum  in  een  punt  N ,  neemt  daarna  af  tot  zij  in 
een  punt  S  een  minimumwaarde  bereikt,  kleiner  dan  de  eind- 
snelheid,  waarna  zij  verder  weder  toenemende  tot  de  eind- 
snelheid  nadert. 

19.  Planimetrisch  is  gemakkelgk  aan  te  toonen,  dat  de 
raakpunten  N  en  S  (^vlak)  de  sngpunten  zijn  van  AD,  met 
een  cirkel  die  zijn  middelpunt  R  op  AD^^  heeft  en  door  B  en 
C  gaat.  Deze  cirkel  is  hellingskromme.  Hieruit  volgt  (z-vlak), 
dat  elke  stroomlgn  in  haar  punten  van  maximum  en  minimum- 
snelheid  evenwijdige  raaklijnen  heeft. 

20.  De  meetkundige  plaats  van  N/  is  een  kromme  die  van 
B  naar  A  loopt,  geheel  binnen  den  cirkel  IKA  ligt  en  in  B 
en  A  raaklijnen  heeft  loodrecht  op  AD^.  Die  van  S/  is  een 
kromme  die  van  C  uitgaat,  geheel  aan  denzelfden  kant  van 
JL  ligt  en  een  asymptoot  heeft  evenwgdig  aan  AD3  >). 

De  overeenkomstige  meetkundige  plaatsen  BA3  en  CD3  in  het 
2;- vlak  loopen  beide  asymptotisch  aan  de  middenstroomlijn. 


^)    Stellen   wij   t  =  %  -\-  iif ,   dan  ïb  de  Tergelijking  dezer  btiide  meetkundige 
pUuitMn : 

die  Tan  de  aeymptoot : 

5  =  -(!+?)• 
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2X.  De  helling  van  een  stroomlijn  in  een  punt  van  het 
2r-vlak  ten  opzichte  van  de  x-m  is  tevens  die  yan  de  potentiaal- 
lijn ten  opzichte  Tan  de  y-as.  De  hellingskrommen  die  wij 
gebruikt  hebben  om  de  eigenschappen  der  stroomlgnen  na  te 
gaan,  kunnen  dus  tevens  dienen  om  te  onderzoeken  hoe  de 
helling  der  potentiaallijnen  is  en  of  deze  buigpunten  hebben. 

Wij  hebben  daartoe  na  te  gaan  welke  der  hellingscirkels  in 
het  ^vlak  door  de  potentiaallijnen,  d.  i.  door  de  cirkels  die  A 
tot  middelpunt  hebben ,  worden  gesneden  of  geraakt.  Wy  kun- 
nen deze  potentiaalcirkels  in  drie  afdeelingen  splitsen,  nl.  P. 
die  waarvan  de  straal  kleiner  is  dan  p  (of  AB) ,  2^.  die  waar- 
van de  straal  tusschen  p  en  1  (of  AC)  ligt,  8^.  die  waarvan 
de  straal  grooter  dan  1  is. 

Die  van  de  middelste  afdeeling  raken  aan  geen  enkelen  hellings- 
cirkel  en  snijden  alle  hellingscirkels.  De  overeenkomstige  2:-lgnen 
hebben  dus  geen  buigpunt.  Zg  loopen  van  punten  van  de  Ign 
BC  naar  punten  van  een  stuk  EF  van  de  lijn  A^Dj  en  ont- 
moeten deze  beide  lijnen  loodrecht. 

De  overige  potentiaalcirkels  in  het  ^vlak  raken  alle  aan  één 
der  hellingscirkels,  terwijl  aan  beide  zijden  van  dit  raakpunt 
de  hellingsverandering  tegengesteld  is.  De  overeenkomstige 
9-krommen  hebben  dus  alle  één  buigpunt. 

22.  Op  planimetrische  gronden  zien  wij  gemakkelgk  in ,  dat 
in  alle  punten  in  het  ^vlak  waarin  een  potentiaallgn  aan  een 
hellingscirkel  raakt,  tevens  een  stroomlijn  aan  een  snelheids- 
cirkel raakt.  In  elk  buigpunt  eener  potentiaallijn  in  het  ?-vlak 
is  dus  tevens  de  snelheid  langs  de  stroomlijn  die  daardoor  gaat 
maximum  of  minimum  i). 


1)  Dit  is  weder  een  a^gemeene  eigenschap  der  vloeistof  beweging  zonder  wer- 
veling in  twee  afmetingen ,  welke  is  af  te  leiden  uit  de  algemeene  eigenschap , 
vermeld  bij  $  12.  Daar  immers  de  snelheids-  en  hellingskrommen  eikaar  in  elk 
punt  van  het  vlak  loodrecht  snijden ,  weten  wij  dat  de  snelheidskrommen  en  de 
stroom  ijnen  elkaar  raken  in  alle  punten  waarin  een  potentiaaliijn  aan  een  hellings- 
kromme  raakt  en  dat  dus  in  die  punten  de  snelheid  langs  de  stroomlijn  maximum 
of  minimum  ,  of  althans  stationair  is.  Als  bijzonder  geval  zou  het  kunnen  gebeu- 
ren ,  dat  in  alle  punten  van  een  stroomlijn  de  daardoor  gaande  potentiaallijnen 
buigpunten  hebben ;  in  dat  geval  moet  de  stroomlijn  tevens  snelheidskromme  en 
dus  do  snelheid  danr-angs  constant  zijn. 

Omgekeerd  xien  wij  op  dezelfde  wijze  in,  dat  in  het  algemeen  de  snelheid 
maximum  of  minimum  is  in  die  punten  der  potentiaallijnen  waarin  de  stroomlijnen 
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De  reeds  vermelde  krommen  BAg  en  CD3  (§  20)  vormen  dus 
de  meetkundige  plaats  van  de  buigpunten  der  potentiaallgnen. 

23.  Het  beloop  der  snelheid  langs  de  potentiaallgnen  blijft 
nog  te  onderzoeken  over. 

Het  blijkt,  dat  de  potentiaalcirkels  in  het  ^vlak  behalve  in 
punten  van  de  lijn  DjDs  de  snelheidscirkels  niet  aanraken. 
Yoor  die  welke  binnen  den  cirkel  GMH  liggen ,  blijkt  de  snel- 
heid afnemende  te  zgn  van  het  uiteinde  der  potentiaallijn  op 
AG  gelegen  tot  dat  op  AH  toe.  Voor  de  overige  is  de  snelheid 
toenemende  van  af  het  uiteinde  der  potentiaal  lijn  op  GD,  gelegen 
tot  dat  op  HD2  toe. 

Dit  overbrengende  op  de  2r-figuur  zien  wij,  dat  op  alle  po- 
tentiaallgnen links  van  GH  gelegen  de  snelheid  aan  den  midden- 
kant  van  het  kanaal  het  grootst  is  en  afneemt  naar  den  buiten- 
kant, terwijl  dit  rechts  van  GH  juist  andersom  is.  Den  over- 
gang tusschen  beide  gevallen  vormt  de  lijn  GH  waar  de  snel- 
heid in  alle  punten  even  groot  is. 

21.  Ik  voer  nu  een  nieuwe  hulpgrootheid  u  in  bepaald 
door  de  vergelijking 


waaruit  volgt: 


u—  1 


(7) 


(8) 


Deze  u  staat  volgens  §  8  in  eenvoudig  verband  tot  de  snel- 
heid en  de  bewegingsrichting.  Is  nl.  tr  de  snelheid  en  ^  de 
hoek  die  de  raaklijn  aan  de  stroomlijn  met  de  a;-as  in  het  z- 
vlak  maakt,  dan  is 

en  dus 

u  =  icka)''^e^'=^i^'^'^''"^'^'^\         .     (9). 


buigpunten  hebben,  terwijl,  iodien  zich  het  bijzondere  geval  voordoet  dat  alle 
punten  eener  potentiaallijn  tevens  buigpunten  van  stroomlijnen  zijn ,  deze  poten- 
tiaallijn  tevens  snelheidskrotnme  is.  Pit  laatste  bijzondere  geval  doet  zich  voor 
bij  de  potentiaallijn  Q-H. 
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Deze  grootheid  u  had  ik  even  goed  als  t  kannea  g^bmiken 
om  de  eigeasohappen  van  de  sfcroomlgneD  enz.  na  te  g^aan. 

25.    Beelden   wg  het  kanaal  in  een  M-ylak  (Fig.  3)  af ,  dan 
Fig.  3  (tt-vlak). 


vinden  wij  uit  de  formules  (7)  en  (8)  gemakkelgk: 

P.  voor  de  snelheidskrommen  concentrische  cirkels  met  het 
punt  B«  (den  oorsprong)  tot  middelpunt; 

2^.  voor  de  hellingskrommen  rechte  Ignen  die  door  B« 
gaan; 

3^  voor  de  stroomlijnen  cirkelbogen  die  de  punten  A  (u  =j7) 
en  D  (m  =  1)  verbinden ; 

4^.  voor  de  potentiaallijnen  cirkels  die  AD  harmonisch  ver- 
deden. 


26.  Slaan  wij  nu  het  u-vlak  om  de  lijn  BCj  (de  ordinatenas) 
om  ,  en  leggen  wij  het  daarna  op  het  ^vlak ,  dan  zien  wg , 
dat  het  mogelijk  is  de  potentiaallijnen ,  stroomlijnen  ,  snelheids- 
en  hellingskrommen  van  het  ti-vlak  te  doen  samenvallen  met 
de  snelheidskrommen ,  hellingskrommen ,  potentiaallgnen  en 
stroomlijnen  van  het  ^vlak,  zoo  dat  telkens  met  toenemende 
potentiaal  afnemende  snelheid  en  met  toenemende  stroomfunctie 
afnemende  helling  overeenkomt. 

Hieruit   volgt ,   dat  er  volledige  overeenkomst  moet  bestaan 
tusschen    de   eigenschappen    van   potentiaal    en  stroomfunctie 
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eenerzijds  en  die  van  snelheid  en  helling  anderzgds ,  soodat  wij 
uit  eigenschappen  van  de  eene  onmiddellgk  eigenschappen 
van  de  andere  kunnen  aflezen. 

Zoo  volgt  b.v.  uit  het  beredeneerde  in  §  18 ,  dat  er  evenals 
een  middenstroomlijn  ook  een  „middenhellingskromme"  moet 
bestaan ,  waardoor  de  hellingskrommen  in  twee  groepen  ver- 
deeld worden  ,  die  verschillende  eigenschappen  bezitten ,  indien 
wij  het  beloop  van  de  potentiaal  daarlangs  nagaan. 

En  evenzoo  geven  ons  §§  21—23  eigenschappen  van  de 
snelheidskrommen  betrekking  hebbende  op  de  verandering  van 
dé  stroomfunctie  en  de  potentiaal  daarlangs. 

27.  Onafhankeiyk  van  deze  meetkundige  beschouwingen 
hadden  wij  dit  kunnen  afleiden  uit  de  formules  (7) ,  (9)  en  (2). 
Hieruit  toch  blijkt,  dat  bij  elk  punt  van  het  kanaal  steeds 
een  ander  punt  te  vinden  is ,  zoo  dat  de  grootheden  ^,  \pj  a ,  d 
in  beide  punten  door  de  volgende  betrekkingen  aan  elkaar 
verbonden  zgn: 

Jc^'      = l  (ckff) , 


m 

H        =  -  — -/(ciirO, 
In 

m 


(10) 


Deze  betrekkingen  stellen  een  tegengesteld-conforme  afbeel- 
ding van  het  kanaal  in  zichzelf  vast,  waarbij  telkens  twee 
punten  wederkeerig  in  elkaar  overgaan ,  terwijl  verder  poten- 
tiaallijnen  en  snelheidskrommen ,  stroomlijnen  en  hellingskrom- 
men verwisseld  worden. 

De  meetkundige  plaats  der  punten  die  in  zichzelf  worden 
afgebeeld  is  in  het  ^vlak  een  cirkel  die  C  tot  middelpunt 
heeft  en  Vl  —  p  tot  straal,  in  het  ti-vlak  een  cirkel  die  D 
tot  middelpunt  heeft  en  V\  —p  tot  straal.  In  het  2r-vlak 
is   het  een  kromme  die  van  een  punt  van  CD|  naar  een  punt 

15 
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van  BA,    loopt.    Zg    bevat   de   punten   E  en  L  en  sngdt  de 
middenstroomlgn  niet« 

De   krommen    CD,    en    BA,  (§  20)  worden  afgebeeld  langs 
zichzelf. 


ni.    Snelheidspotentiaal    en   stroomfunctie. 

28.  Alvorens  formules  te  geven  waardoor  de  grootheid  w 
(en  dus  ook  ^  en  \f/)  in  z  (en  dus  in  x  en  y)  wordt  uitgedrukt, 
ga  ik  eerst  tv  en  z  beide  in  een  daartoe  geschikte  hulpgroot- 
heid uitdrukken.  Hiertoe  biedt  zich  de  grootheid  u  aan  (§  24), 
bepaald  door 

u^L±p^^l±l (11). 

Wij  vinden  hieruit  onmiddeligk 

-ifH-:) <-'• 

Ter  bepaling  van  z  als  functie  van  u  hebben  wij  in  (1)  te 
substitueeren 

p  —  M 


t  = 


1-u 


Tevens  is  het  nu  wenschelijk  een  bepaalden  coördinatenoor- 
sprong  aan  te  nemen.  Ik  kies  daartoe  het  punt  waar  u  =  O 
is,  d.  i.  het  pant  B.     Wij  hebben  dan: 

J      t\t+l)  J    {l'-u){p^u) 

1  -  tt       ^J    p  —  u 


Z  =  ( 

o  o 

z 

V 


ƒ»  vrau  r-  v^at 


(13). 


O 


Hierdoor  is  z  uitgedrukt  in  het  verschil  van  twee  integralen 
van  denzelfden  vorm. 
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29.  Is  voor  tft  de  een  of  andere  meetbare  breuk  gegeyen, 
zoo  kunnen  bovenstaande  integralen  worden  uitgewerkt.  Ten 
einde  echter  het  algemeene  geval  te  blijven  omvatten,  is  het 

nader  te  behandelen. 

o 

Ontwikkelen  wij naar  de  opklimmende  of  afdalende 

machten  van  u ,  dan  vinden  wij  door  rechtstreeksche  integratie 

-, 

waarvan  de  eene  geldig  is  voor  punten  in  het  u-vlak  binnen 
den  convergentiecirkel  mod.  u  =  1 ,  de  tweede  voor  punten 
buiten  dien  cirkel. 

Voor  deze  beide  reeksontwikkelingen  kunnen  wij  schrijven 
K«E,  (tt)  en  u^K2iu)j  waarin  door  K,  (u)  en  E2(m)  —  of  meer 
volledig  geschreven  Ei  (m ,  u)  en  E^  (m ,  u)  —  worden  voor- 
gesteld de  reeksen 

en 

^^W  =  Z?^  +  ö^-*'(2:^^- ^''^ 

Deze  beide  functies  E,  en  E2  zijn  één  waardig,  en  bestaanbaar 
voor  bestaanbare  waarden  van  u.  Yoor  punten  van  den  con- 
vergentiecirkel mod.  t/  —  1  zijn  beide  reeksen  convergent  behalve 
alleen  voor  het  punt  u  ^  l. 

Het  is  duidelijk,  dat  u"*Ei(m)  nul  wordt  voor  u  =  0.  Wij 
hebben  dus  voor  mod.  u  <C  1 


r 


W  du 

j^r;;  =  «-K,(u), (16) 


en  moeten  nu  nog  een  constante  G  zóó  bepalen,  dat  voor  alle 
punten  buiten  den  convergentiecirkel 

=  0+  M*Ea(u) 


ƒ 


i  — « 

'o 

wordt.    Hiertoe  sabstitaeeren   wij   de  waarde  van  u  voor  een 

15* 
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pant  TAD  den  conTergentiecirkel  (waarroor  beide  re^aen  moeten 
doorgaan),  en  stellen  dos  u  =  «*«*.    Wg  mo^en  dan  hebben 

^«^Ki  (€^)  =  C  +  «•'•K,(€^), 
en  dns 

Volbrengen  wg  de  sabstitutie  u  =  ^  in  de  reeksen  (14)  en 
(15),  dan  vinden  wg 

K,(^)-K,(e^)  =  -^-jj^coB«-2i^^ 

^    i    2.1      .        ,      2.2      .   «    ^       } 

Wetende  dat  dit  tot  den  Yorm  Ce  "  ""'^  moet  kunnen  worden 
herleid,  herkennen  wg  in  deze  reeksen  gemakkelgk  de  ont- 
wikkeling volgens  Fourier  van   -; cos  m(w  —  to)  en  van 

Bin   ifiir 

sin  tft(ir  —  w)  en  vinden  wij  dus 


sin  mn 


sin  fHir 


waaruit  volgt 


C  =  -: «*»»•'. 

sin   fHir 


Wij  hebben  dus  ten  slotte  voor  mod.  u  >  1 
'uFdu 


I 


^-^e<»^  +  wK,(u) (17) 

sm  mv 


80.  Substitueeren  wij  in  (18)  voor  de  integralen  de  daarvoor 
in  (16)  en  (17)  gevonden  waarden,  zoo  hebben  wij  z  vooralle 
gevallen  volgens  de  machten  van  u  ontwikkeld.  Daarbij  zgn 
drie  gevallen  te  onderscheiden: 

1**.  mod.  w  <  p ,  gebied  A3EI6A,  (2?- vlak) : 

^  =  cii~JK,(M)-K,(-)j; (18) 
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2».    p<mod.u<  1,  gebied  AjDaDaLJIKAj: 

"- ^  •"'+■»•  l"'<»' -  ^  (7)!  •••  ""• 

Letten  wij  op  de  beteekenis  der  letters  Cj  p  en  m »  dan  zien 
wij,  dat  de  eerste  term  hiervan  in  richting  en  grootte  de  lijn 
BT  aangeeft,  die  den  oorsprong  B  yerbindt  met  het  snijpunt 
van  AjDs  en  het  verlengde  van  BC. 

3^    mod,  M  >  1,  gebied  D1CJLD3: 


cv  (1  —  »*) 
Sin  mw 


K,(«)-K,(yjj..(20). 


De  eerste   term   hiervan  stelt  in  richting  en  grootte  de  lijn 
BC  voor. 

Wij  kunnen  met  behulp  van  deze  formules  de  plaats  van  alle 
merkwaardige  punten  in  het  2;-vIak  bepalen. 

81.  Ik  ga  thans  de  waarde  van  z  'm  u  uitgedrukt  nog  in 
een  anderen  vorm  brengen  meer  geschikt  tot  verdere  verwer- 
king en  voer  daartoe  ter  bekorting  der  formules  de  schrijfwijze 
S(m)  of  meer  volledig  l3i(fn,u)  in  voor  de  bepaalde  integraal 

o 
Ter  berekening  van  tS  (u)  hebben  wij: 
1®.    voor  het  geval  mod.  m  <   1  : 

B{u)  =  -  /(l  -  11)  -  ««•  K,  (m), 
2^.    voor  het  geval  mod.  11  >  1: 

B  (u)=z  ^  1(1  —  u) : emiti  —  w«  K^  (u) 

sm  tftir 

of 

S  (w)  =  —  l{u  —  1)  -  ir  cot  iHir  —  M*  Ka  (ü). 

Deze  reeksontwikkelingen  zijn  echter  niet  zeer  geschikt  voor 
waarden  van  u  die  dicht  bij  1  liggen  en  bovendien  niet  van 
toepassing  op  het  geval  u  =  l  y  waarvoor  S  (u)  niet  00  wordt. 

Yoor  deze  gevallen  is  de  volgende  reeks  bruikbaar  volgens 
de  machten  van  u  —  1  : 
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«/x      «/,x        *•        «  —  1         «(1— «)      («  —  !)•, 
S(«)  =  S(1)+  —  .-j __._^_  + 

« (1  -  m)  (2  —  m)     («  —  1)» 


1.2.3  3 


geldig  Toor  het  geral  mod.  (u  —  1)  ^  1. 

Hierin  moet  nog  de  beginterm  S  (1)  bekend  zijn.   De  voor- 
waarde £  (0)  =  O  geeft  ons  biervoor  de  waarde 

m       m(l— m)      1     ^  <w(l  —m)(2  —  m)     1 

^^'^-T"^     1.2     'T"^        ïTïTs        •  3  "*'•••' 

van    welke  reeks  de  convergeDtie  gemakkelijk  bewijsbaar  is  *). 
Bovenstaande  reeks  voor  S  (ti)  kan  worden  opgevat  als  een 
ontwikkeling    volgens   Taylor  en  geeft  dus  tevens  de  waarden 
der  opeenvolgende  afgeleiden  voor  u  =-  1. 

32.     De  voor  z  gevonden  formule  (13)  is  nu  te  herleiden  tot 

z^  ^  c/(l  — ti)  +  cp-/(l  -  — I  ^  cfi  (ii)  +  qi-fi(— )  .  (22). 

Het  00  worden  van  z  voor  m  =  1  en  voor  u  =  p  wordt  hierin 
uitsluitend  veroorzaakt  door  een  der  beide  logarithmische  termen 


>)    Iets  sneller  wordt  de  waarde  van  S  (1)  benaderd  door   de  volgende  reeks, 
waarvan  ik  het  bewijs  ter  bekorting  weglaat: 

*  ^*^  =  "•  {  Tjr+m)  +  2~{2  +  m)  +  3  (3  +  m)  + }' 

Nemen   wij   van  dese  reeks  ii   termen ,   zoo  kan  van  den  reetterm  R«  bewesen 
worden : 


n+l 


<R» 


<  — 

n 


MM  4-  1  +  ** 

<  {n+l){n+2) 


Door   dos   bij  »  termen  van  de  reeks   — :— r  als  slotterm  toe  te  voegen  wordt 

Il  +  1 

de  overblijvende  fout  nog  aanxienlijk  verkleind. 

Ten  slotte  kan  aangaande  A  (l)  nog  worden  opgemerkt,  dat  deie  grootheid 

niets  anders  is  dan 

rcm  +  i)"^''' 

waarin  C  =  0,577  . . . . ,  en  dat  hieruit  ook  bovenstaande  reeksontwikkeling  is  af 
te  leiden.    Zie  b.v.  Serret,  Cours  de  oalcul  diffbentiel  et  intégraL  t  S,  p.  180. 
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33.  Het  gelukte  mij  ia  het  algemeen  aan  te  geven  hoe 
de  snelheidspotentiaal  in  reeksen  ontwikkelbaar  is  voor  twee 
kanaal  vakken ,  nl. : 

I.  voor  dat  deel  van  het  kanaal  dat  gelegen  is  links  van  de 
y-as,  d.  i.  van  de  loodlijn  uit  B  op  A2D2  neergelaten  (zonder 
echter  voor  het  geval  m  >  ^  het  driehoekige  stuk  mee  te 
rekenen,  dat  dan  bij  C  links  van  die  lijn  komt  te  liggen); 

II.  voor  dat  deel  van  het  kanaal  dat  gelegen  is  rechts  van 
de  loodlijn  uit  C  op  A2D2  neergelaten,  of,  voor  het  geval 
m  >  i  rechts  van  de  y-as. 

Voor  het  geval  m  =  ^  vormen  deze  beide  vakken  te  zamen 
het  geheele  kanaal.  Voor  m  <  ^  blijft  nog  een  trapezium- 
vormig ,  voor  m  >  i  een  driehoekig  stuk  over. 

34.  Ik  begin  met  vak  I. 

Het  is  duidelijk,  dat  wij  ons  aan  dit  kanaalstuk  aan  weers- 
zijden, nl.  aan  A16  en  aan  A2E  een  even  breed  kanaal  kunnen 
denken  aan  te  sluiten ,  waarin  de  beweging  symmetrisch  is  aan 
die  in  het  beschouwde  kanaalstuk.  Dit  zoo  voortzettende  krijgen 
wij  een  voorstelling  van  een  vloeistof  beweging  in  het  geheele 
gebied  links  van  de  ordinatenas  gelegen.  Wjf  komen  tot  deze 
zelfde  voorstelling  uit  formule  (1)  door  bij  de  integratie  het 
passeeren  van  de  abscissenas  in  het  ^vlak  rechts  van  het  punt  B 
en  daarmede  het  rondloopen  om  den  oorsprong  naar  willekeur 
toe  te  laten. 

Letten  wij  op  geen  andere  waarde  van  u  dan  bij  de  aldus 
beschreven  beweging  behoort  en  beperken  wij  ons  tot  waarden 
van  z  behoorende  bij  punten  links  van  de  ordinatenas  gelegen , 
dan  kunnen  wij  nu  u  als  een  periodieke  functie  van  z  be- 
schouwen met  de  periode  2cwp'H. 

De  functie 

.  z 

8^e^ (23) 

heeft  deze  zelfde  periode,  waaruit  blifkt,  dat  u  als  één  waardige 
functie  van  s  kan  worden  opgevat. 

Formule  (23)  stelt  een  transformatie  voor,  waarbij  het  be- 
schouwde kanaalvak  vervormd  wordt  tot  de  helft  van  een 
cirkel  (in  een  ^-vlak)  met  het  punt  s  =  O  tot  middelpunt  en  een 
straal  1.  Een  daarmede  symmetrisch  stuk  vloeistofoppervlakte 
in  het  sr-vlak  wordt  vervormd  tot  de  andere  helft  van  den  cirkel. 
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85.  De  grootheid  u  Yoldoet  na  aan  alle  eischen  om  binnen 
dezen  cirkel  naar  de  opklimmende  machten  van  s  te  kunnen 
worden  ontwikkeld.  Dat  dit  daarbuiten  niet  kan ,  komt  doordat 
B  («  »  1)  een  kritisch  punt  is. 

Uit  (22)  Tinden  wij 

.=.^=.(i-^)(i^,)-^r^^«+*(7).  (24) 

Bij  de  ontwikkeling  yan  u  wordt  de  bekende  term  de  waarde 
van  u  Toor  8  ss  O ,  dus  p.    Stellen  wg  verder 

JL           JL 
u  =p  +  a,«v-  +  026^"  + (25) 

dan  hebben  wij  Yolgena  de  formule  van  Bürmann 

j     1  I  /  X  JL  JL  ac  (.)  _  »  a  ( JL\ 

1.      ii"-M  (w— i>)-    -        x'"    >^  ^pI 

a»  =  — hm  T-r— ïl-7 ^-^(1— i*)       e 


'n!  ,«ydtt»-i 


of 


('-7)- 


0.= 


of 


a,  = 


nl 


Inn  /  «  \ 

(_^).(1_„)        , 


J«=ll 


(-     l)''i> 


n! 


— 1  (1— p*')'^ « 


dr» 


fsl 


• . .  (26) 


Wij  hebben  nu  voor  het  beschouwde  kaoaalvak  u  in  2:  uit- 
gedrukt in  een  convergente  reeks,  waarvan  wij  de  coëfficiënten 
zoover  wij  dit  verlangen  berekenen  kunnen  *)•    Deze  coëfficiën- 


1)    De  berekening  der  ooëfBoienten  kan  ook  ali  volgt  geeohieden. 


Yooreent  ie  ai  =  lim. 


»  — p 


en  dus  volgeni  (24) : 


.p     p 


•i  =  — pC— p) 

VwToIgeii*  hebben  wij  Tolgene  (2S)  en  (13)  de  diffetentiaalTergelijking 

^W  iff  !,« 

Hierin  lubstitueerende  «  =  ^  -}-  ai «  -|-  0*  a*  -|- vinden  wij  de  identiteit 

(1  -  p)p—  {oxt  4-  2.1,*»+  3a.it  + )  = 

=:-,i(,,  +  tfi,+  ....)--+(l+p)(p  +  ai*  +  ...)-*+^-(/»  +  ^it+...r*+». 
De  ooëffioiënten  van  het  eerste  en  die  van  het  tweede  lid  aan  elkaar  gelijkstel- 
lende Tinden  wij  a»,  a%  ens.  uitgedrukt  In  m,  p  «n  ai. 
Een  dergelijk  methode  ia  natuurlijk  ook  te  ?olgen  ?oor  kanaal?ak  II  §  38. 
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ten  zgn  bestaanbare  grootheden.  Substitutie  der  geyonden 
waarde  van  u  in  (12)  zou  een  middel  zgn  tot  berekening  van 
^  en  xp. 

36.  Wensohen  wij  w  rechtstreeks  in  8,  en  dus  in  z^  uit  te 
drukken,  dan  stuiten  wij  op  het  bezwaar,  dat  voor  s  =  O, 
tv  ^  —  00  wordt ,  zoodat  de  ontwikkeling  van  w  naar  de  op- 
klimmende machten  van  8  niet  mogelijk  is.  Wij  heffen  dit 
bezwaar  op  door  vooraf  van  Wj  waarvoor  wg  volgens  (12) 
hebben 

zooveel  maal  de  in  den  vorm  (22)  gebrachte  waarde  van  z  af 

te    trekken,    dat  de  termen  met  lil 1,    waardoor  in  het 

punt  «  =s  O  het  oneindig  worden  zoowel  van  w  als  van  z  ver- 
oorzaakt wordt,  tegen  elkaar  wegvallen.     Wij  vinden  dan 


=T(F-^)^^-")  +  i^«w-|«(7)- 


(27) 


Mechanisch  komt  deze  bewerking  hierop  neer,  dat  wij  aan 
de  gegeven  vloeistofbeweging  een  beweging  van  de  geheele 
vloeistofmassa  in  de  2;-richting  van  rechts  naar  links  hebben 
toegevoegd  van  zoodanige  snelheid,  dat  beide  bewegingen 
elkaar  in  het  oneindige  opheffen. 

Wg  kunnen  nu  de  verkregen  functie  van  u  naar  de  opklim- 
mende machten  van  8  volgens  de  reeks  van  Bürmann  ontwik- 
kelen. 

Stellen   wij   s  =  O   en  dus  u  =  p^   dan  verkrijgt  de  functie 
de  waarde 

Wij  hebben  dus : 
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z  2» 

+  j^fi(p)-y  S(l)  +  6,  «^+6,  «^  + (28) 

waarin  wg  voor  de  coëfficiënten  vinden : 


1  rf"-i 

6h  =  —r  lim.  -r—-. 


1        L  _  u^\  _  1  \pl 

k{l  —  u)\        p*i       *P    -  _   ^ 


P 


(««  -  vY 


.  (l- «)'■"«''" 


K(«) 


—  (t) 


of 
6.= 


(-Ï)' 


/ld»— i[l    1  — 


pp 


lim.  -;— ^  1 1^1^^^ 1-'  -  Y^  j  •  (1  -  P^f- 


—  S  (>w)  —  •  S  (r) 


(29). 


Ik    laat    hierin   het  woord  lim.  staan  om  aan  te  wijzen,  dat 

1  -  f 
wij  bij  de  substitutie  t?  =  1  aan  onbepaalde  vormen  als 

de  zoogenaamde  ,ware''  waarde  moeten  toekennen  (d.  i.  hier  m). 

1   —  t;* 
Wij  kunnen  ook  voor als  afgeleide  dor  S-functie  den 

1  —  t; 

vorm  S'  {v)  schrijven  en  bjj  de  substitutie  t?  =  1  de  afgeleiden 
der  £f- functie  bepalen  op  de  wijze  aangegeven  in  §B1,  laatste 
alinea. 


37.  Ten  slotte  kunnen  wij  nog  in  beide  leden  van  (28)  het 
bestaanbare  en  het  onbestaanbare  scheiden ,  en  vinden  dan 
voor  de  snelheidspotentiaal: 


♦  =-- 


cip" 


+  |'W+|(^-l)i(l-rt4-^.S&.)- 


2m 


~  4-  S(l)  +  6,/''"  cos  -^  -h  b^e"'*  cos  ^+     ...  (30) 
k  cp^  cp^ 
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en  Yoor  de  atroamfunetie : 

i,  ==  -^  j^^  +  b,^  8in  -^  +  6,e^^"  »in  -^+  .  (31), 

38.    Ik  kom  na  tot  vak  II  van  het  kanaal  (§  33)  en  onder 
stel  dus  X  positief  en  grooter  dan  cw{\  —  p^)  cot  mv. 

Evenals  in  §  34  beschreven  werd ,  vormen  wij  ons  de  voor- 
stelling van  een  vloeistofbeweging  die  het  geheele  aan  rechts 
gelegen  deel  van  het  a-vlak  omvat.  Bij  de  integratie  (1)  in 
het  ^vlak  wordt  dan  het  overschreden  van  de  abscissen-as  toe- 
gelaten zoowel  rechts  van  A  als  links  van  C. 

De  grootheid  u  is  nn  als  periodieke  functie  van  z  op  te 
vatten  met  de  periode  2riri  en  dus  in  periode  overeenkomende 

met  e*' .     Wij    zouden  verder  de  redeneeriog  van  §§  34  en  35 
geheel  kunnen  volgen  en  u  ontwikkelen  naar  de  opklimmende 

machten  van  e    ^  en  evenzoo  w  na  voorafgaande  aftrekking  van 

—  •   Doen  wg  dit  echter,  dan  stuiten  wij  op  de  moeielijkheid 

dat   de   Qoëfficiënten    der  verkregen  reeksen  gebroken  machten 
van    een    negatieve    grootheid    bevatten,  hetgeen   de  splitsing 
van  tr  in  ^  en  1/4  bezwaarlijk  maakt. 
Wij  voorkomen  dit  bezwaar  door  te  gaan  ontwikkelen  volgens 

Formule  (22)  geeft  ons 


^)    Dit  komt  op   hetselfde  neer  als  verplaatsiDg  Tan  den  oorsprong  naar  het 

snijpunt  van  CDi  met  de  y-as;  •      '  was   even    goed  .bruikbaar  geweest 

maar  minder  in  analogie  met  het  voorafgaande. 


De   waarde   van   u   Toor   s'  ssO,  AA.  in  het  oneindige  aan 
rechts  is  ii  ==  1.     Wg  yinden  dus:  \ 


=  1  +  a\e  -i-  aV  + j 


u 
waarin: 


(32) 


an  = 


•1  =  1 


. . .  (33) 


39.    Ter  berekening  van  w  volgen  wg  §  33.    Slechts  heb- 
ben  wg    te  zorgen,   dat  uit  w  niet  de  term  met  nl J 

maar  die  met  {(1  — u)  wegvalt. 
Wij  vinden  dan: 

»-^-i«=?"--V^'(j->)4««)-^=(7-> 

Voor  w  =  1  wordt  dit 


Wij  hebben  dus: 


z         1    , ,   V      p*  1  —  ü"  ,  /  1 


^(y-O+T^o)- 


waann: 


'(r)] (35). 


—II  a  («) + «p« » 


40.     Bij  splitsing  van  (34)  in  een  bestaanbaar  en  een  onbe- 
staanbaar gedeelte  vinden  wg  voor  de  snelheidspotenUaal: 
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+  h\  «"ïcobI—  ^+»(l-p-)}+é'a «"^cosj-  ^+2ir(l-p-))+..(36) 
en  Toor  de  stroomfunctie  x 

+  b\  éj-—  gin  j  -  ^  +  2ir (1  —  p") j  + (37) 


IV,    Het   ffeval   !»  =  ---. 
—  ®  2 

41.    Formule  (13)  wordt  voor  dit  geral 


« 
('vu.  du       .^f'V7.dv 


en  dus 


z  =  c  < 


1+  V^ 


1  + 


l-Vu 


=  -V^.l 


/- 


-]/J 


of 


2  =  cl 


\l+Vu 
11  -Vu 


(38) 


waardoor  de  reeksontwikkelingen  (18),  (19)  en  (20)  orerbodig 
zgn. 

Verder  hebben  wg: 

S(u)=f  ^ — -du  =  f  —^!L-  =  2Vu  -  21(1  +Vu)  (39) 
i  1   ^  +  ^'* 
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42.    Besohouwen  wij   nu  eerst  het  linksche  kanaalvak,  dan 
vinden  wg  hiervoor  volgens  (30): 


2 


•l/f 


2» 

Cl/f 


en  Tolgens  (31): 


r^=^^4' 


(!*K 


P 


+  b,e  ""  Bin  -^  +  V'*"  «»  -S-  +  •  -  (41) 


«K/J 


cVv 


bn  = 


waarin  wg  ons  gesubstitueerd  moeten  denken  volgens  (29): 


knl 


Men  zal  vinden: 

b   _-2    (l-V~pf'. 

J_ 

5-p     (l-VpY» 

43.    Voor  het  andere  kanaalgedeelte  hebben  wij  Yolgens  (36) : 

+  6'a  «"TcosI— ^+ 2ir(l  -  V^)l  + (43) 

en  Tolgens  (37) : 


+  6a  «"  ."  «n  I  -  ^  -f  2»  (1  —  Kp)|  + 


(44), 
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waarin  Tolgens  (85): 


knï 


-±  }f__L_  _  ^^ha+Vufi^^^' 

den: 

_   2  (l-VpYi, 

_  sp-1  /i  -  v^pV 


(45). 

«si 


:    enz. 


44.  De  formule  door  Lamb  toof  dit  geval  gegeven  (door 
dezen  aan  O.  Niven  ontleend)  wordt  opgegeven  geldig  te  zijn 
alleen  yoor  dit  laatste  gedeelte  van  het  kanaal.  Wij  hebben 
dus  haar  juistheid  te  toetsen  aan  formule  (43).  Daarbij  hebben 
wjj  nog  te  bedenken ,  dat  voor  Lamb's  formule  een  andere  oor- 
sprong werd  gekozen,  nl.  het  punt  C,  en  een  ander  nulpunt 
van  potentiaal.  Dit  laatste  is  nl.  zoo  gekozen,  dat  de  gemid- 
delde potentiaal  in  de  y-as  O  is. 

Deze  zelfde  bijzonderheden  in  formule  (43)  invoerende ,  gaat 
zij  over  in: 

^      ck        fc  \i  +  Vpl  c 

-^  hn \\ ^7=        «    'cos  — +  ... 

«(1  — P)\l  -f  Vpl  c 

(voor  &/  en  b^  voer  ik  hier  hun  waarden  in). 

Drukken  wij  nu  in  Lamb^s  formule  a ,  6  en  U  in  c ,  A;  en  p 
uit,  zoo  gaat  deze  over  in: 

2  ,,_     -T-         2v 

^8inl2ir(l  —yp)\é    '  cos  —  +  . . . 


4*;irKp        *      ^  ^^»  c 

Het  is  echter  duidelijk»   dat  de  ontwikkeling  van  ^  volgens 

termen  met  e    <?  oos  —  (overeenkomende  met  de  ontwikkeling 

z  _i_\ 

van  w T  naar  de   opklimmende  machten  van  e    c)  niet  op 
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meer  dan  één  wijze  kan  geschieden,  zoodat  uit  het  niet  ove« 
eenkomen  der  eerste  coëfficiënten  de  onjuistheid  van  een  da 
beide  formules  Toldoende  bigkt. 

45.  Ik  zal  echter  nog  nader  doen  zien ,  dat  Lamb's  formula 
niet  juist  kan  zjjn,  en  daarbij  tevens  den  foutieven  grondslag 
aanwgzen  waarop  zij  vermoedelgk  berust. 

Ik  bereken  daartoe  de  stroomfunctie  die  bij  de  door  Lamb 
gegeren  snelheidspotentiaal  behoort.  Daaryoor  zal  men  Tinden: 

a  —  6  TT        2aU  v^    1     .   nirb       ï"   .   niry 
^  = Uy >    -—■  sin e         sm  — ^  • 

Wij  zien  nu,  dat  de  lijnen  CDi  en  TD,  ook  bg  deze  vloei- 
stofbeweging naar  behooren  stroomlijnen  zgn,  terwgl  ook  de 
beweging  in  het  oneindige  tot  een  gelijkmatige  beweging  met 

sneldheid  U  nadert. 

a 

Stellen    wij   ^  =  O  om  te  onderzoeken  wat  de  stroomfunctie 

wordt  in  punten  der  lijn  TG  *),  dan  vinden  wg : 

,      a  —  6  TT        2aU  v^  1    .    nwb   .    nwy 
}h  = XJy r-  >   — s  sm sm  — ^  • 

Hierin  blijkt  de  tweede  term  de  ontwikkeling  volgens  een 
sinusreeks  van  Fourier  voor  te  stellen  van  een  periodieke 
functie  met  periode  2a,  die  van  — a  tot  —6  wordt  voor- 
gesteld door: 


P(y)  =  Au((»  +  y), 


Tan  —  6  tot  +  6  door : 


Tsn  b  tot  a  door: 


F(y)  =  -^Uy, 


P(y)=_lu(a-y). 


O  Ik  blijf  hier  O  als  oorsprong,  CDt  als  ««as  gebniiken.  De  ondentelling 
a  =  90*  maakt  dat  CT  het  negatieve  deel  der  y-as  wordt.  Door  letters  met 
acooDten,  h\  T  ens.,  aal  ik  de  met  B,  T  eni.  o?ereeiikomstige  punten  in  de 
andere  kanaalhelft  aanwijien  (hun  symmetrische  punten  ten  opiiohte  Tan  CDi). 
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Wij  hebben  das  voor  de  stroomfunctie:  van  — a  tot  —o, 
d.  i.  van  T  tot  B: 

^  =  (y+ft)U, 

^an  -  6  tot  +  6,  d. i.  van  B  tot  B': 
van  i  tot  a,  d.  i.  van  B'  tot  T' : 

46.  Hieruit  zien  wij,  dat  de  stroomfunctie  gelijkmatig  toe- 
neemt van  T  tot  B ,  en  van  B  tot  C  (naar  behooren)  constant 
blijft. 

De  onderstelling  bij  het  opstellen  der  formule  moet  dus  ge- 
weest zijn ,  dat  alle  elementen  van  de  lijnen  TB  en  T'B'  even- 
redig aan  hun  lengte  vloeistof  zenden  in  het  kanaalvak  'D2TT'D2* 
Dat  deze  onderstelling  foutief  is ,  is  uit  het  beloop  der  stroom- 
lijnen links  van  BT  onmiddellijk  duidelijk.  Uit  den  zin  waarin 
deze  gekromd  zijn  (§  16)  blijkt  nl. ,  dat  de  stroomftinctie  in  de 
nabijheid  van  T  minder  sterk  zal  toenemen  dan  dichter  bij  B, 
en  dat  dus  b.v.  de  middenstroomlijn  de  lijn  BT  niet  midden 
tusschen  B  en  T  maar  dichter  bg  B  zal  snijden. 

Slechts  als  wg  aannemen,  dat  de  beweging  aan  links  niet 
alleen  in  het  oneindige  gelijkmatig  is,  maar  ook  tot  aan  de  Ign 
BT  toe  gelijkmatig  blijft,  zou  de  stroomfunctie  in  de  lijn  BT 
de  eigenschappen  verkrijgen  die  wij  haar  volgens  Lamb's  formule 
moeten  toekennen. 

De  opmerking  in  het  vraagstuk  voorkomende  „the  bridge*) 
being  so  broad  that  under  it  the  f^uid  moves  uniformly  with 
velocity  U"  zou  er  misschien  op  wijzen,  dat  de  opsteller  daar- 
van werkelijk  van  deze  zonderlinge  onderstelling  is  uitgegaan. 


')     De  pier  AiBB'A/   wordt  hier  n.l.  opgevat  als  een  pijler  waarop  een  brug 
rust. 
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2,  4,  5,  6,  7  en  3   osc.  buiten  osc.  bt.    // gel.  enteg.ger. 

2,  4,  5,  6,  7,  3  en  1       ^  ^         evenw.  teg.  ger. 

Hierbij  is  ondersteld ,  dat  R  >  r  is,  zoodat  6  niet  kan  worden 
afgesneden  zonder  5,  of  4  zonder  3. 

9.  Als  de  grootste  der  krukken  oneindig  lang  wordt  gedacht, 
dan  is  ook  een  der  aangrenzende  stangen  oneindig  lang,  en 
men  heeft  dus  R  =  oo  en  d  =  oo,  ofR  =  oo  en  1  =  oc .  (Zie 
bet  genoemde  Jaarverslag,  Tabel  III,  en  Fig.  12,  Bijlage  I). 
Elk  yan  die  beide  ge?allen  kan  behandeld  worden  zooals  de 
gewone  yierhoek  in  het  Toorgaande. 

10.  B  =  oD  en  (2  =  00  •  Wordt  het  eindige  verschil  van  die 
stangen  d'  genoemd,  dan  worden 

vergelijkingen  (2)  en  (3)  van  §  1:  d'=r/  +  r  (1), 

(5)  en  (7)     „        „ :  d'=l—r  (2)  of  d'=r-l  (3), 
(9)  ,         ,:d'  =  0{4). 

Verg.  (11)  blijft:  i  =  r  (5), 

terwijl   verg.   (1),  (4),  (6),   (8),  (10),  (12)  en  (13)  vervallen, 
en  daartegen  de  betrekkingen  { =  c2'  (6) ,  en  r  =  d'  (7)  optreden. 
De  nieuwe  vergelijkingen  (1)  tot  (7)  moeten  kunnen  worden 
afgeleid  op  analoge  wijze  als  de  vergelijkingen  van  §  1. 
Door  projectie  op  d'  vindt  men: 

/  cos  ^  +  r  cos  6  =  d'j 

welke  vergelijking  voldoende  is  om  den  stand  van  het  mecha- 
nisme te  bepalen. 
Noemt  men  weer  co8#  =  x,  co80  =  y,  dan  is 

lx  +  rfj  =  d' 

een  rechte  lijn,  waarvan  elk  punt  overeenkomt  met  een  stand 
van  het  mechanisme,  en  die  van  de  positieve  assen  stukken 
afsnijdt,  omgekeerd  evenredig  met  l  en  r. 

Voor  verschillende  verhoudingen  van  /  en  r  verkrijgt  men 
verschillende  rechten,  waarvan  echter  de  punten,  die  buiten 
het  vierkant  vallen ,  dat  door  de  lijnen  j:  =  ±:1,  y  =  ±:l  be- 
grensd wordt,  geen  bestaanbare  standen  geven. 

Elke  lijn  moet  van  de  assen  positieve  stukken  afsnijden  om 
met  een  bestaanbaar  mechanisme  overeen  te  komen. 
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11.  Doet  men  de  stangen  2  en  r  van  een  mechanisme  even- 
redig toe  of  afnemen ,  dan  zal  telkens  als  de  Ign  door  een  der 
hoekpunten  van  het  vierkant  gaat,  een  bgzondere  betrekking 
tusschen  l^  r  en  d'  bestaan. 

Voor  een  lijn  gaande  door  het  hoekpunt 


iC 

y 

heeft  men  de  betrekking: 

1 

1 

d'=.l  +  r  (1) 

1 

-  1 

d'  =  l  —  r  (2) 

—  1 

1 

d'^r-l  (3) 

-  1 

-  1 

(f  +  r  +  i  =  0  (n),  (dus  d'=0, 1=0,  r=0). 

12.  Schrijft  men  bij  de  hoekpunten  van  het  vierkant  de 
nummers  van  de  betrekkingen,  waartoe  zij  aanleiding  geven, 
dan  blijkt,  dat  (1)  en  {n)  tegenover  elkander  liggen,  en  dus 
evenzoo  (2)  en  (3).  De  eerstgenoemden  geven  de  betrekkingen 
aan,  waarbij  het  mechanisme  onbewegelijk  is,  de  anderen  die, 
waarbij  /,  r  en  d'  in  éen  lijn  kunnen  liggen  (wat  overeenkomt 
met  het  samengevouwen  zijn  van  den  vierhoek  /,  R,  r,  (2). 

13.  Yoor  een  lijn  gaande  door  het  punt: 

X  y  heeft  men  de  betrekking: 

1  O  i  =  d'(6), 

O  1  r  =  d'(7), 

en  voor  een  Ijjn ,  loodrecht  op  de  lijn  x  =  y', 

l'-=r  (5). 

14.  Wordt  een  lijn  zoo  getrokken,  dat  ze  alleen  het  hoek- 
punt (1)  van  het  vierkant  afsnijdt,  dan  kunnen  x  en  ?/,  d.  w.  z. 
cos^  en  cos 6,  wel  -f-  1  worden,  maar  niet  —  1.  Dus  kan  r 
wel  op  d'  vallen,  maar  niet  in  het  verlengde  van  d\  en  kan 
l  wel  evenwijdig  met  d'  worden  in  dezelfde  richting,  maarniet 
in  tegengestelde  richting. 

Alzoo  beweegt  r  over  de  steunpuntenlijn  heen,  en  oscilleert 
aan  de  binnenzijde. 

Bovendien  kan  cos  ^  =  O ,  of  cos  0  =  O ,  of  kunnen  beide 
tegelijk  nul  zijn  (al  naarmate  de  lijn  binnen  het  vierkant  een 
van  beide,  of  beide  assen  snijdt),  zoodat  dan  r  ±  d\  of  l  ±  d' 
kan  komen  te  staan ,  of  wel  achtereenvolgens  beide  ±  d'  kun- 
nen komen.    Stang  {  is  ±  d\  als  l  langs  de  leibaan  valt. 
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15.  Een  lijn  die  de  punten  1  en  2  afsngdt  geeft  een  me- 
chanisme ,  waarbij  cob  ^  de  waarde  -f  1  of  —  1  niet  kan  berei- 
ken ,  terwijl  cos  O  zoowel  +  1  als  —  1  kan  worden.  Dus  kan 
r  geheel  ronddraaien ,  terwijl  /  niet  //  d'  kan  worden. 

Een  lijn,  die  de  punten  1  en  3  afsnijdt  geeft  een  mecha- 
nisme waarbg  r  over  een  boog  oscilleert  aan  eene  zijde  van 
de  steunpuntenljjn  gelegen,  terwijl  l  eyenwijdig  aan  d'  kan 
zijn,  zoowel  in  dezelfde  als  in  tegengestelde  richting. 

16.  Voor  de  mechanismen ,  waarbij  R  =  oo  en  I  =  ao  gelden 
analoge  beschouwingen.  Xoemt  men  het  eindig  Terschil  der 
stangen  T,  dan  heeft  men  de  Tergelijkingen : 

r  =  d  +  r(l),    r  =  d~r(2),    r  =  r-rf(3),    r  =  0(4); 

d  =  r  (5),  d  =  r  (6)  en  r  =  l'  (7),  j 

welke  ook  uit  de  yergelijking : 

d  cos  0  +  r  cos  O  =  T,  of  dx  -{-  ry  =^  l\ 
met  behulp  Yan  een  vierkant  zijn  af  te  leiden. 

17.  Hoe  langer  het  stuk  is  yan  een  Ign,  dat  binnen  het 
vierkant  valt ,  des  te  meer  standen  kan  het  mechanisme  achter- 
eenvolgens innemen ,  en  des  te  grooter  is  de  betcegelijkheid  van 
het  stelsel.    (Yergelijk  het  genoemde  Jaarverslag.) 

Men  zou  dus  kunnen  zeggen,  dat  lijnen  van  dezelfde  lengte 
binnen  het  vierkant  behooren  bij  mechanismen  met  gelijke  be- 
wegelijkheid. De  lengte  van  het  stuk  zou  als  maat  kunnen 
dienen  voor  de  bewegeljjkheid. 

Bij  den  vierhoek  met  eindige  stangen  zou  men  de  omtrekken 
van  de  kromlijnige  doorsneden  binnen  den  kubus  moeten  bere- 
kenen om  twee  mechanismen  met  elkander  te  kunnen  verge- 
lijken voor  wat  betreft  den  graad  hunner  bewegelijkheid. 


D  6e 


ONTWlKKELINGSCOEfFIClËKTEiJ,  DIE  EENI6E  OVEREENKOMST 
MET  DE  GETALLEN  VAN  BERNOULLI  VERTOONEN, 


J.  C.  KLUYVER. 

(Leiden.) 


Wanneer  de  breuk 

e^*—  1 


«*—  1 


naar   opklimmende   machten  yan  x  wordt  ontwikkeld,  is   de 
coëfficiënt  van  a?*  de  A;**  functie  van  Bernoulli 

^*^''^"  (i+  1)!  ~  2  •  t!  "^  2!  -(ifc-l)!  ~  4!  \k-^yJ"' 


DienteDgeTolge  is 


x^* 


=  l  +  sr*(ö)a;* 


e»  -  1  1 

en  heeft  men  voor  0  =  a  :  6 ,  x=hy^ 
by  f» 


^  —  1 


=  1  + 


fiY'.(|)y*  =  i  +  fc.(|-){^ 


Voor  a  =  0,  6  =  1  gaan  de  in  deze  ontwikkeling  voorko- 
mende getallencoëfficiënten  Cj^  van  even  rangnummer,  wat  hunne 
volstrekte  waarde  betreft,  over  in  de  getallen  van  Bernoulli; 
wij  willen  nu  aantoonen  dat  men,  wanneer  a  en  6  voorstellen 
onderling  ondeelbare  geheele  getallen,  het  gebroken  gedeelte 
der  getallen  Ck  op  eenvoudige  wijze  kan  bepalen;  m.  a.  w., 
dat  de  stelling  door  Staudt  en  Clausen  aangaande  de  getallen 
van  Bernoulli  bewezen,  met  eene  kleine  verandering  voor  de 
coëfficiënten  Ck  van  kracht  blijft. 
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Uit  de  definitie  van  C^, 

volgt 

a(|)=-D;.„^^log[l_(l-e».)]  = 


hr=l 


De  reeks  in  het  laatste  lid  herleidt  zich  blijkbaar  tot  de  som 
der  k  +  l  eerste  termen.    Men  heeft 

c-(i)=i;|i';-.«"(i-^)'-'=si^' 

en   Ct  is  Toorgesteld  als  de  som  yan  k  -{-  l  gebroken  getallen 
met  de  noemers  1,2,3,  ...i+1, 

In   de  eerste  plaats  kan  men  nu  inzien,  dat  het  getal  -jTi 

geheel   is,    wanneer   h    deelbaar  is.     Stel   A  =  X  +  fi,  dan  is 
A  +  fi<i  h  —  1  (uitgezonderd  voor  A  =  4)  en  men  heeft 

4-Ta  =  ^D*=o  (1  -  e^'Y  X  (1  —  e'^r  x  {e«^{l  -  ehy-^'\'f^\, 
h  h 

Om  de  termen  in  de  uitkomst  der  differentiatie  te  vinden, 
die  niet  nul  worden ,  wanneer  men  y  =  O  stelt,  moeten  de  beide 
eerste  factoren  van  het  product  elk  minstens  ééns  gedifferen- 
tieerd geweest  zijn ,  en  deze  bewerking  levert  onmiddellijk  den 
factor  A/i,  welke  den  noemer  h  doet"  wegvallen. 

Duidt  men   dus  door  A  ^  B  aan ,  dat  het  verschil  A  —  B 
een  geheel  getal  is,  dan  volgt  hieruit 

—Ta  =  0  (h  deelbaar,  >  4). 
h 

De  termen  ^T^  en  ^T^  worden  afzonderlijk  onderzocht. 
Uit 

iT,  =  i|a*-(ai-i)*| 
volgt  dadelijk 
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Yoor  A  =  4  heeft  men 

{T^  =  4  |a*  —  3(a  +  6)*  +  3(a  +  26)*  -  (a  +  36)*| 

=  i  {a*  +  (a  +  i)*  -  (a  +  26)*  -  (a  +  3i)*J 

=  —  iW  {a*-i  +  (a  +  6)*~M. 
Derhalve  is  voor  even  a  en  oneven  waarden  van  k  en  van  b 

in  alle  andere  gevallen  is  de  term  geheel. 

Het  gezochte  gebroken  gedeelte  van  Ck  komt  dus  in  hoofd- 
zaak voort  uit  die  termen ,  wier  ranggetal  h  een  priemgetal  is. 

Wg  stellen 

i  =  p  (A  —  1)  +  a.  (cc<h  —  l). 

Naast 

geldt  ook  blijkbaar 

0  =  iD;.oe'»(l-e'i')*-i, 

zoodat  men  door  aftrekking  yindt 

|-T*=-i-[o»{aP(»-»>-l|-(A— l),(a  +  6)''{(a  +  6)<'(*-l)-lj^- 
+  (A  -  l)a  (a  +  2i)«  \(a  +  26)''(*-i)  _  l|  +  . . .  + 
+  (a  +  h^^b)'  \(a  +  F=lJ)''<»-«  —  1|]. 
Aangezien  men  voor  h  ondeelbaar  heeft 

kan  men  eindeljjk  schrijven 

-^-T*  =  —  [a^  {aP(*-i)  -  l|  +  (a  -h  6)"  \(a  +  6)p(*-i)  -  1|  + 


+  (a+26)«{(a+26)P(*-i)~l}+...+  (a+A~16)-l(a4/i-16)P(*-i)-l|. 

Twee  gevallen  zijn  bu  te  onderscheiden.  Ten  eerste  nemen 
wij  aan,  dat  in  k  =  p{h  —  1)  +  a  de  rest  a  niet  nul  is,  wan- 
neer A  —  1  op  i  wordt  gedeeld.  Thans  is  voor  alle  waarden 
van  n 

(a  + w6)M(a +  «&)'*(*- ^)-.  1| 
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door  h  deelbaar  en  er  volgt 

-Ta  ^  o   (A  ondeelbaar  >  2,  h —  1  niet  deelbaar  op  k), 
h 

In  de  tweede  plaats  kan  a  =  0  en  A;  =  p(A—  1)  zijn.   Als* 
dan  kan  nog 

Ita  =  i[{aP(*-i)  -  U  +  \{a  +  t)*»^*-^)  -  1}  +  ...  + 

geheel  zijn,  zoo  slechts  h  is  een  deeler  van  h  en  dus  geen 
deeler  yan  een  der  getallen  a ,  a  +  6  >  a  4-  2i ,  ....  Is  echter 
h  niet  deelbaar  op  fr,  dan  beyat  één  en  niet  meer  dan  één  der 
getallen  a,  a  +  &)  a +  21^  ....  den  factor  A.  In  dat  geval 
heeft  men  dus 

—Ta  ^  —  "I"'  ^*  ondeelbaar  >  2,  h  —  1  deelbaar  op  i, 

h  niet  deelbaar  op  h). 

Alles  te  zamen  nemende  is  er  ten  aanzien  van  de  ontwikkeliog 

bewezen : 

Wanneer  a  en  6  onderling  ondeelbare  geheele  getallen 
Yoorstellen,  zijn  de  coëfficiënten  van  oneven  rangnummer 

Ca»  +  i  l-r-l  geheel  (w  >  0).     Het  gebroken  gedeelte 

den  coëfficiënt  van  even  rangnummer  C%^  (  —  1  is  gelgk  aan 

1 

waarin  h  achtereenvolgens  aangeeft  de  priemgetallen  niet 

deelbaar  op  h  en  van  dien  aard ,  dat  A  —  1  deelbaar  is  op  2m  ')• 

Eene  uitzondering  levert  de  eerste  coëfficiënt.  Hen  heeft 


?an 


C.(|)^iJ. 


^)    Voor  ooeyen  ^  is  2  het  eerste  der  bedoelde  priemgetallen. 
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De  Yoorafgaande  stelling  ib  blgkbaar  eene  uitbreiding  van  de 
bekende  eigenschap  der  getallen  yan  Bernoulli ,  die  door  Staudt 
en   door  Clausen  werd  gevonden.    Voor  a  =  0 ,  6  =  1  wordt 

C9«(0)  =  (-  1)— iB« 


en  men  yindt 


B.^(-l).(l  +  ïi), 


waarbg  de  som  nu  betrekking  heeft  op  alle  priemgetalleo  >  2 , 
die  Yoldoen  aan  de  voorwaarde ,  dat  h  —  1  deelbaar  is  op  2m. 
Uit  het  voorafgaande  zgn  nog  eenige  verdere  gevolgtrek- 
kingen te  maken.    De  beide  vergelijkingen 


iyfü-i  I  |p /«i\  y* 


e»»  _  1  1       \bl  kl 

geven  na  eenige  herleiding 


*i^3T=^'' -''•>-'- 4^ w+r) x-ff' 

en  daar  yolgens  de  bewezen  stelling 

o.,.(|)^c,„(ïi). 

besluit  men,  dat  in  de  ontwikkeling 

de  coëfficiënt  gi  na  vermenigvuldiging  met  A;  -f-  1  een  geheel 
getal  moet  opleveren.  Ten  aanzien  dezer  coëfficiënten  gt  is  nog 
iets  anders  te  vinden.    Men  heeft 

e^if  —  ««ly  e^uf  -f-  «(«i  +  ^)y  +  . . .  é(*  -  ^)y 

y*=*Dy=o-^i;— r  =  *^^=«l+e^  +  e»^  +  ...e(*-i)^ 

en  daaruit  volgt 

Ai 

waarin  At  een  geheel  getal  beteekent. 
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Op  deze  wgze  is  ten  aanzien  der  ontwikkeling 

waarin  a  en  a^  elk  Toor  zich  ondeelbaar  zijn  met  b ,  de  volgende 
uitkomet  verkregen: 

De  coëfficiënt  gt  is  geheel,  wanneer  &  -f- 1  ondeelbaar  is 

met  h.    Yoor  de  andere  coëfficiënten  bestaat  het  gebroken 

gedeelte   nit  breuken,    wier  noemers  gemeenschappelgke 

deelers  zijn  van  A;  -|-  1  en  van  h^, 

Yoor  a,  =  O  kan  men  weder  invoeren  de  functie  van  Bernoulli 


"[^ 


Yoor  deze  functie  geldt  dan 
als  &  en  X;  -f- 1  onderling  ondeelbaar  zjjn. 


en  verder 


B7b,  F2h,  8h 


DE  CENTRALE  BEWEGING  EN  DE  PÜNCTIÊN  VAN  WEIERSTRASS, 


G.  SCHOUTEN. 

(Delft.) 


De  verschillende  gevallen  van  centrale  beweging,  die  in 
deel  XIII  van  dit  tijdschrift  behaodeld  zijn  door  middel  van  de 
elliptische  functien  van  Legendre  en  Jacobi,  laten  zich  natuurlijk 
ook  uitwerken  in  functien  van  Weierstrass. 

Daar  deze  in  haar  soort  de  eenvoudigste  functien  zijn,  is 
het  te  voorzien,  dat  de  toepassing  er  van  aaomerkelijke  voor- 
deden zal  opleveren. 

Inderdaad  springt  dit  reeds  in  't  oog  uit  het  voorbeeld ,  dat 
ik  hier  ga  behandelen ,  en  waarbij  de  beweegkracht  standvastig 
wordt  ondersteld,  zoowel  door  den  meer  geleidelijken  en  daar- 
door meer  gemakkelgken  gang  van  het  onderzoek,  als  door  de 
meerdere  doorzichtigheid  der  formules. 

In  deel  XIII  heb  ik  do  differentiaalvergelijkingen  van  de 
centrale  beweging  gebracht  onder  den  volgenden  vorm: 

dr  _^^ 

K(2U  +  A)r»-(?  ~ 

±1  dt  =  \du     )     .    .    .    .    (A) 

du 
±d0  =  XG— 
r 

U  stelt  hierin  voor  de  krachtfunctie;  4C  de  sectorsnelheid; 
Ih  de  totale  energie  van  het  bewegend  punt,  welks  massa 
gelijk  één  gesteld  wordt;  dO  is  de  differentiaal  van  den  hoek, 
door  den  voerstraal  van  het  punt  beschreven  en  dt  de  diffe- 
rentiaal van  den  tijd;  r  is  de  lengte  van  den  voerstraal  van 
't  punt ;  u  de  nieuwe  veranderlijke ,  die  in  de  plaats  van  r 
treedt  en  A  een  nog  te  bepalen  standvastige. 
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Is  de  kracht,  die  op  het  bewegende  punt  werkt,  a,  dan  is 
de  krachtfunctie  U  =  ar,  en  de  difFerentiaalvergelijkiogeQ  (A) 
gaan  oyer  in 

dr 

V2ar^  +  hr'—G^  ~  ^^^ 

±dt=\du     )     .     .     .     .     (B) 

du  ' 
±  d»  =  AC— 
r 

Om  deze  te  integreeren,  stellen  we 


r  =  p«--; 


dan  gaat  V2ar^  +  hr^  —  C^  oyer  in 
dr  du 


waann 


--(èf. 


2C« 

93 


2C^  _  IJlY 

a        \3al 
zijn.    De  discriminant  dt.  =  g^  —  ^Tt/g'  gaat  hier  over  io 

Stellen  we  verder  — -  =  na ,   dan  is  p'^a  = . 

6a  a 

Voor   a  >  O   en    A  >  O   is   pa  >  O ,   p'^a  <  O ,   bijgevolg 

ligt   pa   tusschen    ei    en    e^^    de   beide   grootste    wortels    van 

h 
p'^u  =  0.    Derhalve  moet  in   dit  geval  -— -  r=  p  (w  -f-  ia)   ge- 

steld  worden. 

Is  a  >  O  en  A  <  O,  dan  is  «73  >  O,  dus  ook  e,?  cl®  eenige 
bestaanbare  wortel  van  p'^u  =  O ,  positief.  Omdat  p'^a  negatief 
is,  moet  a  in  p(a)  den  vorm  ib  aannemen. 
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We  hebben  dus  de  yolgende  differentiaalyergelgkiDgen  t 
a  >  O,  A  >  O,  a  >  O,  A  <  0. 

r=pu  —  p{ü)  +  ia)      \  r=:pu-pia 

Viadt=(pu  —  p(w+ia))du\  .^     VJadt=^(pu  —  pia)du\ 

pu-'piia^'  %a)      ]  pu  —  pia 

In  't  geval  (C)  heeft  r  de  minimum- waarde  pw  —  p{to'\-ia) 

of  fi  —  —   Yoor   tl  =  üi ;   dit   is   dus   de  perihelium-afstand. 

Worden  ^  en  0  gerekend  yan  het  oogenblik ,  dat  het  punt  het 
perihelium  yan  de  baan  passeert,  dan  zijn  de  integraal- 
vergelijkingen van  (C): 

a  >0,    A  >0. 
r  =  pu  —  p(w  +  %a) 
V^t  =  Ju  —  Jw  +  (w  -  w) p(w  +  ia) 

1    cr(u4-w  +  ta)      (r( — ia)         _,  .„,     ,   .  vl 

a(M— w  — ta)    (r(2üi  +  ia)  ] 

Yoor  u  =  O  worden  r  en  ^beiden  oneindig  groot,  terwijl  dan 

O  gegeven  wordt  door  Oi  =  Ig     /^     .    .  x  +  2w  2^(w  +  fa)  = 

=  i  ((2n  +  l)ir  —  2ai|  -  2wfa  +  iéi  -^^^=\  • 
\  fi  +jpa/ 

De  baan  heeft  dus  twee  asymptoten ,  welke  door  het  centrum 

—  p'a 

gaan  en  een  hoek  29  =  4atï  +  ^^^K<^  —  2«ii  —  ,  -    insluiten. 

f,  +pa 

In  't  geval  (D)  bereikt  r  de  minimum- waarde  pw^  —  pia  of 

h_ 

6a 

het  oogenblik,   dat  het  punt  het  perihelium  passeert,  dan  zijn 

de  integraalvergelijkingen  van  (D): 

a  >0,    A  <  O 

r=pu  —  pia 

Viat  =  ZU  -  Z^2  +  (^  —  W2)P«*ÖÏ  .     ^ 

fÖ  =  Ig  -7 — —ri  .  — T"^ r{  —  2  (w  —  Wa)  ?»a 

17 


f 2  —  ^r-  voor  t<  =  ü»2.   Worden  ook  hier  ^  en  ö  gerekend  van 
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Yoor  u  =  0  worden  rent  beiden  oneindig  groot,  terwijl  dan  O  ge- 
vonden wordt  uit 

De  baan  heeft  du8  twee  asymptoten ,  welke  door  het  centrum 
gaan  en  een  hoek  2B  =  4afi2  +  i^2Z(^  insluiten. 
Het  bijzondere  geval  a  >  O ,  A  =  0. 

«2  -  '3  -  -   2  f.  -  -  -3- \2a,i  -  ^  6a' 
ir  jr«         1    /  ir  \*  »* 

^«  =  2.'^^*-2;;.+  3y"'  ^"  =  "=12;;' 

au  =  «•  \»-/  —  Sin  --  ; 
ir  ^w 

p  (o,  + .«)  =  A  =  1  (jl)'=  (^)7— ^ 


sin»  —  («  +  «») 


dus 


8ia«^(«ü  +  ia)  =  i;  C08«^(w  +  ta)  =  —  i. 
Hierdoor  gaan  de  integraalvergelijkingen  (E)  over  in 

1. 
"3 


\2w/  I    .  ,  irM 
\        2w 


Kia<  =  —  cot—  +  — - («  -  «) 


ir 

sin  —-  (tt  +  w  +  «^) 

2w  r./  ^    ^ 


iO  =  ]g 2(u  -  w)  ir-  cot--(w  -I-  ia) 

ir  ,  .  ,  Zen         Joi 


sin-— (m  —  tol  —  ta) 

2toi 


=  lg- 
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-         nu        .    .     iru 
K  3  COB  - — |-  *  sin  -— 

K  d  cos »  Bin  -— 

2to  2(ü 


iru 


sm 


vu 


=  »|(2n  +  l)ir--p=-  +  bgtg 


Uf 


1  +2  cos — 

01 


vil 


De  hoek  tusschen  de  asymptoten  is  dus 
„^        2  —  KÏÏ 

Deze  uitkomst  moet  ook  gevonden  worden  door  rechtstreek- 
sche  integratie  van  de  differentiaalvergelijkingen,  welke  in 
dit    geval    zijn,    omdat    2ar^  -|-  *^^  —  C^    ^^^^    overgaat    in 


H^-m-i)- 


dr 


^•hW-i 


Xdu 


dt  =  \rdu 

.  ^  du 
rf0  =  AC       • 
r 

Gaan    we   nu   over   tot  de  beschouwing  van  a  <  O ,  dus  tot 
het  geval,  dat  de  kracht  aantrekkend  is. 
Is  a  <  O,  dan  moet  A  >  O  en  A  >  O  zijn. 
De  differentiaalvergelijkingen  (C)  schrijven  we  nu  als  volgt: 

a<  0. 


ba 


V — {adt  =  [pu  —  -^)^»W 


-^V^-iadÖ=- 


diu 


PK- 


6a 


17* 
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Hieruit  volgt ,  dat  u  van  den  yorm  tv  -f  standyastige  moet 
genomen  in^ orden,  en  wel  van  den  Torm  iv  -f-  f»>^  omdat  r  positief 

moet  blijven.    Stellen  we  weer  =pa,  du8p'^a  = , 

Da  a 

dan  is  pa  <  O  en  |)'^a>0,    bijgevolg  zal  pi   tusschen   de 

kleinste  wortels  e^  en  e,  van  p'^u  ==  O  gelegen  zijn  en  a  van 

den  Torm  w'  +  a  wezen.    De  difFerentiaalvergelijkingen  gaan 

dan  over  in 

r  =  p{iu  +  w)  —  p  (w'  +  a) 
V^adt  =  (p  (iM  4-  oi)  -  p(w'  +  a))du  I 
jg^        -p'W  -^a)du 

p  (iiê  +  w)  -  p  (w'  -f  a) 

r  verkrijgt  voor  iu  =  O  de  maximum-waarde 
pai  -  p  (w'  +  a)  =  e,  -  — 
en  voor  iu  =  c^'  de  minimum-waarde 

p(ai  +  CÉ>')  -  p(ai'  -h  a)  =  e^  —  --• 

De  eerste  is  dus  de  aphelium-afstand ,  de  tweede  de  perihelium- 
afstand. 

Worden  ^  en  0  gerekend  van  het  oogenblik,  dat  een  aphelium 
wordt  gepasseerd,  dan  zijn  de  integraalvergelijkingen: 

a<  0. 
r==p{iU'\'w)  —  p{iJ  +  a) 

_  1  n'u 

Y^i^^t^i^^^iu)^up{w'-{-a)—%n=Ku^-up{i^'+a)'\'-^^^'^=^ 

A  pu —  piio 

i     *«T(a;+tM-a;'~a)    a{up+w'  +  a)  ^  ^ 

Yoor  iu  =  w'  wordt  het  volgende  perihelium  bereikt ;  daartoe 
is  noodig  de  tgd  r,  gegeven  door 

VZZYaT  =  ifi''  +  ^p{w'  +  a)^^  ifl  =  ifi'  +  -^p(^'  +  a), 

terwijl   de   voerstraal   daarbij    een  hoek  8   heeft  beschreven, 
welke  gegeven  wordt  door 
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t  <T  (w  —  a)         9  {w  -\-  w  -\-  o)  * 


f  f    \  2  ^2  —  pa/ 


De  baan  is  dus  geregeld  gegolfd ,  de  afstand  van  't  perihelium 

i*  ^2  —  "^"j  di®  '^*'*  ^ö*^  aphelium  «i  —  -— • 
6a  Da 

Het  bgzondere  geval  A  =  0. 

Dan  is  5^3  =  —  <  O ,  dus  e^  >  O,  bijgevolg  f^  r=  f,  =  —  ^e^, 
a 

De   perihelium-   en   de   aphelium-afstanden    worden    onderling 

gelijk,  de  baan  is  dus  een  cirkel. 

Dit  volgt  ook  uit  de  differentiaalvergelijkingen  (B) ,  welke  in 

dit  geval  overgaan  in 

=  \du 


^^•hën- 


dt  =  \rdu 
du 

de  =  xc— 

r 


Omdat  toch r  negatief  is,  kan  aan  de  eerste  vergelijking 

niet  anders  voldaan  worden  dan  door  r  =  —  — -  =  standvastig. 

oa 


I2a 


OVER  HET  KLEINSTE  GEMEENE  VEELVOUD  VAN  MEER 
DAN  TWEE  GETALLEN, 


E.  D.  J.  DE  JONGH  Jr. 
(Kampen.) 


1.  Bekend  is  de  eigenschap,  dat  het  E.  6.  Y.  van  3  getallen 
gelijk  is  aan  het  gedurig  product  van  die  getallen,  yermenig- 
Yuldigd  met  hun  G.  G.  D.  en  gedeeld  door  het  gedurig  product 
van  de  grootste  gemeene  deelers  dier  getallen,  2  aan  2  geno- 
men. —  Deze  eigenschap  kan  gemakkelijk  bewezen  worden. 

Ook  is  bekend  de  eigenschap,  dat  het  E.  G.  Y.  van  4  ge* 
tallen  gelijk  is  aan  het  gedurig  product  dier  getallen,  yerme- 
uigYuldigd  met  het  gedurig  product  van  de  grootste  gemeene 
deelers  dier  getallen,  3  aan  3  genomen  en  gedeeld  door  den 
G.  G.  D.  dier  getallen,  vermenigvuldigd  met  het  gedurig  pro- 
duct van  de  grootste  gemeene  deelers  dier  getallen,  2  aan  2 
genomen.  —  Het  bewijs  voor  deze  eigenschap  is  eenigszins 
ingewikkelder. 

2.  Nu  doen  deze  eigenschappen  de  vraag  rijzen,  of  men  op 
soortgelijke  wijze  voort  kan  gaan  en  het  vermoeden  is  niet 
ongewettigd,  dat  op  dergelijke  manier  ook  het  E.  G.  Y.  bepaald 
kan  worden  van  5  en  meer  getallen.  Het  onderzoek  hiernaar 
wordt  echter  —  als  men  den  gewonen  elementairen  weg  inslaat, 
die  voor  3  en  4  getallen  gebruikelijk  is  —  reeds  voor  5  getallen 
al  te  ingewikkeld  en  voor  meer  getallen  geheel  onuitvoerbaar; 
het  is  daarom ,  dat  ik  getracht  heb  het  bestaan  van  soortgelgke 
eigenschap  algemeen  aan  te  toonen,  d.  w.  z.  een  algemeene 
formule  te  vinden  om  van  n  getallen  het  E.  G.  Y.  te  bepalen , 
waarvan  de  formules,  die  de  bovengenoemde  eigenschappen 
voor  3  en  4  getallen  uitdrukken ,  slechts  bijzondere  gevallen  zyn. 
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Inderdaad  is  het  mij  mogen  gelukken,  de  navolgende  eigen- 
schap te  yinden  en  de  waarheid  daarvan  aan  te  toonen: 

„Het  K.  O.  Y.  van  n  getallen  is  gelijk  aan  het 
, gedurig  product  dezer  getallen,  maal  het  ge- 
„durig  product  van  de  grootste  gemeene  dee- 
„Iers  van  de  getallen  3  aan  3,  5  aan  5  enz.  ge- 
„nomen  en  gedeeld  door  het  gedurig  product 
„van  de  grootste  gemeene  deelers  van  de  getal- 
„len  2  aan  2,  4  aan  4,  6  aan  6  enz." 


3.    Laat  gegeven  zijn  de  n  getallen 

Ou   öFg,   aj,   .  .  .  •  a». 

Stellen  we  den  G.  G.  D.  van  ai  en  at  voor  door  guj 
verder  het  gedurig  product  van  de  grootste  gemeene  deelers 
van  de  getallen,  k  aan  k  genomen,  door  G*,  het  E.  G.  Y. 
van  de  eerste  n — 1  getallen  door  K^-i  en  dat  van  alle 
n  getallen  door  K»,  dan  wordt  bovenstaande  eigenschap  uit- 
gedrukt door  de  formule 

K  ^ (^i^2^3 .... g») X (g;g;gi ...^q:-') 
GjGiGj . . . .  g: 

voor  't  geval  n  even  is  en  door 

{a.a^o,  ....an)x  (OlOjOl  ....01) 

voor  't  geval  n  oneven  is. 


GilQlG:....G: 


4.    Alvorens  de  waarheid  van  deze  formules  aan  te  toonen, 
zullen  we  eerst  een  hulpeigenschap  bewijzen,  nl. 

jjDe  G.  G.  D.  van  het  K.  G.  F.  van  een  groep  van 
„n  —  1  getallen  en  een  ander  getal  is  gelijk  aan  het  K.  G.  V. 
„van  de  grootste  gemeene  deelers  van  tik  der  n  —  1  getallen 
jfVan  de  groep  en  het  andere  getaV^ 

Of,  met  inachtneming  van  de  aangenomen  notaties: 

jtDe  G.  O.  D.  van  K^-i  m  an  is  gelijk  aan  hei  K.  G.  V. 
jfVan  gu^  g%ni  gin-i  •  •  •  •  S^(»-i)»-" 
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Bewijs.    Eji^iis  deelbaar  door  elk  der  getallen  a,»  a^^ 
"a  >  •  •  •  c^a— 1  en  is  dus  ook  deelbaar  door  gu^  g%nt  gzm  •  •  •  ^(b— !)•• 
a»  is  ook  deelbaar  door  jfu,  (/j,,  jr»^,  .  • .  j^c»-!)». 
En  daar  een  gemeene  deeier  van  twee  getallen  deelbaar  ia 
op  ban  G.  G.  D.,  is  de  G.  G.  D.  yan  E«.i  en  a«  een  gemeen 
Teelvoud   van   jfu,  g%n,  g%»^  ...  ?(.-!)«..    Blgft  nog  over  te 
bewgzen,   dat   deze   G.  G.  D.  van  E».i  en  a»  het  kleinste 
gemeene  veelvoud  is  van  gut  g%»^  guj  ...  i'i» -Di- 
stellen we  daartoe: 

^i  =  guX  ai]  ^2  =  jr»,,  X  Oa  ;  .  .  .  .  dn-i  =  <7(ji-i)i»  X  a,-i, 

dan  kunnen  we  (omdat  E»^i  en  a»  beide  deelbaar  zyn  door 
guy  gui  gzn  •  •  • '  ^(n-Dn)  zeggen: 

K»_i  =  (K.  G.  V.  van  jfu,  gu,  ys»  • .  • .  <7(«-i)ii) 

vermenigvuldigd  met  een  zekeren  factor  (i 
en 

Qn  =  (K.  G.  V.  van  gu^  g%n}  g% ^(«-d») 

vermenigvuldigd  met  een  zekeren  factor  a*. 

Of,  als  we  het  K.  G.  V.  van  jfu,  jfg»,  g^n g{n  -i)«  Voor- 
stellen door  E(M.i): 

E.-i  =  E(.-.i)X/3 
en 

a»  =s  E(«  _  1)  X  Om* 

Omdat  nu  E(,-i)  alle  factoren  van  gx^^  g%H,  gz» ffiM-iu 

bevat  maar  geen  andere,  bevat  /3  enkel  factoren,  die  voor- 
komen in  ot ,  02,  03 ...  .  Ok_i  en  geen  andere. 

o»  daarentegen  bezit  geen  enkelen  factor,  die  voorkomt  in 
oi,  oa,  03  .  .  .  .  o»-.!,  want  indien  b.v.  at  en  o»  een  factor 
gemeen  hadden,  zou  de  G.  G.  D.  van  at  en  a»  niet  gn  z|JD) 
maar  gkn  vermenigvuldigd  met  dien  factor. 

/3  en  On  zgn  dus  onderling  ondeelbaar  en  hieruit  volgt  de 
waarheid  van  de  hulpeigenschap: 

De  G.  G.  D,  van  Kn^i  en  On  is  K^n-^iy 

5.  Na  deze  uitweiding  keeren  wij  terug  tot  onze  eigenschap, 
in  §  2  genoemd  en  in  §  3  geformuleerd,  en  gaan  nu  aantoo- 
nen,  dat  als  deze  eigenschap  waar  is  voor  n  —  1  getallen,  zij 
ook  doorgaat  voor  n  getallen. 
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Nemen  we  nu  Toor  een  oogenblik  aan ,  dat  de  waarheid  van 
onze  eigenschap  bewezen  ia  Toor  de  getallen 

"i »   "a»  "3  •  •  •  •  o»— 1> 
dat  dus  bewezen  is 


K._i  = 


(ff,a,a3 ....  a._i)  x  (GJ_,G!|_,GLi  •  •  •  •  G:=i) 


g2_,gj_,g;_i....g:z? 

waarbij  —  zonder  dat  dit  aan  de  algemeenheid  te  kort  doet  — 
n  even  ondersteld  is,  en  waarbij  voor  nu  en  't  vervolg  wel  in  't  oog 
gehouden  moet  worden,  dat  even  als  bij  K.^i  ook  bij  Qn^i 
de  aanwijzer  n  —  1  niet  ziet  op  n  —  1  willekeurige  getallen 
uit  de  gegevene ,  maar  wel  degelijk  op  de  eerste  n  —  1  ge- 
tallen —  nemen  we  nu,  zeg  ik,  deze  formule  als  bewezen  aan, 
dan  krijgen  we  K»  door  het  E.  G.  Y.  te  zoeken  van  E»^i 
en  On  en  dit  is  gelijk  aan 

E».i  X  a»  gedeeld  door  den  G.  G.  D.  van  Km~i  en  a^. 

Volgens  de  hulpeigenschap  van  §  4  is  echter  deze  G.  G.  D. 
gelijk  aan  E(n-i),  zoodat  we  hebben: 

E.«ixa, 
E«  =  -^= 

Indien  de  formule  voor  Em-.i  waar  is,  hebben  we  analoog 
(indien  we  door  G^^li  voorstellen  het  gedurig  product  van  de 
grootste  gemeene  deelers  van  ^u,  ^3»,  ^s»  •  •  •  •  «/(«.d»,  k  aan  k 
genomen) 

^        _  iifugugz y(.-i).)  X  (GlfLiGi'l..Gi?L, ....  Gjr j>) 

^  '-''  -  Gi'LiGil.GlfL, ....  GiTi" 

De  formule 

E«-i   X  Gn 
^"~"^R^ 

gaat  dan  over  in: 

(aiaa^3  ...an)x  (G^^.Gj^.GLi  >  >  -  OIZ]) 
•       .  G^,Gi.,GL,...G:z?  "" 

G?L,QL*L,Q^i..-Qi-rf> 


(^ugugu . . .  i7(.-i)«)  X  (QZiQ':ii  •  •  •  Q':ii'o^:ii') 
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6.    Laat  ons  trachten  deze  formule  te  herleiden. 
De  O.  G.  D.  Tan  de  m  getallen 

Okf  Oij  at  •  •  •  Op  en  a« 

is  dezelfde  als  de  O.  G.  D.  yan  de  m  —  1  getallen 

m.  a.  w.  de  G.  G.  D.  van  m  getallen,  waaronder  a»  Toorkomt, 
is   dezelfde   als  de  G.  O.  D.  van  m —  1  getallen,  die  —  elk 
op   zijn   beurt   —   weer  de  grootste  gemeene  deelers  zijn  yan 
a»  en  elk  der  andere  getallen. 
De  grootste  gemeene  deelers  van  de  getallen 

^M    ^a»   ^3  •  •  •  •  ^«» 
3  aan  S,  4  aan  4,  5  aan  5,  ....  m  aan  m  genomen,  krijgt 
men  dus  door  bg  de  grootste  gemeene  deelers  van 

^n   ^2»   öfj  •  •  •  •  ö««i, 
3  aan  8,   4  aan  4,   5   aan   5,  ....  m  aan  m  genomen,   te 
voegen  de  grootste  gemeene  deelers  van 

9u,  g$Hi  gin '  '  '  -  g(H-i)ni 

2  aan  2 ,  3  aan  3 ,  4  aan  4 , ....  m  —  1  aan  m  —  1  geno- 
men,  dus  ook: 

Sohrijren  we  nu  de  in  §  5  voor  E.  gevonden  formule  als 

^  (a.g,q, .  ■ .  g.)  X  (GÜ.iGf.Q  x  (GLi01.*LiJ  x  ■ . .  x  (G;ziGSTi'^ 

"     (G;_iXy,,5r,....y(,_i,.)x(G.^iQ<«2,)x(GLiGlflOx...x(G:z?G|:!:t')G';: 

passen   we  hierop  de  zooeven  genoemde  formule  voor  G"  toe 
en  houden  we  tevens  in  het  oog,  dat 

öiTi"  =  g:, 

dan  krijgen  we: 

(ajöToag  .  .  .  o,)  X  (QJGJG^  . .  Gr  O 


K«  = 


GÏGlGÏ  .  . .  G! 


En  hiermede  is  bewezen,  dat  als  onze  eigenschap  waar  is 
voor  n  —  1  getallen,  zij  ook  doorgaat  voor  n  getallen. 

Nu  weten  we,  dat  ze  geldt  voor  3  getallen;  door  het 
vorenstaande    betoog    is  thans  uitgemaakt,   dat  ze  ook  geldt 
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voor   4,    5  •  .  •  .,  in   één  woord  yoor  een  willekeurig  aantal 
getallen. 

Bovenstaande  eigenschap  uit  de  Rekenkunde,  waarvan  — 
voorzoovcr  ik  weet  —  nergens  melding  wordt  gemaakt  en  dié 
dus  vóór  dezen  niet  bekend  schgnt  geweest  te  zijn,  is  misschien 
belangrijk  genoeg  om  haar  niet  der  vergetelheid  prijs  te  geven ; 
vandaar,  dat  ik  mij  veroorloof  haar  langs  dezen  weg  in  wijderen 
kring  bekend  te  maken. 


K14c,  e  a,  g 


DE  OPVULLIHG  DER  RUIMTE  DOOR  REGELMATIGE  EN  HALF- 
REGELMATIGE  LICHAMEN. 


F.  J.  VAES. 

(Rotterdam.) 


1.  Men  denke  de  ruimte  opgevuld  door  kuben  van  gelijke 
afmeting ,  welker  zijvlakken  elkander  twee  aan  twee  Tolkomen 
bedekken  y  en  beschouwe  acht  van  zulke  kuben ,  die  éen  hoek- 
punt gemeen  hebben,  en  die  dus  een  kubus  yullen  yan  de 
dubbele  afmeting. 

Als  nabij  het  gemeenschappelijk  hoekpunt  elk  van  deze  acht 
wordt  afgeknot  door  een  plat  vlak,  dat  van  de  ribben  even- 
groote  stukken  afsnijdt,  dan  sluiten  de  acht  zijvlakken  een 
regelmatig  achtvlak  in. 

Bg  elk  hoekpunt  van  elk  der  kuben  kan  men  die  afknotting 
volvoerd  denken. 

Denkt  men  de  afgesneden  stukken  van  nul  af  grooter  wordend, 
dan  komt  er  een  oogenblik,  dat  elk  der  kuben  is  overgegaan 
in  het  half-regelmatige  lichaam  ^  9  8  0 1  ^^^  ^^^  ^^  ruimte  op- 
vult met  behulp  van  regelmatige  achtvlakken. 

Daar  van  eiken  kubus  acht  stukjes  afgaan,  die  samen  een 
achtvlak  kunnen  vormen,  sgn  er  evenveel  achtvlakken  aan- 
wezig als  lichamen  ^,  8. 

2.  Groeien  de  afgesneden  stukken  aan  tot  de  helft  der  ribbe 
van  den  kubus ,  dan  zgn  andere  half-regelmatige  lichamen  ont- 


<)    Dete  noUtie  is  ingeToerd  in  de  Congrasleiing  tu  Afiril  1899.    Zij  betee- 

kent  dat  de  kubus  ,6-TUk]  wordt  afgeknot  door  een  Tegelina%  S-vlak  op  —  der 

ribben ,  waarbij  •  niet  gelijk  2  of  3  is ,  ntaar  een  onmeetbaar  getal  dat  berekoHi 
moet  worden. 
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staan ,  namelgk  f ,  |  (waarvan  de  hoekpunten  de  middelpunten 
zijn  van  de  zyylakken  Tan  een  ruitentwaalfvlak) ,  welke  dus 
eveneens  met  behulp  van  een  gelgk  aantal  achtvlakken  de 
ruimte  opvullen.  Telkens  twee  achtvlakken  hebben  een  hoek- 
punt gemeen,  terwijl  de  hoofddiagonalen,  door  dat  hoekpunt 
gaande,  in  elkanders  verlengde  liggen. 

3.  Bij  verder  aangroeien  van  de  afgesneden  stukken,  dringen 
twee  zulke  achtvlakken  in  elkander,  zoodat  elk  ervan  wordt 
afgeknot  tot  een  veertien vlakkig  lichaam,  begrensd  door  vier- 
kanten en  (niet-regelmatige)  zeshoeken,  terwijl  ook  elk  der 
kuben  overgaat  in  een  veertienvlakkig  lichaam,  begrensd  door 
vierketnten  en  (niet-regelmatige)  zeshoeken. 

Een  zijde  van  een  op  een  afgeknot  achtvlak  gelegen  vierkant 
is  ook  zijde  van  een  op  een  afgeknotten  kubus  gelegen  zeshoek, 
en  omgekeerd,  zoodat  als  de  op  een  achtvlak  gelegen  vier- 
kanten ,  door  aangroeiïng  der  van  de  ribben  van  den  kubus  af- 
gesneden stukken,  evengroot  zijn  geworden  als  die  van  den 
kubus,  de  zeshoeken  op  de  achtvlakken  zoowel  als  die  van  de 
kuben  gelijke  zijden  zullen  hebben;  en  dus  (wegens  de  sym- 
metrie) regelmatig  zullen  zijn. 

Blijkbaar  zijn  nu  de  veertienvlakkige  lichamen  6,  §  aan- 
wezig, waarmede  Lord  Kelvin  de  ruimte  opvulde  {Nature  ^ 
April  1894),  en  waarvan  het  aantal  dus  gelgk  is  aan  tweemaal 
het  oorspronkelgk  aantal  kuben.  Daaruit  volgt  onmiddellijk, 
dat  de  inhoud  van  zulk  een  lichaam  de  helft  moet  zijn  van 
den  kubus,  waarin  het  geplaatst  is'). 

4.  Door  verdere  aangroeiïng  van  de  afgesneden  stukken  kan 
men  elk  der  vierkanten  op  de  kuben  doen  inkrimpen  tot  een 
punt,  zoodat  van  eiken  kubus  alleen  het  ingeschreven  achtvlak 
is  overgebleven,  doch  dan  zgn  de  veertienvlakkige  lichamen, 
die  uit  de  achtvlakken  ontstaan  waren,  aangegroeid  tot  de 
halfregelmatige  $,  $. 

5.  Door  nog  verdere  aangroeiïng  ontstaan  weer  (kleinere) 
achtvlakken  met  de  halfregelmatige  lichamen  ^9  ^i  ^^  ^'^  ^^^ 


1)    Men  zie  de  Yeralagea   der  Kon.   Acad.  van   Wet.    1894/95  deel  III  en 
Nieuw  Archief,  2r  reeks,  4«  deel, 
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de  achtvlakken  tot  een  punt  laat  afnemen,  verkrggt  men  weer 
een  opvulling  met  kuben,  zoodanig  dat  de  hoekpunten  vallen 
in  de  middelpunten  der  oorspronkelijke,  en  omgekeerd. 
Men  heeft  dus  achtereenvolgens  ruimte-opvulling  door: 

L  p  kuben. 

II.  p  lichamen  ^9  ^  +  P  achtvlakkeo. 

ni.  p  lichamen  $ ,  f  +  p  achtvlakken. 

lY.  2/7  lichamen  6,  f. 

V.  p  achtvlakken  +  p  lichamen  f,5. 

VI.  2?  achtvlakken  +  p  lichamen  ~,  8. 
VII.    p  kuben. 

6.  Uit  de  in  No.  2  aangegeven  opvulling  van  achtvlakken 
met  lichamen  f ,  |  is  onmiddellijk  een  andere  opvulling  af  te 
leiden. 

Als  men  namelijk  de  hoekpunten  van  een  der  laatstgenoemde 
lichamen  met  het  middelpunt  ervan  verbindt,  en  door  twee  opeen- 
volgende verbindingslgnen  vlakken  brengt,  dan  verdeelen  deze 
het  lichaam  in  acht  viervlakken  en  zes  vierzijdige  pyramiden, 
waarvan  alle  ribben  even  groot  zijn  (namelijk  gelijk  aan  de 
halve  oppervlak-diagonaal  van  den  oorspronkelijken  kubus), 
zoodat  de  viervlakken  regelmatig  zijn,  en  telkens  twee  vier- 
zijdige pyramiden  van  twee  aan  elkander  sluitende  lichamen  f,  \ 
te  samen  een  regelmatig  achtvlak  vormen. 

Blijkbaar  is  de  ruimte  dus  op  te  vullen  met  achtvlakken  en 
viervlakken.  Daar  eerst  p  lichamen  §,  f  aanwezig  waren  en 
p  achtvlakken,  en  elk  der  eerstgenoemde  lichamen  acht  vier- 
vlakken levert,  en  zes  halve,  dus  drie  geheele,  achtvlakken, 
zullen  er  aanwezig  zgn  4p  achtvlakken  en  8/)  viervlakken. 

7.  Ten  einde  de  voorstelling  te  verduidelijken,  denke  men 
een  plat  vlak  (gemakshalve  horizontaal),  opgevuld  met  vier- 
kanten van  dezelfde  afmetiog,  zoodanig  dat  de  ribben  door- 
loopende  lijnen  vormen ,  en  beschouwe  de  zijden  dier  vierkanten 
als  ribben  van  regelmatige  achtvlakken ,  dan  hebben  dus  telkens 
vier  van  die  achtvlakken  één  hoekpunt  gemeen ,  terwijl  telkens 
twee  hoofddiagonalen  in  elkanders  verlengde  vallen. 
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Men  zal  dan  een  vjjfde  en  een  zesde  achtvlak  zóó  kunnen 
plaatsen ,  dat  een  hoekpunt  samenvalt  met  het  gemeenschappe- 
ïyke  hoekpunt  der  eerste  vier,  terwgl  zij  telkens  een  ribbe 
gemeen  hebben  met  een  van  die  vier. 

De  Toorstelling  is  misschien  nog  eenvoudiger,  als  men  zich 
een  aantal  achtvlakken  naast  elkander  geplaatst  denkt  als  aan- 
gegeven ,  dus  zoodanig  dat  een  plat  vlak  opgevuld  wordt  door 
vierkanten,  gevormd  door  telkens  vier  der  ribben  van  de 
achtvlakken,  en  nu  een  tweede  dergelijk  samenstel  op  het 
eerste  legt,  zoodanig  dat  de  hoekpunten  der  achtvlakken,  die 
zich  onder  het  tweede  horizontale  vlak  bevinden,  samenvallen 
met  de  hoekpunten  der  vierkanten  in  het  eerste  vlak  ,  en  omge- 
keerd de  hoekpunten  van  de  achtvlakken  boven  het  eerste 
vlak ,  komen  in  de  hoekpunten  der  vierkanten  van  het  tweede 
vlak.  Het  valt  onmiddellijk  in  het  oog,  dat  tusschen  twee  acht- 
vlakken van  het  eerste  samenstel,  en  twee  van  het  tweede, 
welke  twee  aan  twee  een  ribbe  gemeen  hebben,  een  ruimte 
overblijft,  begrensd  door  één  zijvlak  van  elk  der  vier  acht- 
vlakken; en  dus  blgkbaar  van  den  vorm  van  een  regelmatig 
viervlak. 

8.     De  opvulling  der  ruimte  door  achtvlakken  en  viervlakken 


FigL 


blijkt  ook  uit  een  projectieteekening  (fig.  1),  waarin  de  ge- 
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arceerde  achtvlakken  bigkbaar  niet  aansluiten  tegen  de  andere, 
doch  ruimten  openlaten  yan  den  Yorm  Tan  fig.  2. 


0 


Fig  2. 


9.  Denkt  men  elk  yiervlak  verdeeld  in  vier  driezijdige 
pyramiden,  die  het  middelpunt  van  het  viervlak  als  top  en  de 
zijylakken  als  grondvlak  hebben,  dan  blijkt,  dat  tegen  elk 
achtvlak  acht  zulke  vierdedeelen  van  een  viervlak  aansluiten, 
zoodat  bij  elk  achtvlak  twee  viervlakken  behooren ,  zooals  reeds 
in  No.  6  op  andere  wijze  was  aangetoond. 

(In  het  algemeen  als  />-vlakkige  lichamen  met  j-vlakkige  licha- 
men de  ruimte  opvullen,  zoodanig  dat  elk  zgvlak  van  een  p-vlak 
aansluit  tegen  een  zijvlak  van  een  j-vlak,  en  omgekeerd,  dan  is 
de  verhouding  van  het  aantal  p-vlakken  tot  het  aantal  j-vlakken 
als  p  :  q.  Als  van  de  p-vlakken  telkens  r  zgvlakken  aansluiten 
tegen  andere  p* vlakken ,  en  dus  slechts  (p  —  r)  zijvlakken  tegen 
9* vlakken,  dan  is  de  bedoelde  verhouding  als  (p  ~r)  :  q.  Enz.) 

10.  Zoowel  uit  de  laatstbesproken  opvulling  der  ruimte  door 
achtvlakken  en  viervlakken  als  uit  de  oorspronkelijke  opvulling 
door  kuben,  is  een  andere  ruimtevulliog  af  te  leiden,  die 
(meetkundig)  gesteld  kan  worden  naast  die  van  Lord  Kelvin, 
namelijk  door  ruitentwaalf  vlakken. 

Want  elk  achtvlak  vormt  met  de  acht  daaraan  grenzende 
vierdedeelen  der  viervlakken  eenrl2,  zooals  gemakkelijk  blijkt 
als  men  het  rl2  beschouwt  als  omhullende  van  het  achtvlak  '). 


^}    Men  zie  de  vermelde  Congreftlezing  en  de  brochure  „Het  onderling  verband 
der  regelmatige  lichamen  en  twee  der  half-regelmatige.'*    Leiden    Sythoff    1899 
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11.  Daar  het  rl2  ook  te  verkrijgen  is  door  omhulling  Tan 
een  kubus ,  zal  men  ook  van  een  beschouwing  van  een  ruimte- 
opvulling door  kuben  kunnen  uitgaan.  Denkt  men  tegen  elk 
der  zg  vlakken  van  een  kubus  een  even  groeten  kubus  geplaatst , 
dan  zgn  de  hoekpunten  van  den  eersten  en  de  middelpunten 
van  de  zes  andere  de  hoekpunten  van  een  rl2.  Dergelgke 
samenstellingen  van  zeven  kuben  denke  men  zoo  geplaatst  dat 
twee  kuben  van  een  der  samenstellingen  samenvallen  met  twee 
van  eene  andere.  De  middenkuben  komen  dan  zoo  te  staan, 
dat  telkens  twee  een  ribbe  gemeen  hebben,  en  de  diagonaal- 
vlakken  door  de  ribbe  samenvallen. 

Om  elk  der  zes  aansluitende  kuben  van  een  samenstel  liggen 
dus  zes  middenkuben.  Denkt  men  zich  de  middenkuben  in 
hun  geheel,  en  de  andere  kuben  verdeeld  in  zes  regelmatige 
pyramiden ,  waarvan  de  zgvlakken  grondvlakken  zgn ,  dan  blijkt 
daaruit  de  opvulling  der  ruimte  door  rl2. 

12.  Het  voorgaande  is  korter  te  zeggen,  wanneer  men  de 
benamingen  invoert: 

aanliggende  j  omliggende  en  aangrenzende  kuben  voor  de 

zesj  tvoaalf  en  acht  kuben,  die  in  een  ruimtevulling  door 
kuben  met  een  gegeven  kubus 

een  zijvlak  ^  een  enkele  ribbe  of  een  enkel  hoekpunt  gemeen 
hebben. 

Want  dan  kan  men  het  in  No.  11  vermelde  als  volgt  in 
woorden  brengen: 

Omhult  men  een  der  kuben  van  een  ruimteopvulling,  en  de 
twaalf  omliggende;  daarna  de  omliggende  van  elk  der  laatst- 
genoemde twaalf,  enzoo voort,  dan  wordt  elk  der  aanliggende 
kuben  in  zes  deelen  verdeeld  zonder  eenig  overschot. 

(De  kuben,  die  hierbg  als  aanliggend  beschouwd  worden, 
zgn  ten  opzichte  van  elkander  aangrenzend.) 

Duidelgk  blijkt,  dat  in  de  middelpunten  der  aanliggende 
kuben  zes  rl2  samenkomen,  terwgl  in  de  hoekpunten  der 
omliggende  vier  van  lichamen  aaneensluiten ,  doordien  zulk  een 
hoekpunt  tot  vier  omliggende  kuben  behoort. 

13.  Op  nog  twee  andere  wijzen  kan  men  de  opvulling  der 
ruimte  door  rl2  aantoonen.  Vooreerst  door  op  te  merken, 
dat   als   men    twee   rl2  tegen   elkander  plaatst,   zoodat  twee 
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zgylakken  samen valleki ,  op  elke  ribbe  van  dié  zgVUkkeii  nog  een 
hoek  Tan  120^  overblijft  (daar  de  standhoek  tab  het  rl2  120^ 
is),  waarin  duB  een  derde  rl2  kan  geplaatst  Worden ,  zoodanig 
dat  twee  zijylakken  ervan  samenvallen  met  een  zgvlak  van  het 
eerste  en  een  zijvlak  van  het  tweede. 

Ten  tweede  kan  men  het  rl2  zóo  projecteeren  op  drie  onderling 
loodrechte  vlakken ,  dat  de  drie  projecties  vierkanten  sgn  met  de 
Ignen,  die  de  middens  der  overstaande  zgden  verbinden  (fig.  8). 


Fig.  3. 


Plaatst  men  vier  rl2  tegen  elkander,  zoodat  elk  ervan  éen 
zijvlak  gemeen  heeft  met  twee  andere  en  éen  hoekpunt  met  een 
vierde»  dan  kunnen  een  vijfde  en  een  zesde  rl2  zoodanig  ge- 
plaatst worden,  dat  éen  hoekpunt  in  het  eerstgenoemde  hoekpunt 
valt,  en  de  vier  zijvlakken  samenvallen  met  een  zgvlak  van  elk 
der  eerste  vier  rl2,  zooals  onmiddellijk  blgkt  uit  de  aroeering. 

14.  Terwgl  het  rl2,  en  het  lichaam  6,  |  de  eenige  half- 
regelmatige  lichamen  zijn,  waarmede  de  ruimte  kan  worden 
opgevuld,  en  een  vijftal  ruimtevullingen  met  twee  soorten  licha- 
men besproken  werden,  kunnen  nog  andere  opvullingen  met 
drie  soorten  lichamen  worden  aangegeven. 

Bg  de  opvulling  door  achtvlakken  en  viervlakken  komen 
in  elk  hoekpunt  zes  achtvlakken  en  acht  viervlakken  samen. 
Knot  men  deze  af  door  vlakken,  die  van  in  éen  punt  samen- 
komende ribben  gelijke  stukken  afsnijden ,  dan  sluiten  deze 
vlakken  het  veertien vlakkige  lichaam  $ ,  §  in  (daar  élk  licht- 
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vlak  een  yierkant,  en  elk  viervlak  een  driehoek  als  grensYlak 
geeft). 

Wordt  de  afknotting  bij  elk  hoekpunt  uitgevoerd,  en  neemt 
men  de  afgesneden  stukken  gelijk  aan  een  derde  Tan  de  ribben , 
dan  gaat  elk  achtvlak  over  in  het  lichaam  6,  f  van  Lord  EeWin, 
en  elk  viervlak  in  het  half-regelmatige  lichaam  ^,  4  (begrensd 
door  vier  driehoeken  en  vier  zeshoeken). 

15.  Om  na  te  gaan  hoeveel  lichamen  van  elke  soort  aan- 
wezig zijn,  merke  men  op,  dat  bg  de  opvulling  door  achtvlakken 
en  viervlakken  het  aantal  hoekpunten  gelgk  moet  zijn  aan  het 
aantal  achtvlakken.  Immers  heeft  elk  achtvlak  zes  hoekpunten , 
en  telkens  zes  hoekpunten  komen  samen,  zoodat  men  van  elk 
achtvlak  éen  hoekpunt  kan  beschonv?en  als  een  punt  van  het 
samenstel,  waarin  vijf  andere  worden  opgenomen  zonder  mede 
te  tellen. 

Daar  er  p  achtvlakken  waren  met  2p  viervlakken,  zullen  er 
nu  zijn: 

p  lichamen  $>  f  +  J'  fiehamen  6,  f  +  2p  lichamen  f,  4. 

18.    Als  men  bij  de  afknotting  de  deel  vlakken  door  de  mid- 
dens  der   ribben   legt,    dan  gaan   de  achtvlakken  over  in  de 
lichamen  §,  |,  en  de  viervlakken  in  regelmatige  achtvlakken, 
zoodat  men  de  opvulling  van  No.  5  terugvindt,  en  wel: 
2p  lichamen  J,  $  +  2p  regelmatige  achtvlakken. 

17.  Wanneer  men  bg  de  opvulling  door  rl2  deze  afknot  tot 
de  halfregelmatige  lichamen  rl2;  |,  6  (begrensd  door  achttien 
vierkanten ,  welke  drie  onderling  loodrechte  gordels  ieder  van 
acht  vierkanten  vormen ,  en  acht  driehoeken) ,  dan  ontstaan  bg 
dé  punten,  waar  zes  rl2  samenkomen,  kuben,  en  bg  de  andere 
regelmatige  viervlakken.  In  eerstgenoemde  punten  komen  slechts 
scherpe  hoeken  van  zijvlakken  samen ,  in  laatstgenoemde  slechts 
stompe  hoeken. 

,  Omdat  elk  rl2  zes  hoekpunten  heeft  waar  scherpe  hoeken 
samenkomen  en  telkens  zes  van  zulke  punten  samenvallen,  zal 
in  verband  met  het  in  No.  11  besprokene  het  aantal  van  die 
hoekpunten  juist  gelijk  zijn  aan  het  aantal  rl2. 

Omdat  elk  rl2  (icht  hoekpunten  heeft,  waarin  stompe  hoeken 
samenkomen,  en  telkens  slechts  vier  daarvan  samenvallen,  zal 
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het  aantal   ?an  sulke  hoekpunten  het  dubbele  zgn   Tan  het 
aantal  rl2. 
Na  de  af  knotting  zal  men  dus  hebben: 
p  lichamen  rl2;  |>  6  +  p  kuben  +  2p  yienrlakken. 

18.  Wanneer  men  yan  6  in  éen  punt  samenkomende  rl2 
twee  OTerstaande  laat  aangroeien,  soodat  seo  in  elkander  drin- 
gen, en  dus  elkander  af  knotten,  dan  yerkrggt  men  eToneeiu 
lichamen  rl2;  f,  6,  die  nu  echter  op  andere  wgse  geplaatst 
sgn  dan  in  het  Toorgaande  geval. 

Om  sdoh  Yoor  te  stellen,  wat  er  van  de  andere  rl2  overblgft, 
is  het  gemakkelgker  sich  acht  afgeknotte  rl2  tegen  elkander 
geplaatst  te  denken,  zoodanig  dat  telkens  twee  kubus-rieirkanteo 
tegen  elkander  sluiten  '). 

Dan  ziet  men,  dat  tasschen  telkens  yier  der  lichamen  een 
kubus  geplaatst  kan  worden ,  waarvan  yier  der  zg?lakken  aao- 
sluiten  tegen  rl2-yierkanten ,  die  met  de  acht  eerste  lichameA 
samen  een  ruimte  insluiten,  waaraan  elke  kubus  een  yierkant, 
en  elk  der  andere  lichamen  een  driehoek  als  grensTlak  geeft, 
en  welke  dus  een  lichaam  J,  f  kan  beyatten. 

Omdat  elk  der  acht  eerste  lichamen  twaalf  kuben  draagt, 
en  elke  kubus  slechts  aansluit  tegen  yier  yan  de  eerste  lichamen, 
moet  bet  aantal  kuben  een  derde  deel  zgn  yan  het  aantal  der 
andere  lichamen. 

Omdat  elk  der  acht  eerste  lichamen  acht  driehoeken  draagt, 
en  elk  lichaam  f,  l  eyeneens,  zullen  er  evenyeel  lichamen  yan 
elke  soort  zgn.    Men  heeft  dus 

p  lichamen  rl2,  f  >  6  +  ^  j>  kuben  +  p  lichamen  |,  |. 


^)  In  elk  syTlak  Tan  een  rl8  kan  men  een  vierkant  beschreven  deokM. 
Tuflschen  telkena  vier  vierkanten  bevindt  lich  dan  een  ander  vierkant,  gelegen 
op  een  kubuavlak  van  het  afknottende  veertienvlakkige  lichaam  van  Lord  Kdvin. 
en  tusaèhen  telkena  drie  vierkanten  een  driehoek,  gelegan  op  een  oetaêder-viak 
van  het  afknottende  lichaam.  De  vierkanten  kan  men  dua  onderscheiden  n 
rl2- vierkanten ,  en  in  kubus-vierkanten.  ZQ  onderscheiden  ach  van  elkander  daar- 
door, dat  elk  rl2*vierkant  begrensd  wordt  door  twee  driehoeken  en  twee  vie^ 
kanten,  en  elk  kubns-vierkant  door  vier  vierkanten. 


R8c 


UEBER  DIE  GESTALT  EINES  SCHWEREN  CYLINDERS,  DER, 

AUF  EINER  HORIZONTALEN  EBENE  ROLLEND, 

TAUTOCHRON  SCHWINOT, 


P.  SCHUH. 
(Göttingen.) 


Die   Bedingung   des   Tautochronismus  bei 
einem  Freiheitsgrad. 

1.   Sei  ^  die  allgemeine  Coordinate,  Y  die  potentielle  Energie, 
die  wir  beide  in  der  Oleichgewichtslage  als  Null  annehmen. 

Die  lebendige  Kraft  T  =  ^^(--^)  wird,  wenn  wir  die  Coor- 
dinate z^  f  Vr^df  einfuhren,  T  =  —  (—I .     Die   endlichen 

Schwingungen  sind  tautocbron ,  wenn  P,  =  —  —  =  —  kz,  d.  b. 
V-rr  =  2f  =  rVr^d^f  Oder  (nacb  ^  differentiiert) : 

P^»  =  2iVr^ (1) 

rfV 

wenn  F^  « bedeutet.    Das  ist  die  geêuchte  Bedingung 

df 

dee  Tautochranismus. 

d^z 
Au8  Pg  s=5  —  kz  folgt  fur  die  Bewegungsgleichnng  —  =  —  tor, 

also  C sin (tVlc)  =  ^  =  l^  oder 


.    2wt 
sm 
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unter  ^  und  c  die  Periode  der  Schwingungen ,  und  die  Geaamt 
energie  verstanden. 


Anwendung  auf  unseren   speciellen   Fall. 

2.  In  der  Fig.  1  hi  dor  Cylinder  geseichnel  in  einer  beliebigen 
Lage  und  in  der  Oleichgewichtalage,  bei  welcher  letzteren  die- 

selben  Buchstaben  benützt 
sind  mit  dem  Index  1  rer- 
sehen.  Sei  G  der  Schwer- 
punkt,  und  weiter 

arc  PA  =  arc  Pi  A,  =  v« 

PB  =  P,Bi=n 

BA  =  B,A,=? 

PG  =  P,G,  =1 

GA  =  G,A,  =  r 

GC  =  y 

P,C  =  X. 

S  und  t|  sind  die  rechtwinkeligen  Coördinaten  eines  Punktes  A, 
der  Umrisscurve  C«,  die  durch  einen  senkrechten  Querschnitt 
des  Cylinders  in  der  Qleichgewichtslage  erzeugt  wird ;  x  und  v 
die  Coördinaten  eines  Punktes  G  der  Schwerpunktscurve  C?. 
Nun  ist: 

r'  =  {s  —  xf  +  y^ (3) 

Weil  die  Bewegung  des  Cylinders  ale  eine  momentane  Bota- 
tion  um  A  aufzufassen  ist,  so  hat  man,  wenn  ^,  der  Winkel 
zwischen  der  Tangente  in  A,  und  der  X-axe ,  als  die  allgemeine 
Coordinate  gew&hlt  wird, 


=^-r 


dy 
d^ 

dx 
d^ 


=  «  —  x 


(*) 


(5) 


-^»(f=l-<—->(4*F 


.  (fi) 
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worm  m  die  Masae,  a  den  TrSgheitsradius  bedeutet.  Di^ 
poteotielle  Energie ,  die  wir  in  der  Gleichgewiohtslage  zu  Null 
anaehmen,  wird 

Y  =  mg(y-l) (7) 

Yermöge  (4)  iat  also: 

dY 
*""*  ^  ~  ^  ^  ~  ""^^^  ~  ^^* 

Au8  (3),  (4)  und  (5)  folgt: 
<ii^     «.X         v/*         \        ,         ^.     «<^»  ,         ^     ^ds  dy 


also: 


"42  =  2^ (8) 


Jetzt  die  Bedingnng  (1)  dee  Tautochronismus  anwendend, 
finden  wir 

g(8  -  xf  =  2k{j,  -  ^(a'  ^  r^ 
oder  n  =  -ƒ-  einfuhrend  (n  hat  die  Dimension  einer  Strecke), 

(fl'  +  y')Cv-0  =  («-^)Mw  +  /-y).   .   .    (9) 

Das   ist   unsere   Hauptrelation  ^   aus  der  wir  cdles    Weitere 
ahleiien  mussen. 
Fur  r  finden  wir  daraus: 

^^a>(y  Q  +  y^ 

n  +  l'-y 

Die  Orosse  n  ^  -^  hat  eine  einfache  mechanische  Bedeutnng; 

sie  ist  namlich  die  halbe  reducierte  Pendell&nge  des  Cylinders, 

wie  roan  sofort  aus  ^  =  77=  =  2ir  ]/—  erkennt  (Gig.  (2)). 

y  k  f  g 

n  und  a  sind  immer  positive  Qrossen;  I  kann  aber  negativ 
werden  z.  B.  Wenn  ein  Cylinder,  der  mit  seinen  beiden  Enden 
auf  zwei   Stücken  einer  Ebene  aufiiegt,  in  seiner  Mitte  ein 
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Pendel  tragi,  wie  Fig.  2  andeudet   Man  überzeugt  aich  Imht, 
dasa  dieser  Umstand  unaere  Formeln  nicht  andert. 


7Z 


Fftjf 


üm  Ztt  finden  wie  G  seine  Bahncurve  C^  durohlauffc,  haben 
wir  Gioichung  (2)  anzu wenden.  Yermöge  (7)  ist,  wenn  y^ii^i 
grösste  Wert  ist,  den  y  erreicht: 


8in 


_|/w<y(y  — 0^i/y-^ 


(11) 


In  dieser  Gleichung  tritt  a  nicht  auf ,  bo  daas  y  sich  ebenso 
mit  der  Zeit  andert,  wie  wenn  a  =  O  und  G  also  als  ein  schwerer 
Punkt  aufzufassen  ist,  der  l&ngs  einer  Cycloïde  schwingt. 


Die    Schwerpunktscurye  C,. 

dy 
3.    Aus  (4)  und  (5)  folgt  s  — •  a:  =  y-^ ;  also  giebt  Gleichung  (9) 

ax 


J^ 


dy . 


(12) 


Das  ist  die  Gleichung  der  Schwerpanktscurye  C^  (die  noch 
auf  elliptische  Integrale  zu  reducieren  ist) ;  n  und  a  sind  positiv, 
sonst  sind  n,  a  und  {  beliebig.  Die  Gestalt  der  Garve  haogt 
nur  Ton  den  Yerhaltnissen  Ton  n,  a  und  /  ab;  ihre  Grosse  ist 
dann  einer  dieser  Grossen  proportional.  Man  sieht  aus  (12), 
dass  y  zwischen  l  und  Z  +  n  gelegen  sein  muss. 

Die    Curve   C,   ist  durch   eine  Quadratur    zu    rectificieren. 
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Aas  (12)   findet  man  fur  die  Bogenlfin^  s,  \aa  sam  Pnnkte 

'"'"'    -=/ï|?fl^-''- •  ■  •  "»' 

Pür  flf  =  O  wird  dies  «,  =  2Vn{y  —  l). 
Anch  der  Erümmungsradius  is  leicht  aus  (12)  zu  bestimmen. 
Man  findet  dafür 

Pür  a  =  O  giebt  das  p  =  2  Vn  (»  +  /  —  y).  In  dem  tie&ten 
Punkte  (y  =  Q  wird  der  Krümmungsradtus: 

"'^"^f <"> 

eine  Formel  die  guitig  bleibt  bei  beliebiger  Oestalt  des  Cylin- 
ders, wenn  n  sich  nur  auf  unendlich  kleine  8chwingungen 
bezieht. 

4.  Ist  a  =  0,  befindet  sich  also  alle  Masse  in  einer  Axe 
durch  den  Schwerpunkt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt , 
in  dem  Schwerpunkt,  so  ist: 


'it-^ 


l         '  ' 


nnd  C^  ist  also  eine  Cycloide ,  deren  tiefster  Punkt  sich  in  der 
Gleichgewichtslage  O]  des  Schwerpunktes  befindet,  w&hrend 
der  Durchmesser  des  erzeugenden  Ereises  gleich  n,  die  erzeu- 
gende  Gerade  y^^n-^-l  ist.  Die  Spitzen  der  Cycloide  haben 
die  Coördinaten  db  ^  irn  und  n  +  2.  Wir  werden  sehen,  dass 
diese  Spitzen  erst  bei  unendlich  grossen  Schwingungen  durch 
den  Schwerpunkt  erreicht  werden. 

Dass  f&r  a  =  O  die  Curve  C,  eine  Cycloïde  ist,  war  natür- 
lich  ohne  unsere  allgemeineren  Betrachtungen  sofort  zu  sehen , 
weil  man  fïir  a  =  O  wesentlich  nur  mit  den  Schwingungen 
eines  materiellen  Punktes  zu  thun  hat.  Der  Durchmesser  des 
Ereises  ist  gleich  der  Halfte  des  grössten  Erümmungsradius 
der  Cycloïde,  oder  gleich  der  halben  Pendellange,  also  gleich 
n,   wie   wir  auch.oben  fanden. 
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fis  ist  bemerkei|i8W6rt,  dam  scheen  Christiaan  Hnygenaaichinit 
dieaem  ein&cheren  Fall  beschaftigt  hat,  woranfmich  HerrProt 
D.  J.  Kurteweg  aufmerkaam  gemachi  hat.  Auf  Seite  253  der  Haod- 
schrift  Olim  O  (nicht  herausgegeben),  wie  aua  deo  dort  yorkommen- 
den  Datierungen  hervorgeht,  wahrscheinlioh  ungef&hr  Jan.  1670, 
stellt  er  sich  die  Frage  nach  der  Sohwingongazeit  einea  mate- 
riellen  Punktes  A  befeatigt  an  einer  kreisförmigen  Curre  FE, 
welchè  über  eine  horiaontale  Gerade  roUt.   Er  kommt  zu  dem  fol- 

genden  Resultat  (aiehe 
Fig.3,  Fig.  3):   ,8i   NE  =  (i 

,8it  radius  circamfereD- 
«tiae  EF  quae  super 
,  plano  TolTitar,  motu 
^reciproco,  et  EA  =  i 
^distantia  ponderis  A 
^plano  affixi ,  a  pnncto 

^E  .  Ent  :^^  =  CA 

^longitude  penduli  iso- 
^ohroni  osdllationibofl 
„ponderis  A  ita  agitati»  sive  GA  erit  radius  circonferentiae 
„maximae  eorvae  AL ,  ia  qua  pondus  A  fertur ,  intus  taogends/* 
Darauf  geht  er  aber  in  folgender  Weise  weiter:  „Potest  EF 
„curva  esse  ejus  fignrae  ut  pondus  A  versetur  in  cava  cycloide, 
„ve  tune  osoillationes  fient  isochronae/'  Er  scheint  sogar  an 
eine  Realisation  eines  derartigen  Mechanismus  gedacht  zu  haben, 
wenn   er   hinzufugt   (siehe   Fig.   4):    „Saltern  mechanice  satis 

„prope  inveniri  potent  Fila 
„seu  ffisciolae  planae  sunt 
„MEO,  HEO.  Altera  a£Bxa 
„in  Met  O,  altera  in  H  et  0. 
„His  retinebitur  solidum  to- 
„lutatum.  üt  sit  portabile/* 
Gelegentlich  werden  wir 
noch  erwahnen,  was  er 
einige  Seiten  weiter  über  die  Curve  EF  aussagt. 


^V^. 


6.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall ,  dass  a  nicht  gleich  Null 
ist,  und  anftnglich  auch  dass  X  positiv  ist.  THe  Curve  Cg  hai 
für  y  =  l  eine  horizontale  Tangente,  für  y^^l  +  n  eine  Spitzo 


mit  einer   vertikalm    TangenU;  das  sind  {luomn  l  pos.  ist)  die 

einzigen  Stellen^  in  denen  die  Tangents  veriikal  ist.    Die  Ter* 

tikslen  Linien  durch  die  böchsten  uad  niedrigsten  Pmikte  sind 

Symmetrielinien   Yon  C,.    Für  jedes  y  ist  die  Curre  O,  stnler 

als  die  Cycloide  mit  demaelben  n  und  I  fur  a  =  0. 

Dm  SU  untersucheii  ob  C,  Wendepunkte  bat ,  betrachteo  wir 

d^ 
den  Ausdruck  fur  den  ErümmangsradioB ,  oder  fiir 


(to* 


Man 


fiudet  daas  die  Curve  coDca?  ist  fur 

d^ 
positi?  uud  conyex  far  D  negatiy  (weil  D  =  2y'  (n  +  ï  —  y)*  t4)- 

Die  Gleichung  8^  Ordnung  D  =  O  giebt  die  Wendepunkte. 
Well  aber  D{1)  und  D(n  +  0  für  ^  >0  beide  poaitiT  sind,  so 
hat  C,  keinen  oder  zwei  Wendepunkte  zwischen  ihrem  hOchsten 
und  Virem  tiefsten  Punkt.  Dass  beide  Falie  wirklieh  eintreten 
können  (den  Uebergangsfall  bat  nuin  offenbar,  wenn  die  Dis- 
eriminante  von  D  Tersebwindet) ,  ist  leicht  sa  sEeigen.  Denn 
fiir  a  rs  O  ist  O,  eine  Cycloide ,  und  bat  also  keine  Wende- 
punkte ,  w&hrend  in  dem  anderen  Grenzfall  a  =  oo  (oder  jeden- 
falls  sebr  gross)  D  ^  a^  {2y^  — (n  +  4{)  y  +  2{  (n40l  wird. 
Dieser  Ausdruck  bat  fur  y  =  l  +  \n  (also  zwischen  y^l  und 
y:=l+n)  seinen  kleinsten  Wert  »o^(/  — ^n),  so  dass  Wende- 
punkte existieren  für  n  >  8/ ,  nicht  für  n  <  8/. 

Die  Curve  C,  kann  also  fïir  I  >  O  die  beiden  in  Fig.  5  und  6 


ymltn 


Ftp. 6. 


gezeichneten  Formen  annebmen  (die  punktierte  Curve  stellt  die 
Cycloide  f^ïr  a  =  0  dar). 
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6.  Sei  jetzt  I  +  n  <  O ,  so  dam  die  ganse  CorTe  G,  nnfcer 
der  horizontalen  Ebene  E  liegt.  Aua  dem  Ausdmck  fiir  D  rieht 
man,  daas  D  fiir  l^y^n  +  l  negaÜT  wird,  sodasa  C,  keine 
Wendepunhie  haty  und  ungef&hr  die  Oestalt  der  in  Fig.  5  ge- 
zeichneten  Curve  annimmt. 

7.  Abweichend  verhalt  sich  die  Bache ,  wenn  I  <  O  <  2  +  «• 
Dann  ist  für  y  s=  O  (also  in  dem  SchnütpunlU  mit  der  Ehm 
E)  die  TangewU  vertikal.  Die  Curve  ist  concav  fur  yD>0 
und  convex  fur  yD  <  0.  Pür  y  <  O  bat  man  keine  Wende- 
pnnkte,  weil  dann  D  immer  negativ  ist  (y  =:0  giebt,  obgleich 
dort   yDsO  ist,  keinen  Wendepunkt;  der  Erümmungsradius 


ist  dort  pysso' 


-m 


und  also  endlich).  Weiter  bemerken 


wir,  dass  die  Gleichung  Ds=0  in  dem  Falie  l<0<l  +  n 
nur  einen  Zeichenwechsel  bat,  also  eine  positive  reöUe  Wunel, 
die  (weil  D(0)  negativ  und  D{n  +  I)  positiv  ist)  zwiachen  Null 
und  l  +  n  liegt.  C,  h€U  also  einen  und  nur  einen  Wendepunkt, 
der  zwischen  der  horizontalen  Ebene  E  und  der  Spiize  gdegen  igt. 
Die  Curve  kann  noch  zwei,  wenn  aach  nicht  wesentlieh} 
verschiedene  Gestalten  annehmen,  je  nachdem  der  Teil  unter 
oder  dor  Teil  über  der  Ebene  E  sich  am  meisten  in  horison- 
taler  Richtung  erstreckt.  Man  hat  gewiss  den  ersten  Fall 
wenn   Z  +  n ,   den   zweiten ,  wenn  {  klein  ist.    Die  Figuren  7 


7^l*n 


...j.o 


-j,/ 


Fiff.8, 


und  8  veranschaulichen  fur  beide  Falie  die  O^stalt  von  C/. 
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DasB  C,  io  dem  Sehnittpunkt  mit  E  eioe  Yertilcale  Tangente 
hat,  folgt  aach  aua  eioer  leichten  geometrisohen  Ueberlegung. 
Befindet  sich  der  Sohwerpunkt  in  O,  80  findct  man  den  Be- 
rührungspunkt  des  OyÜDders  mit  E  als  Sehnittpunkt  A  (siehe 
Fig.  1)  der  Normale  der  Curye  C,  mit  E ;  weiter  ist  OA  =  r. 
Liegt   aber  O  in  der  Ebene  E,  so  ist  OA  auch  Erümmungs- 

radias  von  C^  (wofür  wir  also  wie  früher  a  y -fiuden)und 

die  Tangente  in  G  stoht  senkrecht  auf  E. 

8.  Zfrischen  den  betrachteten  Fallen  hat  man  zwei  Ueber* 
gangsfalle.    Erstens  ist  da  der  Fall  l  =»  O  (siehe  Fig.  9/  Dann 


^y.i?. 


-7'^ 


ist  pi  3=  O  und  C,  hat  für  y  =  2  =  O  krine  horisantale,  smdern 
eine  veriikale  Tangente;  eie  hat  dort  eine  gewöhnliche  Spitze 
(wie  Bu  erwarten  war,  weii  jetzt  Gi  Berührungspunkt  Ton  d 
und  E  ist,  nnd  als  solcher  eine  Spitze  mit  vertikaler  Tangente 
beschreibt) ,  und  in  der  Nahe  dieser  Spitze  ungeföhr  die  Gestalt 


der  cubischen  Parabel  x  =  -— —  y  . 

3a  ^ 


Die    Curve    Cg   hat  jetzt 


eine  obere  (y  =  n)  und  eine  untere  (y  =  0)  Spitze,  zwisehen  denen 
sich  ein  und  nur  ein  Wendepunkt  befindet.  Die  Gleichung 
D  8  O  hat  eine  Wurzel  y  ^  0.  Den  Wendepunkt,  der  also  in 
die  untere  Spitze  hineingerückt  ist,  kann  man  durch  klein 
und  positi?  gewahltes  {  wieder  zum  Yorschein  bringen ;  C,  hat 
dann  zwisehen  y  ss  l  uad  y  ssl  +  n  zwei  Wendepunkte,  sodass 
man  fur  beliebige  n  und  a  (nur  nicht  a  =  0)  2  stets  so  klein 
nnd  positiy  wahlen  kann ,  dass  C,  zwei  Wendepunkte  hat  (dabei 
ist  immer  gemeint,  dass  man  Ton  den  symmetrisch  gelegenen 
Punkten  absieht). 
Einen  anderen  üebergangsfall  hat  man  fiir  n  +  2  =-  O  (siehe 
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Fig.  10)  Wthread  G,  id  dem  hoohsteD  Punkte  aonst  die  OeetaU 


eioer  oubiachen  Parabel  hat,  hat  sie  jetzt  uagefShr  die  Oestalt 

der  Carve  a?  —  c  =s —==.  ( —  y)"  (wenn  fur  y  =  0  a?  =  c), 

5a  K  —  / 
also  eine  Spiize  mit  vertikaler  Tangenie  und  dem  Krümmungs- 
radius  ao;  diese  Tangente  schneidet  C,  in  der  Spitze  nicht,  wie 
gewöhnlich  in  3,  sondern  in  5  Pankten.  Die  Curve  C,  hat 
jetzt  keine  Wendepunkte;  diese  entstehen  aber  sofort,  wenn 
man  n  + 1  klein  nnd  positiy  wihlt. 

9.  Betrachten  wir  den  Grensfall,  dass  a  der  Null  zostrebt 
Ist  2  >  0  Oder  /  +  n  <  0 ,  so  geht  G,  in  eine  Gycloïde  über. 
Ist  aber  KiXl  +  nso  geht  G,  über  in  zwei  cydoidale  Bogen, 
die  in  B  mit  einer  Ecke  an  einander  stossen.  Der  Teil  ober- 
halb  E  iat  das  Spiegelbild  der  Forteetzang  des  unterbalb  E 
gelegenen   Teils,   wie  Fig,  11  das  zeigt.    Wird  a  kleiner,  80 


jF^  SM, 


.Itn 


wird  G,  in  dem  Schnittpunkt  mit  E  immer  scfaarfer;  der 
Ertimmungsradius  a  1/ in  diesem  Schnittpunkt  nfthert  sicb 

mit  a  der  Null.  Dennoch  iat,  für  0  =  0,  der  Krümmangfl- 
raditti  yon  G,  im  Punkt  y  »  O  nicht  Null,  aond^m  2  Kn(ii.+  0 
(Der  Limea  der  Tangente  nnd  des  Erümmungaradiua  ist  nieht 
die  Tangente  nnd  der  Erummungaradiua  dea  Limea). 
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Ist  schliesslich  { =  O,  und  laast  man  a  %n  Null  werden,  ad 
bekommt  man  einen  Orenzübergang  sur  Cyoloide,  der  in  Fig.  12 


ist  abgebildet  Der  Krümmungsradius  des  tiefsten  Punktes^ 
der  var  dem  Limes  immer  gleieh  Null  ist  y  wird  hei  dem  Limes 
plötzUch  2n. 


Die  ümrisBcurTe  d. 


10.    Au8  den  Gleichungen  (5)  und  (12)  folgt: 


-/ï^ 


n  -ff  — y 


i)(a^  +  y^) 


(16) 


Das  ist  die  Gleichang  der  ümrissourTe  C»  in  Linienkoordinaten 
^  und  a.  Hier  ist  ^  der  Winkel,  den  die  Tangente  in  einem 
Punkte  A|  Ton  C»  mit  der  X-axe  bildet;  y  der  Abstand  des 
Schwerpunktes  O,  yon  dieser  Tangente,  positiv  gereohnet, 
wenn  bei  fortgesetzter  Bollung,  bis  A|  Berührungspunkt  mit 
E  geworden  ist,  G  oberhalb  E  zu  liegen  kommt  Aus  (16) 
folgt,  dass  f  immer  mit  y  tcdchtst  (wie  auch  aus  einer  éin- 
faohen  mechanischen  IJeberleguog  sofort  klar  ist),  und,  wenn 
a  5^  O,  endlich  bleibty  auch  für  y  ^l-\-  n. 

Man  sieht  leicht  ein ,  dass  die  Curve  Cm  sioh  ins  Unendliche 
erstreckt.  Wir  haben  früher  schon  hervorgehoben ,  wie  man 
aus  der  Schwerpunktslage  G  den  zuge  horigen  Berflhrungspunlt 
A  oonstruiert  (GA  senkrecht  auf  C^).  Durchl&uft  G  die  Curye 
C,  Ton  G,  ah ,  so  entfemt  sich  A  ?on  Ai  (auch  wenn  C,  convex 
ist,  wie  mechanisch  sofort  klar  bt);  ist  G  in  der  Spitze 
(y  s=  I  -I-  n)  angekommen ,  so  ist  A  ins  unendliche  gerückt , 
sada»s  C»  eine  Asymptote  hat,  die  den  Abstand  l  +  n  van  G| 
hat.  Der  Schwerpuhkt  kan  also  nur  den  Teil  der  Curve  Cg 
durchlaufen ,  der  zwischen  den  beiden  dem  Punkt  x  ^0  y  ^  l 
ndchtsten  Spitzen  gelegen  ist;  diese  Spitsen  selbst  werden  erst 
für  unendlich  grosse  Schwingungen  erreicht  (also  fiiktisoh  nicht 
erreicht). 

Aus  diesen  Ueberlegungen  folgt  auch  leicht  eine  angenSkerte 
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Conatniction  für  die  Curve  C«,  wenn  C,  gezeichnet  yorliegt. 
Wir  nehmen  aaf  C,  einige  dicht  bei  einaader  gelegene  Punkte 
O,  O',  O''  u.  8.  w.  an,  und  construieren  die  zugehörigen 
Berührangspunkte  A,  A^  A'^.  Diese  Pankte  des  Cylinders 
kommen ,  wenn  er  in  seine  Oleichgewichtslage  znrück  gerollt  ist , 
nach  A,»  A/,  A,"',  wahrend (siehe  Fig.  J )  GA  =  Q,  A, ,  Q'k'  =  G,  A/ 
tt.  8.  w.  Liegen  nun  P, ,  A,  A',  A"^  so  nahe  bei  einander, 
daas  man  die  Bogenlangen  PfA, ,  A,A/  u.  s.  w.  gleich  P,A, 
AA'  u.  8.  w.  setzen  kann,  so  construiert  man  A,  aus  G,A,  =  GA, 
P,A,=P,A;  A/  aas  G,A/  =  G'A',  A,A/  =  AA';  u.  s.  w. 

Diese  Construction  wird  auch  durch  Christiaan  Hvygens  in 
seiner  genannten  Handschrift,  fïir  den  Fall  das  a  =  O  ist,  (was 
aber  keinen  wentlichen  Unterschied  macht)  in  folgenden  Wor- 

ten   angegeben    (siehe  Fig.  13): 
j,ALM   cycloides  cigus  axis  SA. 
;  '^  „ AE  =  iAS ,   sed   et   major  mi- 

^norye   potest   accipi.    £H   per- 

^pend.  AE.  LG,  MH  oycloidi  ad 

,ang.  rectos.  EF  =  EG,  AF  =  LG 

F/g  13    n^^  invenitur  punctum  F.    Rur- 

^         „sus  FK  =  GH,  AK  =  MH  etc. 

„Curva   EFE   revoluta  in  plano 

„EH  faciet  ut  punctum  A  voM- 

/.  ^^^"'  „tur   in    cycloïde  ALM,   semise- 

;;^  „cundorum.    Pondus   ergo   in  A 

,  "^--^  ^^  „affixum,   si  cetera  gravitate  ca- 

^^-^^ff  »rent  faciet  hoc  modo  oscillationes 

'\    ^-'^  „isochronas."    Schliesslich  findet 

-'-''^^  man  anf  einem  einliegenden  Blatt 


^  ^  Papier  eine  sorgfaltig  gezeichnete 

Curve  mit  der  Beischrift :  ^Cette 
„figure  en  roulant  sur  un  plan  fait  que  Ie  point  A  décrit  une 
„cycloide  creuse  de  demisecondes." 

11.    Unter  s  verstehen  wir  die  Lange  der  von  dem  Berührungs- 

punkt   von  P^   ab  nach  rechts   durchlaufenen   Strecke,   wenn 

der  Cylinder  von  seiner  Gleichgewichtslage  aus  über  E  roUt  im 

ds 
Sinne  des  Uhrzeigers.    Also  ist  R  =  — -  der  Krümmungsradius 

von  C«,   positiv  gerechnet,  wenn  das  Krümmungscentruip  sich 


oberhalb  E  befiudet,  wenn  der  betreffende  Funkt  B^rühjfimgs- 

punkt  geworden  iet.    Nun  ist  vermSge  (8) :  R  =  —  =  |  -A-  » 

also  Termöge  (10): 

n  jg'  +  2(n  +  Qy  -  y'|       n  raH(n+Q'        ] 
"-  2(n  +  l-yy  -2[(«+/-y)«-*J--<"^ 

Es  wird  R  nur  oo  für  y  =  n  +  2,  und  zwar  +  oo ;  dann  haben  wir 
es  aber  mit  dem  unendlich  weiten  Punkt  ven  C«  zu  than,  «o 
d<iS8  C»  keine  Wendepunkte  hat  (wie  auch  mechanisch  einzu- 
sehen  ist).  Wohl  aber  kann  R  =  O  werden ;  R  wechselt  dann 
sein  Yorzeichen ,  nicht  weil  d^^  sondern  weil  ds  sein  Yorzeichen , 
wechselt;  unr  haben  es  also  fur  R  =  O  mü  einer  Spitze  von  C« 
zu  thun.  Das  Yerhalten  von  R  ist  also  entscheidend  fdr  die 
Gestalt  der  Curve  C«. 

Aus  (17)  sieht  man  sofort,  dass  R  {wenn  man  das  Vorzeichen 
beachtet)  immer  mit  y  wdchst.  R  ist  also  minimal  in  dem 
Berührungspunkt  P|  der  Oleichgewichtslage  ^  und  wdchst  f ort- 
wdhrend  (eventuell  mit  Passierung  der  Nult)y  wenn  man  d, 
durchlduft. 

Nennen  wir  R  in  dem  Punkte  P,  (y  =  /)  R, ,  so  ist : 

Hieraus  findet  man  fïir  die  Periode  &  =  2ir]/ — 

eine  Formel^  die  auch  für  einen  beliebigen  Cylinder y  aber  dann 

nur  für  sehr  kleine  Schwingungen^  guitig  bleibt.    Man  liest  aus 

(19)   sofort  die  Bedingang  der  Stabilitat  für  einen  beliebigen 

Cylinder  ab,  namlich  Ri  >  2.     Die  Stabilitdtsbedingung  fordert 

also,  dass  in  der   Oleichgewichtslage  das  Krümmungscentrum 

des  Cylinders  oberhalb  des  Schwerpunkts  liegt. 

P 

Für  a  =  O  liefert  (18)   2n  = ,  was  auch  fur  einen  be- 

R,  — l 

liebigen  Cylinder  guitig  ist  (wenn  nur  a  =  0  und  n  sich  auf 

kleine  Schwingungen  bezieht).   Dies  ist  die  Formel ,  die  Huygens 

för  den  Fall,  dass  Ck  ein  Ereis  ist,  angegeben  hat  (§  4). 

19 


290 

12.  Es  besteht  eine  einfaohe  Beziehnng  zwischen  den 
Erümmttngflradien  p  und  E  Ton  C,  bzw.  C».  Diese  Beziehnng 
geht  hervor  aus  der  allgemeineren  Formel,  die  den  Krüm- 
mungsradius  p  der  Bahnonrve  eines  Punktes  P  duroh  pijp2^r 
und  y  ausdruckt.  Hier  ist  P  ein  Punkt  an  einer  CurTS  Q 
fest  yerbunden ,  die  über  eine  feste  Curve  C2  rollt ;  pi  nod  pj 
sind  die  Erümmungsradien  Ton  Ci  und  Ca  in  dem  Berübrangs- 
punkt  A|  r  und  y  die  Abstande  des  Punktes  P  yon  A  reap. 
der  gemeinschaftlichen  Tangente  in  A.  Diese  Formel  ist 
bekanntlich 

l 1^ 

p  —  f^   — i T"- 

!__  —  +  — 

^  Pi         fh 

Hierin  ist  r  immer  positiv  zu  rechnen ,  wahrend  p, ,  p2  uni 
y  positiT  sind ,  wenn  die  Erümmungscentra  der  beiden  Curven 
und  P  an  einer  bestimmten  verabredeten  Seite  der  Tangente 
in  A  liegen,  p  wird  positiv  gerechnet  in  der  Bichtung  tod  A 
nach  P. 

In  unserem  Fall  ist  nun  p^  =  00 ,  pi  =  B,  also  bekommen  wir: 

p  =  — -^^^ — (20), 

'^       yB  — ra  ^    '' 

woraus  mittelst  (10)  und  (17)  sofort  Oleichung  (14)  hervorgeht. 
Schreibt  man  (20)  in  der  Perm  r*(p4-r)  =  pEy  so  siehtman, 
dass  p  +  r,  der  Abstand  zwischen  A  und  dem  Krümmungs- 
centrum  Ton  C^  (positiv  gerechnet  Ton  A  nach  G),  das  Yo^ 
zeichen  Ton  pBy  hat,  woraus  man  schliesst,  dass  sich  der 
Punkt  A  (wie  er  aus  der  Curve  C^  construiert  wird)  bei  einer 
Bollung  im  Sinne  des  ührzeigers  nach  rechts  oder  nach  links 
verschiebt,  jenachdem  B  positiv  oder  negativ  ist,  ein  Besnltat 
das,  wenn  man  an  die  Curve  C«  denkt,  sofort  klar  ist. 


Discussion   der  verschiedenen  Gestalten  von  Ci,. 

13.    Die  CurTe  C«  nimmt  zwei  verschiedene  Gestalten  an, 
jenach  dem  B]  positiv  oder  negativ  ist;  im  zweitea  Falie  hst 
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sie   zwei  Spitzen,  im  ersten  Falie  keine.    Auch  die   Grosse 
ven  ^  für  die  Asymptote ,  d.  h.  des  Maximalwertes 


Yon  ^  hat  auf  die  sinnf&Uige  Form  Einfluss;  ^«  und  Z+  n  be- 
stimmen  die  Asymptote.  Für  jeden  Wert  Ton  y  ist  ^  kleiner 
als  wenn  a=:0  (2  und  n  ungeandert).  C«  ist  also  weniger 
stark  gewunden  als  für  a  =  0.    Für  a^O  ist  f»  endlich. 

Ist  a  =  O,  so  l^t  sich  der  Ausdmck  für  ^  leicht  integrieren. 
Man  findet  fur  2  >  O 

♦  =  2l/^.arc.  ctg.  [//^^^  -  2 are,  ctg.  |/?^I=i 
^         y     l  ■«    y  (n±T){y—V)  ^  r      y-l 

also 
Für  n  +  i  <  O  ist  ebenso 


,  =  _  2  y_  an.,  ctg.  )/^-^^2  +  2 are.  ctg.  )/-^ 
also: 


♦.=.(.- ytif) 


(unter  are.  ctg.  immer  den  Winkel  zwischen  Null  und  ^  v  ver- 
standen).   Endlich  ist  für  i  <  O  <  n  +  /  und  y  <  O 


,=2arc.ctg.l/^-±^+2l/^  lo/(^-HO(y--0  Jl^-^(^-^^-y). 

In  dem  ersten  Falie  liegt  ^  zwischen  Null  (fur  I  sehr  gross) 
und  00  (für  l  sehr  klein  und  pos.)  In  dem  zweiten  liegt  ^m 
zwischen  Null  (für  l  neg.  und  absolut  sehr  gross)  und  ir  (fïir 
n  +  l  sehr  klein).  Im  dem  dritten  Fall  endlich  wachst  ^  über  alle 
Grenzen ,  wenn  y  sich  (von  der  negativen  Seite)  der  Null  nahert. 

1st  gleichzeitig  a  =  O  und  2  =  0,  so  ist  ^  für  alle  y  unendlich. 

14.  Betrachten  wir  etwas  genauer  den  Fall ,  dass  B, ,  der 
Krümmungsradius  von  C»  in  P| ,  positiy  ist.  Dann  ist  R  immer 

19* 
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positiv   und  wdchst   fortic&hrend   und  unbeschrahkt ,  wenn  irir 

uns  von  P,  mtfernen\  weil  B.  =  \— — ,  so  ist  dassdbe  auA 

mi  r  (dem  Abstand  von  (7,)  der  Fall. 

Die  Bichtung  der  Asymptote  wird  duroh  fm  (siehe  Gig.  (21)) 
gegeben.  Ist  a  sehr  gross,  so  wird  ^m  klein,  und  C«  Terlauft 
flach.  1st  I  poaitiv  oder  negativ,  so  kann  fm  noch  beliebig 
gross  werden ,  wenn  nar  a  and  I  sehr  klein  sind ,  aber  so  daas 
noch  B,  d.  h.  a'  +  P  +  2nl  oder  a^  +  2nl  positiT  ist;  fur  {  ne- 
gativ,  l  +  n  positiv  hat  C«  eine  Tangen te  darch  Of  Fur  ne- 
gatives li-n  ist  eine  solche  Tangente  nicht  moglich,  so  das 
^m  immer  <  ^  ir  sein  mass ;  man  kann  diese  Qrenze  noch  enger 
siehen;   man   findet   namlich,    dass   in  dem  FaUe  R,  positiT, 

i  +  ngO,   *«<ƒ  y  J     ■  ^)  ^  =  Q>^^^^ ^  '^^^ ^^ 

(dieser  oberen  Grenase  nShert  man  sich  an  fur  { +  n  =  0,  a  etwas 
grosser  als  n ;  B  ist  dann  positiv  und  klein) ;  eiue  untere  Grenxe 
fur  ^M  dagegen  ezistiert  nicht. 

F&Ut  ^^iir  aas  (was  immer  eintritt  wenn  /4-n<0),80 
mass  man  den  Cylinder  noch  durch  eine  anwesentliche  Oreni- 
flftche  (worüber  naturlich  keine  Rollung  stattfindendarQschlieflsen. 
1st  aber  ^  >  i  ir ,  so  begrenzt  die  Curye  C«  einen  geschlosseoen 
Cylinder.  So  entsteht  ein  Cylinder,  bei  dem  alle  endlieken 
Schwingungen  tautochron  sind,  wenn  die  Schwingung  nur  nicht 
über  die  schar fe  Kante  hinatisgeht^  lungs  deren  seine  Begren- 
zungsflache  sick  selbst  durchdringU 


Fig.  14. 


Die  Figoren  14  and  15  geben  die  Oeetalt  Ton  C.  fur  diese 
beiden  FSlIe  an;  hierbg  ist  I  positiy  angeiiommeii,  was  Bber 


unwesentlich    ist.    Ist  I  neg^ativ,   {  +  **  aber  positiv,  ao  geht 


»  / 


•  ^        N 


^%  N 


eine  Ta&gente  Ton  C«  durch  Gi;  dies  ist  nioht  der  Fall  fur 
l  +  n  negatiy. 

16.  Sei  zwei  tens  R,  negativ  (dann  mass  a  <C  n  und 
0>Z>— 2»  sein).  Da  far  y  =  /  R  negatiy  ist,  und  for 
yssl  +  n  R  =  +  oo,  hat  C  eine  Spitze ,  und  zwar  yermoge 
(17)  fur  y  =  n  +  i  —  Ka^  +  (n-f  0*>  also  fiir  negatives  y.  Durch- 
Iduft  man  C.  van  Pi  ab^  so  nimmt  r  und  der  absolute  Betrag 
von  R  erst  ah;  in  der  Spitze  hat  rein  Minimum  und 'Rist  UuU\ 
darauf  nehmen  r  und  R  wieder  zu^  und  zwar  unbeschrdnkt. 

Ist  Ri  negatiy  aber  klein,  so  liegen  die  beiden  Spitzen  nahe 
bei  P,.  Lasst  man  R,  Null  werden  (also  das  y  der  Spitze  zu  l 
werden),  so  fallen  schliesslich  beide  Spitzen  zusammen,  und 
yereinigen  sich  in  eine  höhere  Singularitat  mit  dem  Erümmungs- 
raditts  Null,  deren  Gestalt  aber  nichts  Besonderes  zeigt.  Die 
Fig.  16  macht  das  deutlich. 
Is  R,  negatiy  und  ebenso  Z  +  n ,  so  hat  d  keine  Tangente 
duroh  Gi.  Der  Abstand  n  +  l—Va^  +  (n  +  tf  der  Spitzen- 
tangente  yon  G,  ist  grosser  als  zweimal  der  Abstand  n  +  l  der 
Asymptote  yon  G,  (für  a  =  0  ist  es  genau  zweimal).  Man 
findet,  dass  in  diesem  Fall  ^m  zwischeu  ir(l  —  iK2)  =  0,2929  ir 
(a==  O,  2  +  2n  pos.  und  klein;  R,  ist  dann  neg.  und  klein)  und 
w  liegt  (a  =  O,  l  +  n  neg.  und  klein ;  R,  wird  dann  —  ^ n  und 
das  ^  der  Spitze  nahezu  ^m)* 

Ist  l  +  n  pos.  (/  aber  neg.  weil  Ri  <  0) ,  so  hat  Ck  eine 
Tangente  duroh   Qy    Indem   man  a  genügend  klein   ninmit, 
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kann  ^»  ao  gross  werden,  wie  man  will.    Eb  giebt  aber  eine 
untere  Grenze  fur  a»,  n&mlich  /    \ ~ 

i    Ml— «X 


.  ^9  =  0,3987  r 


Ki+«^) 

(2  +  n  und  n  —  a  pos.  and  klein ;  R,  ist  dann  neg.  and  klein). 
Fur  2  +  II  =  0  endlich  liegt  ^  zwisohen  0,3987  v  und  «-. 


^y  •  ^6 


Lasst  man  a  sich  der  Null  n&heren,  wahrend  /<  0,  2  +  n  >0, 
so  naheren  sich  die  beiden  Spitzen  G, ,  und  C«  yerlauft  sowohl 
Yor  wie  nnch  der  Spitze  sehr  viele  Male  urn  G|  herum.  Bti 
dem  Limes  mrd  C«  eine  Spirale  mit  unendlich  vielen  Win- 
dungen  um  G,  heruMj  die  G,  ah  Grenzpunht  haben;  der  Teil 
der  Curve  jenseits  der  Spitzen,  die  in  den  Grenzpunkt  G,  der 
Spirale  zusammengefallen  sind,  scheidet  sioh  Ton  der  Curve 
ab.  Wir  haben  schon  in  §  13  gesehen  dass,  fur/  +  n>0>>2, 
^  über  alle  Grenzen  wachst,  wenn  y  sich  von  der  neg.  Seite 
der  Null  nahert;  gleichzeitig  nehmen  dann  R,  und  die  Abstande 
r  und  y  zwischen  G,  und  Curvenpunkt  resp.  —  tangente  unbe- 
schrankt   ab.     Die    Gesamtlange  der  Spirale  von  P,  bis  <?|  üt 


295 

endlkh ,  und  zwar  gleich  dem  Abstand  von  P,  big  zum  Schnitir 
punkt  Qq  der  Cycloide  C,  mit  der  Ebene  E;  erst  wenn  die 
ganze  Spirale  abgerollt  ist,  befindet  sich  G  in  Gq*,  der  andere 
Teil  von  C,,  oberhalb  der  Ebene  E,  bat  also  keine  mechani- 


7% 


.^-^^^ 


Bche  Bedeutung.  Fig.  17  giebt  die  Gestalt  der  Curve  C»,  die 
ganz  unterfaalb  dor  Ebene  E  verlauft,  an. 

Wir  haben  die  beiden  speciellen  Falie  betrachet,  da«8  für 
die  Spitzo  y  =  /  oder  y  =  0  ist;  ein  anderer  Grenzfall  tritt 
ein ,  wenn  in  der  Spitzo  y  =  Z  +  n  und  also  ^  =  ^m  wird.  Dazu 

mn8Ba  =  tf +  2  =  0  sein.    Dann  folgt  aber  auB  (17),   da  B  =  -, 

also  constant  ist.  Cm  wird  hier  ein  Erois  mit  dem  Durch- 
messer  n;  da  Z  =  — n  und  a  =  0,  kann  man  sich  alle  Masse 
concentriert  denken  in  einem  Punkt  G  der  ucteren  Erzougonden 
des  Kreiscylindors.  Dieses  Resultat  war  zu  erwarten,  weil 
dann  G  eine  concave  Cycloide  beschreibt  Der  gefundene  Kreis 
ist  auf  verschiedcue  Weisen  als  ein  GreuzÜEill  zu  betrachten. 
Wir  können  z.  B.  a  =  O  nehmen ,  und  n  +  2  sich  der  Null 
naheren  lassen.  Geschieht  dies  von  der  positiven  Seite,  so 
hat  C»  die  Gestalt  der  oben  beschriebenen  Spirale  mit  unend- 
lich  vielen  Windungen  um  G].  Ld»ü  man  l-^-n  Null  werden^ 
HO  ndhert  sich  eine  Windung  {für  die  y  nicht  klein  ist)  einem 
Kreis;  die  andern  Windungen  drüngen  sich  alle  in  den  Punkt  G, 
zusammen.  N&hert  sich  aber  l  +  n  von  der  negativen  Seite 
der  Null,  so  n&hert  sich  f»  dem  Wert  w.  Die  Curve  C»  hat 
dann  zwei  Spitzen,  die  sich  einander  und  Gi  naheren;  fur 
diese  Spitzen  ist  ^  nur  wenig  kleiner  als  ^my  so  dass  die  Curve 
ausserhalb  dieser  Spitzen  ungefahr  geradlinig  verlauft.  Wenn 
y    nicht   wenig   von    l  +  n  verschieden  ist,    so  ist  B  nahe  zu 

constant,   ntolich  gleich  — ,    so   dass  sich  Ck  innerhcUh  der 
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Spitzen  einem  Kreis  ndhert    Der  Teil  ausserhalb  der  Spitzen 
nühert  sich  einer  Geraden  and  trennt  eich  bei  dem  Limee  toi 


dem   Ereis   ab.    Die   Figur    18  yeranschaulioht   diese   Grenz- 
übergange, 

In  dem  Yorhergehenden  haben  wir  anser  Problem  matbe- 
matisch  idealisiert,  indem  wir  zuliessen,  daas  die  Curve  C. 
sich  selbst  und  die  Ebene  E  durchdringt  (was  allerdings  nocb 
zu  realisieren  iet,  wenn  wir  den  Cylinder  und  die  Ebene  ak 
bestehend  aus  schmalen  Bandern  betrachten).  Wir  haben, 
durch  die  Annahme  eines  negatiyen  R,  auch  zngelassen,  daas 
der  Cylinder  nicht  auf  E  rnht ,  sondern  an  der  Ebene  E  hangt. 
Passiert  der  Berührungspunkt  die  Spitze  Ton  C«,  so  geht  daa 
Hangen  in  Buhen  über 

16.  Ein  Uebergangsfall  zwischen  den  in  §  14  und  15  be- 
trachteten  Fallen  hat  man,  wennR,  =0,  also  a^  =  —  2(2  +  2») 
und  wieder  O  >  /  >  —  2n.  Der  Krümmungsrculitis  R,  der  w 
P,  Null  ist^  nimmt  von  P,  an  unbeschrdnkt  zu;  ebenso  r. 
Man  findet,  dass  für  Rj  =0  ^^  w&chst,  wenn  der  absolute 
Betrag  von  l  abnimmt.  Für  l=z  —  2n  ist  ^^  am  kleinsteo, 
namlich  ^«  =  ir  (1  —  i  1/  2)  =  0,2929  tt.  Lasst  man  dageges 
l  unbeschrankt  abnehmen,  so  bekommt  man  eine  Spirale  mit 
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immer  mehr  Winduogen  um  Oi  herum;  schliesslich  wird  also 
C»  eine  Curve  ^   die  in  P|  in  einer  Spirale  mit  unendlich  vielen 
Windungen  um  P^  anfdngt;  diese  Spirale  hat  aber  eine  endliche 
Lüngej  wie  man  aus  der  Curve  C,  sofort  sieht. 
lat  O  <  { <  n ,  80  hat  C»  eine  Tangente  durch  6|  (y  =  0). 

Das  ^  fur  diese  Tangente  ist 


/vy.  Iff. 


dy. 


Dieaer  Ausdruck  nimmt  zu  (fiir 
O  <  i  <  —  n),  wenn  der  abaolute 
Betrag  Yon  l  abnimmt;  fiir2  =  — n 

ist  ^0  =  ^M  =  0)3^^7*^;  nimmt  l 
unbeschrankt  ab  (immer  för  B,  =  0), 
80  nahert  aich  ^q  ^^^  Lime8 
VY=  0,4501  ir.  Die  Tangente  von 
G  an  die  Curve  d  nahert  sich  also 
einem  ganz  bestimmten  Limes  ^  wie 


das  die  Fig.  19  veranschaulicht. 


LM8a 


ÜEBER  DIE  SIHULTANINVARUKTEN  ZWEIEfi  KE6ELSCHNITIE, 


JAN  DE  VBIES. 

(Utrecht) 


1.  In  Salmon— FiEDLBR,  ^Analytische  Geometrie  der  Kegel- 
schnitte^\  4.  Auflage,  S.  513,  wird  bemerkt,  daas  die  Simaltan- 
invariante  9  verschwindet  falls  ein  in  Bezug  auf  den  K^el- 
sohnitt  S  sich  selbst  conjugirtes  Dreieck  dem  Kegehohnitte  S 
eingeechrieben  ist  Es  fehit  aber  der  Nachweis  der  Umkehrang 
dieser  Eigenschaft.  Ueberdies  ei^bt  sioh  bekanntlich  aas 
G  SS  O ,  dass  S'  ein&ch  nnendlich  hielen  Poldreiecken  von  S 
umbeachrieben  ist  (Tergl.  z.  B.  Clbbsch,  Lemons  sur  la  geo- 
metrie, t.  I,  p.  368).  Ich  mochte  nnn  zeigen,  wie  ein&cli 
letztere  Eigenschaft  sich  herleiten  lasst 

2.  Es  sei  P,  irgend  ein  Pankt  Ton  8',  j),  seine  Polare  io 
Bezug  auf  S.  Die  Schnittpunkte  von  p^  und  S'  seien  mit  ?2i 
P,  bezeicfanet 

Das  in  Bezug  auf  S  sich  selbst  conjugirte  Dreieck,  welchem 
P,  und  Ps  als  Eckpunkte  angehören,  werde  als  Coördinaten- 
dreieck  gewfihlt    Alsdann  ist  an  zu  setzen 

S  =  fl„T,*  +  a^x^^  +  033X3*  =  0. 

S'  =  nVa'  +  Zö'ii^i'i  +  2a'«'i'3  +  Za'^x,*,  =0. 

Xun  ist 

O  ^  '2Kiia',k  =  Oiia^n'^. 

Daher  ergibt  sich  a\^  =  O,  wenn  9  =  O  ist;  d.  h.  der  dritte 
Eckpunkt  des  Coördinatendreiecks  (allt  mit  P,  saaammea, 
liegt  aomit  anf  S'. 

WeU   P,   ein  beliebiger  Punkt  van  S'  iat,  erhettt  hienus, 
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das8  die  Punkte  von  8'  rich  in  conjagirte  Tripel  anordnen 
lassen  y  indem  jeder  Punkt  einem  in  Bezug  auf  8  coojugirten 
Dreieck  angehört. 

8.  8ind  zwei  Eegelschnitte  auf  ihr  gemeinschaftliches  sich 
selbst  conjugirtes  Dreieck  bezogen,  so  hat  man 

8  =  a„ari»  +  a^^^  +  a^x^^  =  0 , 

S'=     V+     «1^+     V  =  o> 

e  =  a^^a^  +  a^a^  +  «as^n   ,     O'  =  a^,  +  «22  +  ^' 

Aus  9  =  0  ergibt  sich  nun 

—  +—+  —  =  0; 

«11         «2a         «33 

es  verschwindet  somit  die  8imultaninvariante  9'  der  Eegel- 
schnitte 

0^1 1  «23         «33 

d.  h.  in  8*  lassen  rich  einfach  unendlioh  yiele  Poldreiecke 
Ton  8'  beschreiben. 

Beachtet  man^  dass  8*  die  Polarfigur  Yon  8  in  Bezug  auf 
8'  ist,  so  ergibt  sich  sofort,  dass  wenn  9  ==  0,  dem  Kegelschnitt 
8  einfach  unendlich  yiele  Poldreiseite  des  Eegelschnitts  8' 
umbeschrieben  sind. 

Auf  analoge  Weise  lasst  sich  die  Bedeutung  Ton  9  =  0  fur 
zwei  quadratische  Flachen  ermitteln. 

'  4.  Es  soil  noch  gezeigt  werden ,  wie  sich  die  geometrische 
Bedeutung  des  Yerschwindens  der  luTariante  A  eines  Eegel- 
schnitts auf  einfache  Weise  ergibt. 

Wahlt  man  irgend  drei  Punkte  des  Eegelschnitts  als  Eck- 
punkte  eines  Coördinatendreiecks ,  so  ist 

8  =  2a^2XiX2  +  2a.j^^x^  +  2^3,0:3X1  =  0 , 
dahor 

0       a,.,    (1,3 

A  —         «12       0  0.23 

«13       «23       0 


=  2flr,2Ci23Ö'3r 
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Falls  «3,  =0,  wird 

8  =  2«a(a,2X,  +  (l^  =  0 ; 

wenn  uberdies  a^s  =  0  ist,  ergibt  rich 

8  ^  2a^^iX2  =  0. 

Jedenfalls  sagt   A  =  0  also  aas,  dass  8  =  0  ein  Oenden- 
paar  darstellt 


R7b,  F2h,  8h 


DE  CENTRALE  BEWEGING  EN  DE  PUNCTBEN  VAN  WEIEESTRASS, 


DOOB 

G.  SCHOUTEN. 

(Deia.) 


Wanneer  hier  de  oplossing  volgt  van  de  beweging  Tan  een 
pont,  dat  gedreven  wordt  door  een  kracht,  die  voortdurend 
gericht  is  naar  een  centram,  en  omgekeerd-evenredig  is  met 
de  vijfdemacht  van  den  afrtand  van  't  punt  tot  het  centrum , 
dan  is  dat  niet  alleen,  omdat  nu  de  differentiaal vergelgkingen 
wortels  uit  vierdemachtsvormen  bevatten,  maar  vooral  om  de 
voortreffelgkheid  van  't  gebruik  der  ellipüache  functiën  van 
Weierstrass  te  doen  uitkomen. 

De  verschillende  gevallen  toch,  die  bg  dit  gebruik  moeten 
beschouwd  worden,  stemmen  volmaakt  overeen  met  die,  welke 
bg  de  grafische  methode  uit  een  figuur  worden  afgelezen  (*). 
De  bewegingsvergelijkingen  zgn  als  't  ware  de  analytische  ver- 
tolking dier  gevallen. 

Wordt  de  massa  van  het  bewegende  punt  gelijk  één  gesteld , 
dan  is  de  krachtfunctie  U  ^  —  ^ar--  ^,  wanneer  a  de  kracht  is, 
die  op  het  punt  werkt,  als  het  op  den  afstand  één  van  het 
centrum  is.  Is  verder  ^c  de  sectorsnelheid  van  de  beweging 
en  ^h  de  energie  van  het  punt,  dan  zjjn  de  differentiaalver- 
gelijkingen van  de  beweging 

^  =  X  dfi 

K(2ü  +  A)r>  — c« 

±  (ie  =  Xrdu 

du 
dzdö=Xc~, 
r 


(*)    Yenlagen   en  mededeelingeD   der  Kon.  Akad.  van  Wetenschappen,  Afd. 
Natuurkunde ,  Se  Beeka ,  Deel  5. 
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welke 

we  BU  als  Tolgt 

sohrgven : 

±de 

edr 

Vhr*  - 

■  e'r'  —  ia 

±1  dt 

c 

We  stellen  hierin 

r*  =  p 

«  +p(m  - 

-  «i)  +  pw. , 

■(A). 


wnarin 

pai  =  — ,  duB  p'^M,  =  4p\  —  jTapu,  -^3=0, 

want 

Verder  is  de  discriminant  A  =  ^\  (y^^  —  27^3*)  hier  gege- 
ven door 

2WA  =  —  a*(c*+  2ah)\ 
Omdat  nu 

Vh  ^  =  Vhr"  -  (r»r^  -  ia  =  —  VT(p(tt  -h  «,)  —  p«) 

is,  gaan  de  differentiaalvergelijkingen  (A)  over  in 
r^  =  pu  +  p(tt  -  Ml)  +  pu^ 

^de=;^du  ^ ^gj 

±dt  =—  dd 
c 

Ter  integratie  van  deze  vergelijkingen  moeten  achtereeoTol- 
gens  de  volgende  gevallen  onderscheiden  worden. 

1.    a>0,  duB  de  werking  van  het  centrum  afstootend. 

Is  a  >  O,  dan  is  A  >  O,  A  <  O,  jfa  >  O,  zoodat  e^  =  de 
eenige  bestaanbare  wortel  van  p'^u  =  O  ook  positief  is.  Omdat 
p'ui  =  O  is ,  moet  pw,  =  ^^  =  pwj  gesteld  worden. 

De  differentiaalvergelijkingen  (B)  zijn  dus  in  dit  geval 


SOS 

r»  =  p»  -I-  p  («  —  «a)  +  p«j 

Vh 


±dt  =  -^  d$. 
c 


Zoowel  Toor  u  =  0  sis  «  s  m,  is  r*  oneindig  groot ,  voor 
u  s=  ■^-  i»  r*  =  2p  ^-  +  p«ri,.  Dit  it  een  minimuni-waarde  van 

r*,  omdat  voor  u^~  "SZ^*P(**"^*'i)  —  P^  göljjk  nul  ie. 

De  baan  heeft  dus  een  perihelium,  en  strekt  zich  van  daar 
tot  't  oneindige  uit. 

Worden  0  en  ^  gerekend  van  't  oogenblik  af,  dat  het  punt 
dat  perihelium  passeert,  da^  zgn  de  bewegingsvergelijkingen 


-4(f-«) 


Vh   V2        ";  I (1). 

Vh  i  =  Ju  +  liu  _  «^  +  ^^  «,  uj  p^\ 

De  baan  is  dus  van  hyperbolischen  aard;  de  beide  voerstra- 

len  naar  de  beide  oneindige  punten  van  de  baan,  die  dus  in 

de  asymptotische  richtingen  van  de  baan  loopen,  maken  on- 

c 
derling  een  hoek  gelgk  r^  m^.    De  asymptoten  echter  van  de 

baan  gaan  niet  door  het  centrum,  want  de  snelheid  op  onein- 
digen  afstand  is  Vh^  en  Vh  x  afstand  van  het  centrum  tot 

asymptoot  =  c,  zoodat  die  afstand  is  — ^  s  V^^,      Verder 

blijkt  uit  de  laatste  bewegiogsvergelijking,  dat  zoowel  voor 
tl  s=  O  als  tl  =  a»2  ^  =  00  is;  het  punt  beweegt  zich  dus  voort- 
durend. 

2.    a  <  O  en  A  <  O ,  dus  de  werking  van  het  centrum  aan- 
trekkend en  de  energie  van  de  beweging  negatief. 

Nu   is   A  <  O ,   ^3  <  O ,    dus   e^ <i  O   evenals    —  =  pw, , 
zoodat  ook  hier  pu^  =  put2  =  €2  gesteld  moet  worden. 
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De  difFereutiaalTergelgkingen  (B)  gaan  in 'dit  geval  over  io 

±1  rffl  =       ^        diu 
V-h 

r* 
±:dt  =  —  de. 
c 

Zal  6  bestaanbaar  wezen ,  dan  moet  ü  den  vorm  iu  4*  stand- 
yafitige  aannemen ;  daar  ook  r'  bestaanbaar  moet  zgn ,  sal  yoor 

u  gesteld  moeten  worden  iu  ^  ^* 

De  diiferentiaalTergelijkingen  zijn  dus  hier 

r^  =  P\i^-~j  +  P\iu  +  y)  +  ^'••^ 

±de=  —~  du 

V  ^h 

±1  dt  =  —  de, 
c 

Voor  iu  =  O  is  r*  =  2p  ^  +  pwj  en  —  =  pUu  —  ^  +  *^) "" 
-  p  ffw  -  y)  ^  °'  terwijl 


(tl  2 

voor  tu  =  — 
2 


r*  ^  pa»,  -h  pwa  +  pw3  =  O  is. 
De  baan  voert  dus  tot  het  centrum  en  heeft  een  apheliiun 

op  een  afstand  [/2p  —  +  pto^  tot  het  centrum. 

Worden   0  en  t  gerekend  van  het  oogenblik,   di&t  het  aphe- 
lium  wordt  gepasseerd,  dan  zgn  de  bewegingsvergelgkiDgeii 

r^^pyiu  -  -^  +  p|,u-h^)  +  poia 


0  = 


..(2). 
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De  hoek,  die  door  den  voerstraal  beschreven  wordt  gedu- 
rende  de   beweging   yan    uit  het  aphelium  tot  het  centrum  is 

— ="  •  "^ï   ^"*  eindig,  en  de  tgd,   waariu;  dit  geschiedt, 

is  ^^^^2  +  *?<"!  +  iZ^3 1 »  dus  ook  eindig. 

Het  punt  beschrijft  dus  een  spiraalyormige  baan,  en  komt 
met  oneindig  groote  snelheid  in  het  centrum  aan. 

3.    a  <  O,  A  >  0. 

Nu  is  A  >  O,  zoodat  P^i  =  öT"  >  O  gelgk  gesteld  moet  wor- 
den aan  e^ ,  den  grootsten  wortel  van  p'^u  =0,  doch  ook  gelijk 
kan  gesteld  worden  aan  ^2,  den  middelsten  wortel,  zoo  deze 
positief,  dus  gz<C  O  is. 
Uit 

,^  dr  , 

|/A  —  =  V^hr*  -  c'r^  —  {a 

Yolgt,  dat  -7—  Yoor  c*  +  2ah  >  O  nul  kan  worden ,   doch  voor 

c*  +  2ah  <  O  nooit.    In   't  eerste  geval  kan  de  baan  dus  een 
peri-  of  aphelium  hebben,  in  't  tweede  geval  niet. 

De  vorm  voor  r^  in  (B)  kan  nu  de  volgende  gedaanten  aan- 
nemen: 

r«  =  pw  +  P(m  —  (ü)  +  pw 

r^  =  P(W  +  ai')  +p(u  +  w'  -  üi)  +  pw  =p{u  +  ü*')  +  p(u  f  fti'O  +  pw 

r»  =  pM+p(tt~0  +  P^" 

r«  =  p(u  +  cü')  +  p(u+t.* -0+P^"^P("+^')+p(w+cu)  t-pcü". 

Omdat  de  laatste  uitdrukking  voor  t^  uit  de  voorlaatste 
verkregen  wordt,  door  hierin  u  in  ti  +  <>i  te  veranderen,  kan 
deze  vorm  buiten  beschouwing  blijven. 

In  de  eerste  uitdrukking  voor  r"  is  r*  oneindig  groot,  zoowel  voor 

«  =  O  als  voor  1*  =  w ;  voor  m  =  -^  is  t**  =  2p—  +  pw,  terwijl 

dr 
dan  tevens  -7—  =  p  {u  +  w)  —  pu    voor   die    waarde    van    u 

(M>t4 

gelijk  nul  wordt.    De  baan  heeft  dus  een  perihelium,    zoodat 
c*  +  2aA  >  O  is. 

20 
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De  differentiaaWorgelgkingen   (B)  gaan  in  dit  geral  ow  ia 
r«  =  p«  +  P(m  —  wa)  -I-  p«. 


dirfÖ  = 


v^=rfc 


c/tM 


±,dt  ==  —  dB. 

c 

Zal  e  bestaanbaar  wezen ,  dan  moet  u  den  vorm  iu  +  Bttod- 
vaatige  aannemen;  daar  ook  r*  bestaanbaar  moet  zgn,  lal  Toor 

tl  gesteld  moeten  worden  w  ~  ^ . 

De  diflferentiaalvergeijjkingen  zijn  dus  hier 


r^  =  p(i«  -  y)  +  P  (iu  +   ^)  + 


P«-2 


./e=^^=d. 


c 


Voortu  =0i8r»  =  2p  -+pcüa  en  —  =  p(/ 
-  p  Um   -  *^)  "=  ^'  terwgl  voor  iu  =  *^^ 

De    baan   voert  dus  tot  het  centrum 
op  een   afetand  y2p  ^  +  pc^  tot  1 

Worden   O  en  t  gerekend  van  h 
lium   wordt  gepasseerd,  dan  rijn 

fl=  -^-« 


+  1 


'L 


seeren  yan  het 
owegingsvergelij- 


\ 


.  (3,). 


^  aard,  evenals  Id  het  eerste 

^'•'B^  ^'S'  ^""^  "—-«I      -a  ^       end. 
^  ,  2^^,    .  ^^  .id   van    het  oogenblik,  dat  het 

p«i-  •■  apfen^  s^  r  "^        -^  cci' I  +  pw  I  van   de  baan  pas- 

De  T«m  -»» '  X  r  -^  ^  / 

iifima :  '  8yergelijkingen 


.  (3,). 


f-^pn^.^^ _^ 


spiraal,  laugs  welke  het  punt  in  eindigen 
groote  snelheid  in  het  centrum  komt. 
ngsvergelijkingen  in  dit  geval  zijn 

pw  +  p  (u  —  J')  +  püi" 


=  —y^  u  +  standv.  \         (a\ 

u  4-  X  (w  —  <w")  —  wpw"  +  standv.    J 

20* 


SM 
In  de  tweede  waarde  Yoor  r^  is  voor  n  s=  O 

r*  =  pw  +  J3<w'  4-  p^"  =  O, 
en  voor  u  =  -^  m 

terwgl  dan  ^  =  p  (ii  +  oi'  +  «)  -  p  (y  +  «O  =  O  k   De 

baan  heeft  dus  een  aphelium,  zoodat  ook  hier  <^  +  2aA  >OiL 
In  den  derden  vorm  Yoor  r*  eindelijk  is  r*  =  oo  YOoru=0, 
en  r^  =  O  voor  u  =  oi,  want  dan  is 

r^=:ptü  +  p(w--  ^'')  +  piu"  =*  p«  +  pw'  +  p«'. 

dr 
Omdat  —  SS  p  (u  +  w")  —  pu   nimmer  nul  wordt,  aal  * 

baan  geen  peri-  gf  aphelium  vertoonen,  en  zich  zoowel  tot  bet 
centrum  als  tot  het  oneindige  uitstrekken.  Hier  ia  dos 
c*  +  2ah  <  0. 

Yoor  c^  +  2ah  >  O  worden  dus  onder  dezelfde  omstandig- 
heden twee  versehillende  banen  besohroTen,  een  met  eeo 
perihelium  en  ¥an  hyperbolischen  aard ,  de  andere  met  eeo 
aphelium  en  in  den  vorm  yan  een  spiraal ,  die  naar  het  centnuD 
Yoert.  Waar  het  van  afhangt ,  welke  van  deze  twee  baoen 
door  het  punt  wordt  beschreven,  zal  straks  blgken.  AD^ 
zij    opgemerkt,   dat  de   perihelium-afetand   van   de  eeae  bau 

[V 2p  -|^  +  Pb»)  grooter  is  dan  de  aphelium-afstand 

yan  de  tweede. 

De  differentiaalyergelijkingen  (B)  gaan  dus  in  dit  gevsl 
oyer  in: 

c*  +  2ah  >  O 

a)  r*==pii  +  p{u  -w)-i-pa>     6)  r«  =  p(ii  +  w')  +  p(M  +  0+P'' 

±de  =  4-  du  en  dtde  =  4-  du 

Vh  Vh 

:±df=-^~dO  dtdt  =  —  de 
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(^4-2ah<0 

±ide  =  -^du 
Vh 

±dt  =  —  de.  ' 

c 

a)  Worden  ^  en  0  gerekend  yan  af  het  passeeren  van  het 

perihelium  jT/2p —  + pw II    dan   zgn    de    bewegingsvergeltj- 

kingen 

r^  =  pw  +  p  (tt  —  lo)  +  pio 

®  =  t7Ï\"2""  V  )  .  .  .  (3,). 

Vht  =  Zu  +  Z{u-w)+(^^  -  ujpü, 

De  baan  is  van  hyperbolischen  aard,  evenals  in  het  eerste 
geyal,  en  de  beweging  eeuwigdurend. 

b)  Worden    O   en   ^   gerekend   vau   het  oogenblik,  dat  het 

punt  het  aphelinm  (l/^pf-ö-  +  m\  +  pto]  van   de  baan  pas- 
seert, dan  zgn  de  bewegiDgsTergelijkiDgen 

De  baan  is  een  spiraal,  laugs  welke  het  punt  in  eindigen 
tgd  met  oneindig  groote  snelheid  in  het  centrum  komt. 
t)    De  bewegingsvergelgkingen  in  dit  geval  zijn 

r^  =  pu+  p(u  —  io")  +  pw" 

c 
O  =  -7^  u  +  standv.  \         (a\ 


Vh 

Vh  t  =  Ztt-^Ziu  —  w")  —  up,v"  +  sfandv. 


20* 
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De  baan  strekt  zich  uit  van  het  centrum  tot  het  oneindige. 
De  beweging  van  het  oentram  af  duurt  altgd ;  die  naar  het 
centrum  is  eindig. 

4.    Het  bgzondere  geval  c^  +  ^oh  =  0. 
Dan  is 

dus 

f» 
e,  =  «j  =  —  i«,  =  — ,    «  =  w*  =  00, 

en 

De   perihelium-afstand  yan  (3,)  en  de  aphelium-afstand  ran 

(3j)  yallen  samen  met  1^3*1  =  ^-—  =  p. 

De  differentiaalyergelijkingen  a)  geïntegreerd  in  dit  geyal 
geyen 

r"  =  pu  —  ^3   of  r  =  |t> 


tT-e'^'' 


O  =  --=.  tl  +  standv. 
Vh 

KA/  =  2:u  +  e3U  =  p'u4-/>  ^^+         ' 

«^^  —  «"  ^ 

De  baan  strekt  zich  eenerzijds  tot  het  oneindige  uit,  ande^ 
zijds  gaat  ze  met  oneindig  yeel  windingen  asymptotisch  tot 
den  cirkelomtrek  met  den  straal  p  (baan  met  asymptotiacbeD 
binnencirkel).  Noch  die  cirkel ,  noch  het  oneindige  wordt  ooit 
door  het  punt  bereikt. 

De  differentiaalvergelijkingen  (ft)  in  dit  geval  geintegreerd, 
geven  als  bewegingsvergelijkingen 


r»  =  p(tt  +  «')  —  <•,    of    r  =  p 
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■Z'  +  e 


-p» 


f* 

O  =  "TT-  u  +  staodv. 
Vh 

/»  —  é~^^ 

Vh  t  =z  p^u  —  p +  stand?. 

é^* +  «"'*• 

De  baan  voert  eenerzijds  naar  het  centrum,  anderzijds  met 
oneindig  yeel  windingen  asymptotisch  tot  den  oirkelomtrek 
met  den  straal  p  (baan  met  asymptotisohen  baitencirkel).  De 
beweging  naar  het  centrum  duurt  een  eindigen  tgd,  die  van 
bet  centrum  af  oneindig  lang. 

Deze  twee  gevallen  kunnen  ook  rechtstreeks  behandeld  wor- 
den, aangezien  de  differentiaalvergelijkingen  (A)  nu  zijn 


Vhif^^P^) 

±  dt^  —  de. 

c 

Uit  deze  oplossing  blijkt  verder,  dat  de  baan  (3,)  of  de 
baan  (S^)  zal  gevolgd  worden ,  naarmate  het  punt  bij  het  begin 
der  beweging  zich  buiten  of  binnen  den  cirkel  met  den  straal 
p  bevindt. 

Is  eindelgk  het  punt  bij  't  begin  der  beweging  op  dien  cirkel, 

dan  beschrijft  het  dezen  met  eenparige  beweging,  omdat  dan 

dr 
niet  alleen  -j- ,  maar  aUe  afgeleiden  van  r  naar  u  gelgk  nul  zijn. 


JOHANN  WEKDEL  TESCH 
(1840-1901). 


Onder  hea ,  die  naar  de  mate  huDDer  krachten  tot  den  bloei 
van  het  Wiskundig  Genootschap  hebben  bijgedragen,  moet  de 
naam  yan  Tesch  in  de  eerste  plaats  genoemd  worden.  Daarom 
mag  in  de  eerste  aflevering  van  het  Nieuw  Archief  j  die  na 
zijn  overlijden  verschijnt,  een  enkel  waardeerend  woord  zijn 
plaats  vinden. 


De  uiterlijke  levensomstandigheden  van  Tesch  zgn  spoedig 
vermeld. 

Den  26*^^  September  1840  in  de  residentie  geboren,  verbond 
hij  zich  reeds  in  1860  als  onderwijzer  in  wiskunde  aan  het 
bekende  Instituut  van  Vliet  aldaar.  In  1866  nam  hij  een  be- 
noeming aan  tot  leeraar  in  wiskunde  aan  de  nieuw  opgerichte 
hoogere  burgerschool  te  Zaandam.  Hoewel  zijn  verblijf  daar 
van  korten  duur  was,  had  het  toch  een  beslissenden  invloed 
op  zijn  levenslot,  wijl  het  hem  kennis  deed  maken  met  Hej. 
G.  Stoffel  uit  Deventer  en  deze  kennismaking  tot  een  geluk- 
kig huwelijk  leidde.  Van  1867  tot  1878  was  hij  leeraar  in 
wiskunde  aan  de  hoogere  burgerschool  te  Amsterdam;  toen 
keerde  hij  naar  zijn  geboorteplaats  terug  om  er  de  leiding  van 
het  Instituut,  waaraan  hij  als  onderwijzer  verbonden  geweest 
was,  over  te  nemen.  Tot  Maart  1901  mocht  hij  hieraan  zijn 
beste  krachten  wgden.  En  veel  heeft  hij  voor  zijne  school 
gedaan ,  die  aan  een  lagere  school  een  inrichting  verbond , 
welke  met  een  driejarige  hoogere  burgerschool  gelijk  te  stellen 
was.  Toen  echter  openbaarde  zich  de  kwaal,  die  hem  moest 
slopen,  in  die  mate,  dat  hij  zich  genoodzaakt  zag  het  dage- 
lijksch  werk  aan  andere  handen  toe  te  vertrouwen.  Een  ver- 
blijf in  de  Scheveningsche  boschjes  mocht  niet  baten ;  den  3^^ 
Juli  ging  hij  kalm  heen.    Bij  zijne  begrafenis  op  den  6^^  Juli, 
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Waar  de  róerzitter  en  ahdere  leden  Tan  het  Wiskundig  Genoot- 
«ohap  itotiwerig  ^tfren,  Werd  hèiA  bg  monde  yan  den  eeraten , 
CORir.  L.  Lakdré,  de  laatste  eer  bewezen. 


In  1863  werd  Tbsoh  lid  van  het  wiskundig  genootschap  en 
in  1869,  dus  kort  nadat  hij  inwoner  van  de  hoofdstad  gewor- 
den was,  nam  hg  zitting  in  het  bestuur.  In  het  in  1874  ver- 
schenen deel  der  ^^Wiskunêtige  opgaven  met  hare  ontbindingen'', 
dat  over  1670—1874  loopt  en  waarvan  de  naamlgst  behalve 
bestnurders  nog  ^buitengewone  leden  van  verdienste  in  het 
wetenschappelijke  vak",  ,  buitengewone  leden  van  verdienste 
in  het  huishoudelijke  vak",  gleden  van  verdienste  eerste  klasse", 
gleden  van  verdienste  tweede  klasse",  „leden  van  de  weten- 
schappelgke  commissie",  enz.  onderscheidde,  staat  Tesch  èn 
als  „tweede  secretaris"  ën  als  „inspecteur  der  boekerg"  ver- 
meld. Dit  deel  bevat  waarschgnlgk  zijne  eerste  pennevruchten 
op  wiskundig  gebied,  een  achttoi  vraagstukken,  waarvan  er 
o.a.  een  is  opgelost  door  H.  A.  Lorbntz.  Doch  aan  het  vol- 
gende deel  der  vraagstukken ,  dat  onder  den  titel  „Wiskundige 
opgaven  met  de  oplossingen"  een  nieuwe  reeks  opende,  zou 
Tksgh  een  veel  grooter  aandeel  hebben;  in  de  naamlgst  van 
dit  in  1881  voltooide  deel  staat  hij  vermeld  als  „Redacteur 
der  wiskundige  opgaven".  Dat  deze  betrekking  toen  allerminst 
een  siuekuur  was  kan  wel  hieruit  blgken,  dat  64  van  de  200 
vraagstukken  uit  dit  deel  door  Tesch  zei  ven  zgn  opgegeven, 
van  welke  slechts  18  door  hem  aan  andere  tijdschriften  waren 
ontleend.  Oedurende  de  zes  jaar,  waarin  dit  deel  in  bewer- 
king was,  vloeiden  nieuwe  vraagstukken  slechts  traag  toe  en 
ook  het  aantal  belangstellende  oplossers  was  zeer  afgenomen. 
Oeheel  in  het  vergeetboek  geraakt  scheen  de  aanmauing  tot 
de  leden  van  het  genootschap  gericht  o.a.  ift  den  beschrgvings- 
brief  van  de  algemeene  vergadering  van  1865,  waar  het  heette: 
„Eindelijk  verzoek  ik  U£d.  om  het  opgeven  en  oplossen 
VAN  Voorstellen  in  de  gewone  Stukjes  steeds  als  eene 
der  voornaamste  werkzaamheden  ter  beoefening  en  uitbrei- 
ding van  wiskundige  kennis,  te  blijven  beschouwen,  te 
willen  bevorderen  en  aan  te  moedigen:  het  Bestüdr  maakt 
ÜEd.  daarom  bij  herhaling  hierop  in  het  Berigt  van  ieder 
Stukje    opmerkzaam,   noodigt  UEd.   dringend  uit,   om   toch 


812 

▼ooral,  BOO  door  het  inzenden  fon  VoarstdUn^  ak  door  het 
oplossen  van  de  opgegevene  Nieuwe  Vraag^uUeen^  tot  dit  oït^ 
tige  doel  mede  te  werken ,  en  alsoo  de  bekuigrgkheid  ea  de 
yermenigvuldiging  der  gewone  Stukjeb  te  helpen  beTorderen". 
Doch  de  nieuwe  redacteur  liet  zich  niet  ontmoedigen.  Yan 
«ijne  verschillende  woonplaateen ,  Amsterdam  (Bloemgracht  Mï 
38  en  72 ,  P.  C.  Hooftstraat  37)  en  VOrayenhage  (Piet  Heinstnit 
ld  en  Molenstraat  S3)  bleef  hg  zijne  ^Nieuwe  OpgaTon"  lan 
de  leden  rondzenden.  En  ongetwgfeld  is  het  alleen  aan  sgoe 
Yolharding  toe  te  schriJTen,  dat  de  nieuwe  reeks,  waarTUi 
thans  het  achtste  deel  in  bewerking  is ,  niet  in  de  geboorte  is 
gebleven ;  ongetwijfeld  heeft  zijne  werkkracht  toen  het  genoot- 
schap voor  een  ramp  behoed. 

Het  zou  ons  te  ver  voeren  de  64  door  Tesch  opgegereD 
vraagstukken  naar  de  wetenschappelijke  waarde  te  beoordeeleo; 
bovendien  hebben  we  aanstonds  te  wijzen  op  verdienstelgker 
werk.  We  kunnen  er  echter  niet  van  afstappen  zooder  de 
aandacht  te  vestigen  op  een  kenmerkenden  karaktertrek,  die 
zich  er  in  openbaart ,  n.l.  dezen ,  dat  de  redacteur  zich  zelveo 
nooit  op  den  voorgrond  brengt.  Yan  de  64  door  hem  opge- 
geven vraagstukken  heeft  hij  bg  slechts  twee  zgn  eigen  op- 
lossing gepubliceerd.  Bijzonder  eigenaardig  komt  deze  besohei* 
denheid,  die  Tesch  kenmerkte,  in  het  door  hem  aan  Steineb 
ontleende  vraagstukkendrietal  81-83  uit.  Yan  het  eerste  en 
tweede  waren  oplossingen  ingekomen,  van  het  derde  niet  En 
hoewel  Tesch  nu  een  oplossing  van  dit  derde  gevonden  bad, 
publiceerde  hij  die  niet,  omdat  ze  hem  wat  omslachtig  voor- 
kwam, en  riep  hij  voor  dit  derde  opnieuw  de  medewerking 
van  de  leden  in  met  de  toevoeging:  „mocht  er  onverhoopt 
geen  kortere  oplossing  inkomen,  dan  zal  de  redacteur  de  zijo^ 
geven  aan  het  einde  van  dit  deel";  werkelgk  bevat  het  ysan- 
hangsel"  een  oplossing  van  een  andere  hand. 

Met  het  tweede  deel  der  nieuwe  reeks  „Wiskundige  Opga- 
ven", dat  van  1882  tot  1886  in  bewerking  was,  sag  Tesch 
zijn  volharding  beloond ;  daarin  kon  het  aantal  der  door  ben) 
zelven  opgegeven  vraagstukken  tot  23  dalen.  Onder  deze  uJQ 
er  twee ,  die  we  nader  moeten  bespreken  ten  opzichte  van  buooe 
wetenschappelijke  waarde;  zg  toch  bevatten  oorspronkeljjl^ 
werk  van  blijvende  beteekenis. 

Zijn  A|  By  Cy  D  de  voetpunten  der  normalen  uit  eenwill^ 
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keurig  punt  P  in  bet  vlak  yan  een  middelpuntskegelsnee  t  op 
deze  kegelsnee  neeigelaten,  ie  A'  het  diametraal  tegenover  A 
gelegen  punt  en  8  bet  voetpunt  van  de  loodhjn  uit  het  middel- 
punt van  €  op  de  raaklijn  in  A'  aan  c  neergelaten ,  dan  liggen 
de  punten  A',  B,  C,  D,  8  op  een  cirkel.  Dit  is  de  bekende 
stelling  van  Joachimsthal  ,  met  het  punt  8  aangevuld  door  de 
LoNGCHAMPS.  Deze  stelling  is  echter  niet  omkeerbaar  in  dien  zin , 
dat  bij  elkefi  cirkel  in  bet  vlak  van  k  een  punt  P  van  het  vlak 
gevonden  kan  worden ,  waarvoor  deze  cirkel  een  der  vier  cirkels 
van  JoACHiMSTHAL  is ;  immers  het  aantal  punten  P  van  het  vlaken 
dus  het  aantal  cirkels  van  Jgaguimsthal  is  tweevoudig  onein- 
dig, terwijl  het  aantal  cirkels  in  het  vlak  drievoudig  oneindig 
is.  En  nu  heeft  Tesch  aan  het  vraagstuk,,  dat  reeds  de  aan- 
dacht van  zooveel  bekende  wiskundigen  getrokken  had,  een 
uitbreiding  gegeven,  waardoor  de  aangewezen  leemte  wordt 
aangevuld.  Hij  is  namelijk  op  het  gelukkige  denkbeeld  geko- 
men de  werkelgke  normalen  te  vervangen  door  lijnen,  die  in 
het  punt  der  kegelsnee  met  de  raaklijn  aan  die  kromme  in 
dat  punt  in  bepaalden  zin  een  van  90^  verschillenden  hoek  a 
maken ,  door  zoogenaamde  a-normalon.  Zoo  vond  hjj ,  dat  eUce 
cirkel  in  het  vlak  der  kegelsnee  e  deze  kromme  in  vier  punten 
snijdt ,  die  bij  vervanging  van  een  van  hen  door  het  diametraal 
tegenover  gelegen  punt  vier  voetpunten  van  door  een  zelfde 
punt  P  gaande  cr-normalen  opleveren  en  wel  voor  een  bepaalde 
waarde  van  a,  die  gemakkelijk  uit  elk  drietal  der  vier  pun- 
ten is  af  te  leiden.  Bovendien  toonde  hij  aan ,  dat  de  door 
DE  LoNGCHAMPS  gegevcu  uitbreiding  in  den  meer  algemeenen 
vorm  behouden  blijft  in  de  volgende  stelling :  Zijn  A,  B,  C,  D 
de  voetpunten  der  a-normalen  —  a  nu  gegeven  gedacht  — 
uit  een  punt  P  van  het  vlak  van  c  op  deze  kromme  neerge- 
laten ,  is  A'  het  diametraal  tegenover  A  gelegen  punt  en  8  het 
voetpunt  van  de  in  denzelfden  zin  genomen  a-normaal  uit  het 
middelpunt  van  c  op  de  raaklijn  in  A'  aan  e  neergelaten ,  dan 
liggen  de  punten  A',  B,  C,  D,  8  op  een  cirkeL 

Yergelgkt  men  deze  uitkomst  met  de  boven  gegeven  stelling 
van  JoACHiMSTHAL,  dan  springt  de  buitengewone  eenvoudig- 
heid van  de  door  Tesch  gegeven  uitbreiding  in  het  oog.  Het 
denkbeeld  in  het  algemeen  normalen  door  a-normalen  te  ver- 
vangen was  niet  nieuw;  reeds  onderscheidde  men  naast  de 
gewone  ontwondene  eener  kromme ,  d«  i.  de  omhullende  barer 
normalen,  de  a-ontwondene ,  de  omhullende  harera-normalen. 
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Wat  echter  nieuw  is  en  de  hoofdverdienste  van  Tesch  mtnaakt, 
is  de  meeeterlgke  analytische  toepassing  van  dit  dienkbeeld  op 
de  stelling  van  Joachim bthal  ,  die  mg  indertgd  dermate  hseft 
bekoord ,  dat  ik  de  verleiding  niet  heb  kunnen  weerstaan  te 
trachten  langs  meetknndigen  weg  tot  dezelfde  uitkomst  te  g^ 
raken  door  in  het  oorspronkelijke  geniale  bewgs  van  JoACHiirS' 
THAL  overal  loodlgn  door  a-loodlijn  te  vervangen ;  bij  de  be- 
handeling der  stelling  van  JjOachixsthal  is  het  tng  dan  ook 
altgd  een  genoegen  op  mijne  lessen  de  schoone  vondst  yan 
Tesch  te  vermelden  en  daarbg  te  verwijzen  naar  vraagstuk  160 
van  deel  II  der  wiskundige  opgaven.  Eenmerkend  is  weer  het 
bijschrift  altn  de  oplossing  toegevoegd :  «Had  de  steller  eent 
het  oog  op  de  in  deze  vraag  gestelde  voorwaarde,  langzamer- 
hand breidde  de  oplossing  zich  uit  tot  de  hier  meegedeelde 
beschouwing,  die  misschien  eenige  nog  niet  bekende  eigen- 
schappen  der  ellips  bevat,  wat  tot  versohooning  vaa  de  onge- 
wone lengte  moge  dienen.'*    Kan  het  bescheidenere 

Een  tweede  vraagstuk,  dat  om  zgne  wetenschappelijke  be- 
teekenis  der  vermelding  waardig  is ,  staat  eveneens  nietr  a-nor- 
malen in  verbabd  en  kan  in  een  anderen  zin  als  eene  omkeering 
van  de  door  Tbsch  uitgebreide  stelling  van  Joachimsthal 
beschouwd  worden.  Gaat  men  van  drie  punten  A,  B,  C  van 
een  middelpuntskegelsnee  €  uit ,  dan  kan  men  altgd  een  hoek  o 
vinden,  waarvoor  de  drie  a-normalen  van  A,  B,  C  door  een- 
zelfde punt  P  gaan.  Denkt  men  zich  nu  de  punten  A ,  B ,  C 
en  een  ho^  a  gegeven,  doch  e  veranderlijk,  dan  heeft  men 
den  grondslag  gevormd  van  vraagstuk  179.  We  kunnen  daarbg 
vragen  naar  de  meetkundige  plaats  van  het  sngpunt  P  dezer 
lijnen  en  die  van  het  middelpunt  M  der  kegelsnee,  welke  dsn 
bljjkeu  kromme  lijnen  van  den  derden  graad  te  zijn.  Het  merk- 
waardige van  dit  vraagstuk  ligt  echter  hierin ,  dat  Tbsch  naast  de 
reeks  van  kegelsheden  omgeschreven  aan  den  coördinatendriehoek 
ABC  een  reeks  van  kegelsneden  in  dien  driehoek  beschreven 
gesteld  heeft,  waarbij  dan  de  voorwaarde  moet  gelden,  dat  de 
voor  een  bepaalde  waarde  van  a  genomen  a-normalen  in  de 
raakpunten  dezer  kegelsneden  met  de  zijden  van  den  coördi- 
natendriehoek door  een  zelfde  punt  P  gaan ,  en  dan  de  opm6^ 
kelgke  uitkomst  verkregen  wordt,  dat  voor  een  zelfde  waarde 
van  a  zoowel  de  meetkundige  pltots  dier  punten  P  als  die  van 
de  middelpunten  M  in  beide  gevallen  dezelfde  ^^ordt.  Hoewel 
ik  ook  van  deze  bescfaduwingen  een  meetkuhdig  pendant  ge- 
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leverd  heb,  ia  het  mj|  daarbij  niet  gelukt  uit  te  tnaken,  of 
men  bij  het  naast  elkaar  stellen  van  de  beide  reeksen  vaii 
kegelsneden  aan  een  dieper  inzicht  in  het  wezen  der  dingen 
dan  wel  aan  een  bloot  gelukkig  toeval  te  denken  heeft;  in  elk 
geval  getuigt  de  meesterljjke  greep  van  een  hoogen  graad  van 
wiskundige  ontwikkeling. 

Was  Tesch  eenmaal  met  een  onderwerp  bezig,  dan  kon  hg 
het  moeielijk  weer  loslaten.  Zoo  is  hjj  voor  een  derde  maal 
op  het  normalenvraagstuk  teruggekomen  in  een  voordracht  op 
het  Natuur-  en  geneeskundig  congres  te  Amsterdam  in  1896; 
daar  sprak  hij  over  meetkundige  plaatsen  van  punten  P  in  het 
vlak  eener  ellips  i,  voor  welke  de  constructie  der  vier  normalen 
met  behulp  van  gemakkelijk  te  oonstrueeren  kegelsneden  kan 
geschieden.  Verder  bevat  het  Nieuw  Archief  voor  Wiskunde 
twee  opstellen  van  zijne  hand  en  zgn  verschillende  kleine 
bijdragen  van  hem  opgenomen  in  U intermediaire  des  mathé" 
matidens. 

Eene  aanhaling  uit  een  aan  den  Heer  Landré  gericht  schrij- 
ven moge  hier  een  plaats  vinden:  ,Hoe  gaarne  had  ik  u  ge- 
sproken over  een  mijner  oudste  en  beste  leerlingen,  dien  ge 
denzelfden  ochtend  de  laatste  eer  hebt  helpen  bewijzen*  Ik 
bedoel  J.  W.  Tesch.  Ik  spreek  nu  van  èen  tijd  toen  ik  nog 
veel  deed  aan  hoogere  wiskunde.  Slechts  eens  in  de  week, 
in  den  winter  's  morgens  zeer  vroeg  nog  bij  lamplicht ,  gaf  ik 
hem  les,  hoofdzakelijk  in  de  hoogere  algebra.  Daar  zijn  leer- 
lingen van  wie  de  onderwijzer  zelf  leert;  tot  dezen  hoorde 
TfiSCH.  Ik  ondervond,  dat  Tesch  een  scherpen  doordringenden 
blik  had  en  een  geboren  mathematicus  was.  Ik  stelde  zooveel 
belang  in  hem,  dat  ik  zijn  examen  middelbaar  onderwijs  bg- 
woonde.  Tesch  had  niet  veel  moed.  Tegelijk  met  hem  legde 
iemand  examen  af,  die  reeds  naam  had  op  wiskundig  gebied. 
Ik  sprak  Tesch  moed  in  en  voorspelde,  dat  hij  wel  zou  slagen 
en  de  ander  niet.    En  mijn  voorspelling  werd  bewaarheid," 

Als  medewerker  aan  de  „Revue  semestrielle^^  stond  Tesch  de 
redactie  trouw  ter  zijde.  Yan  de  oprichting  af  aan  leverde  hij 
de  analyse  van  het  tijdschrift  y^Mathesis*^  en  van  eenige  andere 
publicaties.  Aan  de  samenstelling  der  eerste  vijfjaarlijksche 
tabel  had  hij  een  werkzaam  aandeel  door  de  , table  des  auteurs" 
voor  zijne  rekening  te  nemen.  Ook  bij  de  samenstelling  der 
achter  iedere  aflevering  verschijnende  naamlijst  was  hg  tot  kort 
voor  zijn  dood  behulpzaam. 
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In  Tbsch  verliest  het  Wiflkundig  Qenootschap  Tan  Amaterdan 
een  volijyerig,  behulpzaam  en  bescheiden  medelid  en  de  Neder- 
landsche  wetenschap  een  talentvol  wiskundige,  wiena  naam  met 
eere  moet  worden  genoemd.    Zgn  asch  ruste  in  vrede. 


P.    H.    SCHOÜTS. 
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betrekking  tot  de  afgeleiden  en  de  onbepaalde  integralen  yan 
sommen,  producten,  quotiënten  yan  functies.  Integratie  bij 
gedeelte ,  functies  yan  functies,  integratie  door  substitutie). 

8.  Integratie  yan  rationale  functies  (ontbinding  yan  een 
rationale  breuk  in  elementaire  breuken,  integratie  yan  irratio- 
neele  differentialen,  integratie  yan  transcendente  differentialen). 

9.  Integralen  yan  functies  met  oneindigheidspunten. 

10.  Integralen  oyer  een  oneindige  tusschenruimte. 

11.  Leng^  yan  bogen  yan  krommen. 

12.  Opeenyolgende  afgeleiden  en  diffirentialen  (de  formule 
yan  Taylor  afgekort). 
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13.  üitdrakkingdii ,  die  zich  onder  een  onbepaalden  Tom 
Toordoen. 

14.  Maxima  en  minima. 

15.  Reeksen  van  fancties.  Oelgkmatige  convergentie.  Door- 
loopendheid   en  iniegreerbaarheid  eener  reeks.     Machtreeben. 

16.  Reeksen  Tan  Taylor  en  van  MAcLAORiif. 

Uit  deze  inhoudsopgaaf  kan  blgken ,  dat  difierentiaal-  ea 
integraalrekening  gezamenlijk  behandeld  worden  in  dit  (gedeelte, 
dat  aan  de  behandeling  van  functies  met  één  yeranderlgke 
ia  g^wgd*  Het  tweede  stuk  van  dit  eerste  deel  zal  op  dezelfde 
wgs  de  theorie  der  functies  met  twee  en  meer  veranderlgkeii 
ontwikkelen.  Een  tweede  deel  zal  gewijd  zgn  aan  de  meet- 
kundige toepassingen  en  in  verband  hiermee  aan  de  differentiftal- 
vergeiykingen  en  de  variatie-rekening.  S*. 

Leerboek  der  Mechanica  met  velo  opgeloste  vraag- 
stukken en  opgaven  door  J.  vak  der  Breggbn  ,  Civiel-Ingeni^f) 
Leeraar  3f.  O.  te  Wintersw^k.  Een  deel  in  8^,  192  bit, 
120  flg.    Prijs  /2,25.    Groningen,  P.  Noordhoff,  1901. 

Dit  leerboek  is  naar  onze  meening  een  uitstekende  fau^ 
leiding  bij  het  onderwijs  aan  hoogere  burgerscholen.  Wat  <le 
theorie  aangaat,  bereikt  het  wat  zonder  behulp  van  differentiaal- 
en  integraalrekening  te  bereiken  is;  bovendien  bevat  het  een 
groote  reeks  van  met  zorg  gekozen  uitgeweridie  maffitalAed. 
Het  centimeter-gram-seconde-stelsel  is  er  in  opgenomen. 

Natuurlijk  zijn  er  wel  aanmerkingen  te  maken  vanosdecge- 
schikt  belang,  die  bij  de  verschijning  van  een  tweeden  drok 
van  nut  kunnen  zijn.  Zoo  op  de  Ign  MD  van  de  tMelfipioT, 
die  loodrecht  op  BH  behoort  te  staan ,  op  de  twee  formol^ 
(50)  zie  blz.  175  en  blz.  178,  op  de  y  van  fig.  03  dieamo^^ 
zgn,  enz.  Het  is  echter  onnoodig  deze  hier  op  te  geTeo. 
Want  als  de  schrijver  zelf  zijn  leerboek  gebruikt  bg  «jn 
onderwgs ,  zal  het  hem  gemakkelijk  vallen  desnoods  met  behulp 
van  zijn  leerlingen  deze  drukfouten  in  zgn  eigen  exempli 
te  verzamelen. 

De  uitvoering  is  goed,  de  figuren  zgn  over  het  alg«o«^" 
goed  geteekend.  Alleen  is  het  niet  duidelgk»  waarom  '^ 
fig.  85  niet  gestippeld  is ,  wat  door  het  vlak  Y  van  het  eene 
koppel  wordt  bedekt.  S'' 

Oplossing    van     Vraagstukken    uit    de    Anal/tische 
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Meetkunde  van  het  platte  vlak  en  der  ruinate,  yoorkomende 
in  „Briot  et  Bouquet,  Lecons  de  geometrie  analytique",  beneyens 
een  gelj)k  aantal  vraagstukken  ter  oefening  door  D.  ^.  Korte- 
WEO,  hoogleeraar  te  Amsterdam.  Derde  druk»  vermeerderd 
en  bewerkt  door  Dr.  W,  A.  Wythofp.  Een  deel  in  8^, 
192  blz.    's  Hcrtogeabosc^ ,  W.  C.  van  Heusd^n,  1901. 

Bg  deze  nieuwe  bewerking  van  de  bekende  „Oplossingen'', 
waarvan  de  eerste  druk  in  1872,  de  tweede  in  1880  versebeen, 
is  de  zestiende  door  Appbll  bezorgde  editie  van  Bbiot  en 
Bouquet's  handboek  gevolgd ,  dat  zieh ,  dank  zij  ague  voor- 
treiFelijke  eigensobappen,  in  een  telkens  weer  op  de  hoogte  van 
zgn  tijd  gebrachten  vorm  blgft  handhaven. 

Voor  de  eerste  maal  strekt  deze  verzameling  zich  ook  over 
ruimtevraagstukken  uit.  Teneinde  echter  omvang  en  prijs 
van  het  werkje  niet  te  zeer  te  verhoogen  heeft  Dr.  Wtthoff 
zich  daarbij  beperkt  tot  de  eerste  reeks  vraagstukken  der  aan 
de  ruimte  gewijde  afdeeling  en  tot  het  eerste  zestal  van  elk 
der  beide  daarop  volgende  reeksen.  B\ 

E.  FouRBKY.  Recreations  arithmétiques.  Een  deel 
in  &o,  261  blz.    Parijs,  Nony  en  Co.,  1899. 

Dit  werkje  is  verdeeld  in  drie  deelen.  Het  eerste  handelt 
over  de  abstrakte  getallen  (merkwaardige  eigenschappen  van 
getallen ,  rekenkundige  eigenschappen  van  getallen  ,  rekenkun- 
dige bewerkingen ,  reeksen ,  polygonaalgetallen ,  vierkanten  , 
kuben ,  deelers ,  verschillende  vraagstukken  over  getallen) ,  het 
tweede  ontwikkelt  de  toepassingen  (dagen  der  week ,  gedachte 
getallen  te  raden,  oude  vraagstukken,  merkwaardige  of  luimige 
vraagstukken),  het  derde  is  geheel  gewgd  aan  toovervier- 
kanten  (vorming,  verschillende  vormen  en  vervorming).    8^ 

Tychonis  Brahe  Dani  die  XXIY  octobris  a.  d.  MDCI 
defuncti  operum  primitias  de  nova  stella  summi 
civis  memor  denuo  edidit  regia  societatb  scientiarum  Danica. 
Insunt  effigies  et  manus  specimen  Tychonis.  Een  met  bijzon- 
der veel  zorg  bewerkt  boekdeel  in  klein  4^,  Xyi+  138  blz., 
met  een  beeldtenis  van  Ttcho  naar  een  penteekening ,  fijn 
van  Ignen ,  die  volgens  sommigen  aan  den  hollandschen  graveur 
GoLTZiüS,  volgens  anderen  aan  den  Augsburger  schilder  Gbm* 
PERLiN  wordt  toegeschreven ,  en  een  photografische  afdruk 
van  een  handschrift  van  Tycho  (n^.  10932  van  de  keiz^lijke 
bibliotheek  van  Weenen).    Kopenbageuy  24  October  1901. 
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BehaKe  Bkahé^s  „de  nova  stelW,  waarvan  het  oonprottkelgh 
1573  bg  Laurentius  Benedict!  te  Kopenhagen  Tendieen  en  in 
dezen  vorm  voorzoover  bekend  nog  slechts  vgf  exempkreQ 
bestaan »  bevat  dit  prachtwerk  een  Prooemiam  behelzende  de 
geschiedenis  van  het  ontstaan  der  nieuwe  uitgaaf ,  een  bladzg 
corrigenda  en  een  woord  aan  den  deenschen  lezer.         8'. 

Der  Hammer-Fennersche  T  achy  met  er-T  heodolit 
und  die  Taohjmeterkippregel  zur  unmittelbarei 
LattenablesungYonHorizontaldistans  und  Höhea- 
unterschied.  Beschreibung  und  Anleitung  zum  Qebraucb 
des  Instruments  und  erster  Genauigkeitsversuche  von  Dr.  I. 
Hammer  ,  Professor  an  der  K.  technischen  Hochschole  ii 
Stuttgart.  £en  brochure  in  4"^,  52  blz. ,  2  pL  Stuttgart,  E. 
Wittwer,   1901. 

Deze  instrumenten  kunnen  den  landmeter  en  waterpasser 
goede  diensten  bewgzen.  Volgens  de  door  den  schrgver  uit- 
gewerkte voorbeelden  wordt  een  afstand  van  250  meter  totof 
omstreeks  een  halve  meter  en  het  hoogteverschil  over  dien 
afstand  bg  een  helling  van  omstreeks  7^  tot  op  eenige  ceoti* 
meters  nauwkeurig  bepaald.  S'. 

Ueber  die  Geometrieen,  in  denen  die  Graden 
die  Eürzesten  sind.  Inaugural-Dissertation  van  6eob(/ 
Hamel.  Een  brochure  in  8^,  92  blz.  Göttingen,  IMetrich, 
1901. 

De  schrgver  zoekt  de  algemeenste  meetkunde,  waarin  rechte 
lijnen  de  kortste  Ignen  zgn  ;  deze  omsluit,  behalve  de  eudidiseie 
meetkunde ,  ook  verschillende  soorten  der  niet-euclidische  meet- 
kunde, die  door  Klein  ,  Hilbert  en  Minkowski  zgn  behasdel<i 
Dit  algemeene  vraagstuk  is  bovendien  daarom  belangrgk ,  dat 
het  de  oplossing  geeft  van  een  bijzonder  geval  van  het  om- 
keerings vraagstuk  der  variatierekening:  gegeven  een  bepaaU^ 
diiFerentiaalvergelgking ;  gevraagd  een  probleem  der  variatie 
rekening,  waarvan  deze  vergelijking  de  vergelgking  ^^^ 
Lagrange  is.  S*. 

De  projectiev  e  meetkunde  en  hare  grond legg^^^ 
door  Dr.  H.  de  Vries.  Toespraak,  gehouden  den  9  October 
1901 ,  bg  de  opening  zgner  lessen  in  de  Projectieve  Me^^' 
kunde  aan  de  Universiteit  te  Amsterdam.  Een  brocliure  in  ^) 
30  blz.    Amsterdam,  H.  G.  van  Dorssen,  1901. 
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Kx>rte,  lezenswaardige  geschiedenis  van  de  ontwikkeling  der 
meetkundige  ondersoekingen  van  de  oudste  tijden  tot  op  beden. 

8-. 

LiB  Fonetion  Oamma;  Theorie,  Histoire,  Bibliographie, 
par  Maurice  Godefkoy.  Een  deel  in  8^,  68  blz.  Frijs  3  fr.  50. 
Parijs,  Gauthier  VöIkts,  1901. 

De  gammafunctie  door  Eüler  gedefinieerd  als  een  integraal, 
werd  door  Gauss  beschouwd  als  de  limiet  Tan  een  product, 
dat  later  door  Wëierstbass  in  een  ^enigszins  Anderen  yorm 
werd  gebracht.  De  schrijver  van  het  bovenstaand  werkje 
neemt  de  definitie  van  Gauss  als  uitgangsipuiit^  ontwikkelt  de 
bekende,  maar  vooral  ook  de  minder  bekende^  eigenschajipen 
van  I\x)  en  geeft  tot  op  zekere  hoogte  een  zeer  Tolledig  over^ 
zicht  van  alles,  wat  thans  aangaande  IXx)  bekend  is. 

De  duidelijkheid  en  helderheid  laat  niet  te  wensohen  over. 
Yooral  zgn  op  pr|js  te  stellen  de  talrijke  bibliographische  aan- 
wg  zingen  en  de  mededeelingen  aangaande  minder  bekende 
onderzoekingen ,  die  niét  zoozeer  de  gammafunctie  betreffen, 
maar  waartoe  toch  de  gammafunctie  aanleiding  heeft  gegeven. 
Een  alphabetische  tafel  aan  het  einde  Tergemakkelgkt  het 
naslaan.  El. 

J.  fioussiNESQ.  Theorie  analytique  de  la  chaleur 
iTiise  en  harmonie  avec  la  thermodynamique  et 
avec  Ia  theorie  mécanique  de  la  lumière.  Tome  I. 
Froblèmes  généraux.  Een  deel  in  groot  8^,  XYI,  383  p.  Parijs, 
Gauthier  Vilhtrs,  1901. 

Gelijk  de  titel  uitdrukt  en  de  schrijver  in  een  uitvoerige 
inleiding  nader  uiteenzet,  wordt  in  dit  boek  de  analytische 
theorie  der  warmtegeleiding  op  een  nieuwen  grondslag  gevestigd. 
De  vooral  door  Fouries  ontwikkelde  behandelingswijze  gaat 
uit  van  de  destrjds  algemeen  aangenomen  voorstelling  der 
warmte  ala  een  soort  elastische  vloeistof,  wier  drukverschillen 
door  ons  als  temperatuurverschillen  worden  waargenomen. 
Thans  weet  men,  dat  de  warmte  een  vorm  van  energie  is, 
energie  van  onregelmatige  bewegingen  der  moleculen  of  van 
trillingen  in  den  ether.  De  temperatuur ,  aangevende  de  ge- 
middelde intensiteit  der  bewegingen,  heeft  alleen  beteekenis 
voor  een  eindige  ruimte,  niet  meer  voor  een  enkel  molecuul. 
liet  is  dus  niet  overbodig  na  te  gaan ,  of  de  grondstellingen 
van    Fourier   en  zijn  opvolgers  than«  big  ven  bestaan.    Dit  is 

{Deze  bladzijde  wordt  in  stuk  4  herhaald.) 
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de  opperylakkeD  uitstrekken.  Die  temperataur  van  den  etber 
heeft  evenwel  alleen  beteekenis,  zoo  de  straling  TolkomeD  diffims 
is.  Achtereenvolgens  worden  afgeleid  de  Terschillende  ellip- 
soïden ,  aangevende  bgv.  de  geleidbaarheid  in  de  richting  m 
het  temperatuurverval  of  die  in  de  richting  van  den  warmte- 
stroom.  In  het  tiende  hoofdstuk  wordt  dit.toegepast  op  stsaQes, 
plaatjes  en  kristallen. 

Tot  hiertoe  bad  alles  betrekking  op  den  toestand  op  eeo 
enkel  oogenblik.  De  invoering  van  den  tyd  t  als  nieuwe  ver- 
veranderlgke  voert  voor  een  ruimte  co  met  oppervlak  a  tot  de 
vergelijking 

waar  C  voorstelt  de  soortelgke  warmte,  u  de  temperatuar, 
F«  den  normalen  warmtestroom  en  9?  de  warmte  in  het  inwen- 
dige uit  den  ether  gabsorbeerd  of  uit  andere  energievormei 
ontstaan.  Straling  aan  het  oppervlak  en  convectie  wordeo 
samengesteld  tot  uitwendige  geleidbaarheid,  die  de  grensroor- 
waarden  van  het  vraagstuk  regelt.  Het  bewys  van  het  hestm 
van  een  enkele  bepaalde  oplossing,  in  het  bgzonder  in  de  beide 
hoofdgevallen  van  afkoeling  bij  een  ondoordringbaar  opper?kk, 
en  eindtoestand  bij  constante  uit-  en  inwendige  warmtetoeToer 
neemt  het  grootste  deel  van  het  twaalfde  hoofdstuk  in.  In  het  toI- 
gende  wordt  aangetoond,  hoe  het  algemeene  probleem  theore- 
tisch tot  deze  beide  bijzondere  terug  te  brengen  is,  indien  men  den 
aanvangstoestand  en  den  lateren  warmtetoevoer  weet  te  ont- 
leden in  ^^elementaire  verwarmingen'*,  welke  elk  op  zich  zelf 
een  onafhankelijk  aandeel  tot  den  eindtoestand  leveren.  Be- 
trekkelijk eenvoudig  wordt  dit  zoo  de  verwarming  periodieii 
is ;  in  dat  geval  nadert  de  eindtoestand  zelf  tot  een  periodieke. 

De  algemeene  behandelingswijze  is  hiermede  aangegeyen. 
De  nu  volgende  vgf  hoofdstukken  bevatten  de  toepassing, 
grootendeels  overeenkomstig  Fouribb  ,  op  de  verwarming  der 
aarde  en  de  afkoeling  bg  ring,  bol,  kubus  en  cylinder. 

Een  laatste  hoofdstuk  bevat  o.  a.  nog  een  analogie  van  de 
warmtestroomeu  met  de  beweging  van  een  vloeistof  in  een 
poreus  medium;  aan  de  hand  van  de  daaruit  af  te  leiden 
theorie  der  warmte  als  vloeistof  wordt  nog  eens  gewexen  op 
de  moeilgkheden ,  die  tegen  deze  opvatting  pleiten. 

E.  YAir  EVERDlKORir  Jfi- 
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On  trouTe   dans  Ie  recueil  d'exercices  sur  Ie  ealcul  infinité- 
simal  de  Frenet  —  voir  Ie  439»*"»«  problème : 

ir 

—-1.2  =  1    l  .sin  .  X  .  dxj 

o 
d'oü  l'on  tire,    en  appliquant  Ie  théorème  du  produit  infini  du 
sinus : 

w  ir 

O  o 

o  o 

Or»  on  éyalue  facilement  la  première  de  ces  intégrales  par- 
tielles : 

w 

I    l.x  .dx=:w(il.^  —  i  +  il.ir). 

O'' 

Les  intégrales  suiyanteS|  au  nombre  de  n,  s'évaluent  selon 
la  formule : 


x-5 

2 
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=  *[ik  +  i)l.(k  +  i)-(k-^)l.(,k-i)-l-l.k], 

en  y  posant  tout  simplement  A:  =?  1,  2,  3, n.     Quaot  a  la 

quaDtité  R,  on  a 

w  w 

«-/'■('-Iï+w)'^+/'-(' -  (TTW)'^^--* 

O 

w 

J        \         {n  +  mfn^ } 
o  {m  =  Qo( 

Dans  cette  expremon  x  est  tout  au  plas  de  mème  ordreqoe 

«-;  done,  si  on  suppose  n  assez  grande,  pour  qu'on  puisse  né- 

1  /  1  \* 

gliger  les  puissances  de  —  k  partir  de  l — I  ,   on  peut  rem- 

placer  Tégalité  précédente  par: 

w  w  ir 

_  r^  3?.dx    _  n   x'.ds         n  x'.dx    _ 
J    (n  +  l)V     J    (n  +  2A»     J    («  +  8)»,» 


J  (n+mf,»' 


w 
24 


1 


1 


4- 


1 


l(n+l)»    '    (n  +  2)«    '    (n  +  3)» 
1 


+  . 


4- 


(n  +  mf\ 


24 


Il  est  évident ,  que  Ia  série  infinie  S  est  absolument  cooTer- 
gente ;  done,  si  ses  termes  sont  partagés  rciteratiTeiDent  e» 
troia  autres  (dont  deux  disparaissent  chaque  fois),  elle  w  re- 
duit ainsi: 


8  = 


(n  +  iy    '    (n  +  2)«    •    (n  +  3)« 


.  ad  inf. 


J 1_      _1 __1_  1 ^  y  ^ 

-S.  =  -i-8.; 
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S, 


—  I 


1 


^  + 


«(«+!)»  ■   (n  +  l)(n  +  2y  '  (n+2)(n  +  8)» 
1  1.1 


4-  • ...  ad  inf. 


«(«4-1)      («+l)(«  +  2)      («+l)(«  +  2) 

1 


— ....  ad  inf. 


et  ainsi  de  snite;  od  trouve  ^  Ia  fin: 

11  1  1.2 


8= 


n      2«(«  +  l)      3«(«+l)(«+2)      4«(»+1)(«+2)(m+3) 


(m  +  2)  j»(«  +  1)  («  +  2) (n  4- «  +  1 


]m  =  ao{ 


1 
n 


2«»      2«»  ■*■  2«* 


2 

4«* 


8n'       3n*  ^ 


Maintenant  od  pourra  ranger  les  termea  suivaot  les  puissances 
desoendantes  de  n  aussi  loin  qu'on  voudra;  toutefois  nous  ne. 
prendroDs  que  les  deux  premiers  termes,  renongant  aux  autres, 
de  crainte  que  Ie  terme  du  troisième  ordre  ne  soit  modifiépar 
les  termes  sommes  du  quatrième  ordre,  que  nous  yenons  de 
négliger  dans  Ie  développement  du  logarithme. 

Par  suite  S  = — -^• 

n       2n* 

Substituant  dans  l'équation  primitive  toutes  les  yaleurs,  ainsi 

déduites ,  on  trouve  la  relation  : 

-!^l.2^w{n  +  i)l.{n  +  i)^j  +  jl.ir-ir.n- 


^[1.1+1.2  +  1.3  + 


+  L{n-l)  +  l.n-]^^+    ' 


24n^48n»' 


ce  qui,  par  quelques  reductions  simples,  revient  k: 

/.(n!)  =  1^2,r~n  +  (n  +  i)^(n  +  i)-i-2i;,  +  4i"»• 

Ensuite  on   fait  addition  de  0  =  (n-f  i)2.ii  —  (n  +  i)l.n^ 
de  sorte ,  qu'on  trouve : 
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ï .(«  !)  =  1/.  (2»  .  »)  +  » .  f .«  -  »  +  («  +  *)  X 

\2»i       8»»^  24»»  ƒ      *      24»^  48»* 

=  il.{2w.n)  +  n.l.n-n+  jg^-l-  -,  -f  .  .  .  . 

CTeet  k  dire : 

«  !  =  K  2»  . «  . «» .  e—  (l  +  —  +  2gg^  ....;,  j.«.rf. 


On  poorrait  aasri  se  baser  sar  l'éqaation: 

«•  » 

—  —1.2—1    l  .coB.x.dXf  \aM  lieo  de  /    / .  sin  . x .  dx.  | 

maiB  alors,  procédant  d'une  maniere  parfiutement  analogue  ai 
calcul  démontré  ci-deaans,  co  trooTerait: 

1.3.5.7....(2n_l)  =  2-..n»..-(l-i-  +  ^-^,.4 

et  pour  parvenir  ainsi  k  la  formule  de  Stirling ,  il  fiaadrait  re- 
courir  au  théorème  de  Wallis,  en  supposant  que  n  cfüt  infi- 
niment. 


H^eba 


ÜEBER  SmE  EINFACHE  ERZEU6UNG8WEISE  DER 
GEWÓHNLICHEN  LEMMSCATE, 


VON 


H.   DE  VRIES. 
(Haarlem.) 


i.  Die  Lehre  von  den  Eegeldurchdringungen  führt  auf 
einfache  Weise  zu  der  nachBtehenden ,  rein  planimetrischen 
ErzeugungBweise  der  gewöhnlichen  Lemniscate  auB  Punkten 
und  Tangenten: 

^Man  beBchreibe  um  einen  beliebigen  Punkt  M  als  Mittel- 
^pankt  zwei  concentrische  Ereise  mit  den  Radien  r  und  rl/2, 
^wfthle  Bodann  auf  dem  kleineren  der  beiden  Ereise  einen  be- 
„liebigen  Punkt  8  (Fig.  I)  und  bestimme  auf  der  Gerade  MS 
„den  Punkt  T'  derart  dass  8  die  Mitte  werde  zwischen  M 
„und  T\  Nun  ziehe  man  durch  S  eine  beliebige  Gerade  Sj 
„welche  den  inneren  Ereis  ausser  in  8  noch  in  einem  zwei  ten 
„Punkte  A,  den  ausseren  aber  in  den  beiden  Punkten  Bi  und 
„B2  treiFen  moge,  lege  sodann  durch  A  eine  Parallele  zu  der 
„Gerade  MT'  und  Terbinde  B,  und  B2  mit  T';  dann  ist  der 
„Ort  der  Schnittpunkte  P,  Q  der  beiden  Geraden  T'B,,  T'Bj 
„mit  der  genannten  Parallele  durch  A  eine  gewöhnliche  Lem- 
„niscate,  welche  den  Punkt  T'  zum  Doppelpunkte  und  den 
„Punkt  M  und  seinen  symmetrischen  N  in  Bezug  auf  T'  zu 
„Brennpunkten  hat  Und  die  Tangente  in  irgend  einem  der 
„ooQstruirten  Punkte ,  etwa  P ,  erhalt  man  als  die  Yerbindungs- 
„linie  dieses  Punktes  mit  dem  Schnittpunkte  D  der  beiden 
„EreiBtangenten  in  denjenigen  Punkten  A  und  B|  aus  denen 
„P  hervorgegangen  ist." 

Die  Richtigkeit  dieser  Construction  ergibt  sich  aus  folgenden 
Betrachtungen :  es  ist  die  gewöhnliche  Lemniscate  vollstandig 
bestimmt  durch  die  Eigenschaft  eine  bicirculare  Curye  Tierter 
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OrdDUDg  zu  Bein  mit  zwei  zu  eiDancler  senkrecht  stehenden 
SymmetrieachBen ,  wahrend  der  Schnittpunkt  dieser  Acbsen 
für  die  Curve  ein  Doppelpunkt  ist  und  die  Tangenten  in  diesem 
Punkte  unter  sich  rechte  Winkel,  und  also  zufolge  der  Sym- 
metrie mit  den  AchBen  Winkel  van  45^  einschliessen ;  und  ea 
iBt  nun  leicht  mit  einem  quadratischen  Kegel  und  einem  eben- 
Bolchen  Cylinder  eine  solche  DispoBition  zu  treffen  daas  etwa 
die  horizontale  Projection  ihrer  DurchdringungBcurve  allen  dieaen 
Bedingungen  genügt.  Dazu  gehen  wir  aus  von  einem  quadra- 
tischen Cylinder  mit  kreisiörDdiger,  in  der  horizontalen  Bilde- 
bene  gelegener,  Leitcurve  (der  innere  Ereis  der  Fig.  1),  und 
wahlen  der  Einfachheit  halber  die  Erzeugenden  dieses  Cylinders 


,^ 
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V\                             1         1    1 
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parallel  der  Aufrissebene ,  sodass  ihre  Grundrisse  parallel 
der  Projectionsachse  werden,  wShrend  die  Neigung  ihrer  Auf- 
risse  gegen  diese  Achse  keinerlei  Beschrftnkung  unterliegt 
Nun  wird  bekanntlich  die  Durchdringung  zweier  quadra* 
tiBcher  Oberflachen  von  irgend  einem  Centrum  aus  projicirt 
nis  eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  scheinbaren 
Doppelpunkten ,   deren    stets  reelle    Yerbindungslinie    als   die 
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Frojeotion  (aas  dem  namlichen  CeDtrum)  derjenigen  Oerade 
des  Baumes  erscheiDt  in  welcher  die  beiden  Polarebenen  des 
Centrums  in  Bezug  auf  beide  Oberil&chen  sich  schneiden;  das 
Projectionscentrum  nun  für  den  Grundriss  ist  der  Punkt  Z^ ; 
BoUen  also  die  beiden  cyklischen  Punkte  der  Grundrissebene 
fur  die  Projection  unserer  Durchdringung  die  beiden  scheinbaren 
Doppelpunkte  sein,  so  muss  in  erster  Linie  die  Leitcurve  des 
Kegels  ebenfalls  kreisförmig  sein  (der  aussere  Ereis  der  Fig.  I), 
und  überdies  muss  die  Schnittlinie  der  Polarebenen  des  Cen- 
trums Z„  in  Bezug  auf  den  Cylinder  und  den  Kegel  unendlich 
entfernt  sein ,  damit  ihr  Grundriss  die  beiden  cyklischen  Punkte 
der  horizontalen  Bildebene  verbinde ;  wir  haben  also  dafür  Sorge 
sa  tragen  dass  diese  beiden  Polarebenen  parallel  werden.  Dann 
aber  muss  der  Kegel  weiter  so  gew&hlt  werden  dass  seine 
Spitze  T  auf  dem  Mantel  des  Cylinders  liegt,  damit  nftmlich 
dieser  Punkt  für  die  Durchdringung  selbst ,  und  also  sein  Grund- 
riss T'  für  den  Grundriss  derselben  ein  Doppelpankt  werde. 
Und  endlich  mussen  die  Tangenten  im  Doppelpunkte  T  so 
beschaffen  sein  dass  ihre  Grundrisse  am  Punkte  T'  einen  rech- 
ten Winkel  einschliessen. 

Allen  diesen  Bedingungen  wird  nun  dadurch  genügt  dass 
man  auf  der  Parallele  durch  M  zur  Projectionsachse  den  einen 
Schnittpunkt  S  mit  der  Leitcurve  des  Cylinders  fixirt,  den 
Grundriss  T'  der  Kegelspitze  auf  dieser  Gerade  derart  wahlt 
dass  S  in  der  Mitte  liegt  zwischen  M  und  T',  den  zugehöri- 
gen  Aufriss  T'^  auf  der  untersten  Erzeugende  des  Cylinders 
annimmt,  und  nun  endlich  als  Leitcurve  des  Kegels  den  Kreis 
um  M  vom  Radius  r|/2  eintragt,  wenn  r  der  Radius  der 
Cylinderleitcurve  ist.  Es  ist  namlich  die  Polarebene  des  Punktes 
Z^  in  Bezug  auf  den  Cylinder  die  vertical  projicirende  Ebene 
r,C2  durch  M;  soil  nun  die  Polarebene  des  namlichen  Punktes 
in  Bezug  auf  den  Kegel  mit  der  Ebene  c^c^  parallel  sein,  so 
muss  ihre  verticale  Spur  ^<i//c^  sein,  und  also  mit  der  verti- 
calen Projection  der  Cylindererzeugende  durch  T  zusammen- 
fallen,  wahrend  ihre  horizontale  Spur  A:,y/c,  sein  muss;  diese 
horizontale  Spur  ist  aber  die  Polare  des  Punktes  T'  in  Bezug 
auf  die  Leitcurve  des  Kegels,  diese  letztere  muss  also  so  be- 
stimmt  werden  dass  sie  als  Polare  des  Punktes  T'  die  Gerade 
A:,  ergibt.  AUein  sie  muss  noch  einer  weiteren  Bedingung 
genügen ;  wenn  man  namlich  die  Berührungsebene  des  Cylinders 
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laDgB  der  durch  T  gehenden  Erzeugende,  also  die  Ebene  A-, fr,, 
mit  dem  Kegel  schneidet,  so  erhS,lt  man  die  beiden  Tangenteo 
im  Doppelpunkte  T  der  Durchdringung ,  deren  Grundrisse  wie 
wir  wissen  einen  rechten  Winkel  einschliessen  sollen;  man 
erhalt  diese  Grundrisse  indem  man  die  Schnittpunkte  Yon  1-, 
mit  der  Leitcurve  des  Kegels  mit  T'  verbindet»  also  mussen 
diese  Schnittpunkte  S,  und  83  so  gewahlt  werden  dass 
SS]  =  SS2  =  8T'  sei ,  und  es  muss  die  Leitcurve  des  Kegeh 
die  beiden  Geraden  T'S, ,  T'S^  in  8,  und  83  berübren,  wsb 
eben  geschieht  wenn  sein  Mittelpunkt  in  M  liegt;  und  weil 
nun  88,  =^8^  =  ST'  =  8M  =  r,  so  ist  der  Radius  dieses 
Kreises  r^2.  Schliesslich  erhellt  noch  dass  die  Ebene  durch 
die  Gerade  MT'  parallel  der  Aufrissebene  fur  die  ganse  Raum- 
figur  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie ,  und  also  der  Aufriss 
der  Durchdringung  ein  Teil  eines  Kegelschnittes  sein  muss, 
der  in  T'^  die  Gerade  Jc^  berührt,  wfihrend  für  den  Grundriss 
die  Gerade  MT'  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie  wird. 

Durch  die  bisherigen  Anordnungen  haben  wir  nun  samt- 
lichen  Bedingungen  genügt  bis  auf  einer;  es  fragt  sich  nimlich 
ob  der  Grundriss  unsrer  Durchdringung  nun  auch  symmetrisch 
ist  in  Bezug  auf  die  durch  T'  senkrecht  zur  Gerade  MT'  ge- 
zogene  Achse.  Dies  ist  aber  in  der  That  der  Fall,  denn  wenn 
wir  nun  dazu  übergehen  die  Durchdringung  wirklich  zu  cod- 
struieren,  so  haben  wir  das  Hülfsebenenbüschel  zu  betrachten 
dessen  Scheitelkante  die  durch  T  gehende  Erzeugende  des 
Cylinders  ist ,  welche  im  Punkte  8  ihren  ersten  Durchstosspunkt 
hat ,  und  dessen  Ebenen  also  die  Grundrissebene  in  den  Strahlen 
s  des  Strahlenbüschels  um  8  schneiden. 

Trifft  nun  ein  solcher  Strahl  die  Cylinderleitcurve  ausser  in 
8  noch  in  A ,  und  diejenige  des  Kegels  in  B,  und  B, ,  so  hat 
man  durch  A  den  Grundriss  der  diesen  Punkt  enthaltenden 
Cylindererzeugende ,  also  die  Parallele  durch  A  zu  MT',  zu 
legen ,  und  diese  zu  schneiden  mit  den  Geraden  T'B, ,  T'B^, 
womit  dann  die  beiden  Punkte  P  und  Q  des  Grundrissee  er- 
halten  werden ;  weil  aber  die  Gerade  8,82  =  Ar,  die  Polare  des 
Punktes  T'  in  Bezug  auf  den  aussern  Kreis,  und  also  die 
Gerade  durch  T'  senkrecht  zu  MT'  die  Polare  des  Punktes  S 
ist,  80  ist  (6,628X1)  =  —  1,  und  wenn  man  diese  vier  harmo- 
nischen  Punkte  aus  T'  auf  die  Parallele  durch  A  zu  MT'  pro- 
jicirt,  so  erh&lt  man  P»  Q,  den  unendlich  fernen  Punkt ,  und 
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den  SohnittpuDkt  der  beiden  Geraden  ÜT'  und  PQ,  der  also 
in  der  MiUe  liegen  muBS  zmschen  P  und  Q,  woraus  sich 
eif^bt  dass  unsre  Cur?e  in  der  That  auch  in  Bezug  auf  die 
Achse  UT'  symmetrisch  ist.  Auch  aus  dor  Construction  der 
verticalen  Projection  der  Durchdringung  ergibt  sich  die  Sym- 
metrie des  Grundrisses  in  Bezug  auf  die  Achse  UT'  wie  leicht 
zu  sehen  unmittelbar;  w&hrend  schliesslich  noch  zu  bemerken 
ist  dass  der  Grundriss  jeder  Cylindererzeugende  die  Curve  ausser 
in  den  Punkten  P  und  Q  noch  in  zwei  anderen  Punkten 
achneidet,  deren  Construction  aus  der  Bemerkung  her?orgeht 
dass  die  n&mliohe  Gerade  auch  den  Grundriss  der  durch  den 
Punkt  A*  gehenden  Cylindererzeugende  enthalt;  lasst  man  also 
die  Spur  s  der  zur  Construction  erforderlichen  Hülfsebene  durch 
A*  gehen ,  so  erhalt  man  die  beiden  der  Erzeugende  durch  A* 
entsprechenden  Punkte  der  Durchdringung.  Überhaupt  kann 
man  sich  die  ganze  Lemniscate  noch  auf  andere  Weise  ent- 
standen  denken,  namlich  als  das  Erzeugniss  zweier  einander 
in  bestimmter  Weise  zugeordneter  Strahlsysteme ,  des  Parallel- 
strahlenbüschels  dessen  Strahlen  alle  die  Richtung  von  MT' 
haben ,  und  des  Strahlenbüschels  am  Scheitel  T',  dessen  Strahlen 
T'B, ,  T'Bj  überdies  noch  eine  symmetrische  Involution  mit 
den  Doppelstrahlen  T'M,  T'U  bilden. 

Jedem  Strahle  des  Parallelstrahlenbüschels  entsprechen,  wie 
wir  bereits  wissen,  4  Strahlen  durch  T';  umgekehrt  sind  jedem 
Strahle  durch  T'  zwei  Strahlen  des  Parallolenbüschels  zuge- 
ordnet,  sodass  zwischen  beiden  Büschein  eine  (4,2)  Yerwandt- 
schaft  besteht.  Aber  dem  gemeinsamen  Strahle  MT'  beider 
Büschel  entsprechen,  wenn  man  ihn  zum  Parallelenbüsohel 
rechnet,  der  Strahl  MT',  doppelt  gezahlt,  und  die  beiden 
Strahlen  T'S,,  T'S^,  und  wenn  man  ihn  zum  andern  Büschel 
z&hlt,  wiederum  der  Strahl  MT',  doppelt  gez&hlt;  an  Stelle 
einer  Curve  6^  Ordnung,  mit  einem  4-fachen  Punkte  in  T' 
und  einem  Doppelpunkte  im  unendlich  entfernten  Punkte  von 
MT'  erhalt  man  also  die  Gerade  MT%  doppelt  gezahit,  und 
eine  Curve  4®'  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  in  T'. 

Dass  diese  Curve  bicircular  ist  erhellt  wenn  man  die  unend- 
lich feme  Gerade  der  Ebene  auffasst  als  einen  Strahl  des 
Parallolenbüschels  und  nun  die  4  entsprechenden  aufsucht; 
dann  hat  man  diese  Gerade  mit  der  Cylinderleitcurve  zu 
schneiden,   was   in  den  cyklischen  Punkten  geschieht,   diese 
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mit  S  zu  verbinden ,  die  4  Schnittpunkte  dieser  beiden  Geraden 
mit  der  Leitcur?e  des  Eegele  zu  beaümmea,  iiiid  dme  endlieh 
mit  T'  u  ▼erbittdeii.  Allein  von  diesen  4  Schnittpunkten  sind 
zwei  die  oyklischen  Punkte  selbst,  sagen  wir  C|  uad  C,;  und 
wenn  nun  C,S  die  Leitcurve  des  Kegels  noch  in  S| ,  C^S  die- 
selbe  noch  in  Sj  sohneidet,  so  gehen,  weil  T'  auf  der  Poiare 
Yon  S  in  Bezug  auf  diese  Leitcurve  liegt  und  die  cyklischeo 
Punkte  in  Bezug  auf  MT'  symmetrisch  liegen,  die  Oeraden 
S1C2  und  82C,  gerade  durch  T',  d.h.  die  4  der  unendlich  femen 
Qerade  entsprechenden  Strahlen  T'C, ,  T'C^,  T'S, ,  T'Sj  fallen 
paarweise  zusammen ;  und  hieraus  ergibt  sich  sofort  dass  C, 
und  C2  Doppelpunkte  des  Erzeugoisses  sind. 

Es  wird  nun  nach  dem  Obigen  wohl  überflüssig  sein  eq 
bemerken  dass  die  eingangs  gegebene  Tangentenconstruetion 
der  Lemniscate  nichts  anderes  ist  als  die  allgemeine  Construc- 
tion der  Tangente  in  einem  Punkte  irgend  einer  Projection 
der  Durchdringung  zweier  quadratischer  Kegel. 

2).  Wir  beweisen  nun  dass  die  Punkte  M  und  N  die 
Brennpunkte  der  Lemniscate  sind  indem  wir  auf  elementar- 
planimetrischem  Wege  zeigen  dass  für  jedou  Punkt  P  der 
Curve  das  Product  PM.PN  einen  unverfiaderlichen  Wert  hat, 
namlich  T'M^  oder  T'N^  oder  ir\  Zu  diesem  Zwecke  wollen 
wir  den  Winkel  a  einführen  den  die  Gerade  8  mit  der  Gerade 
MT'  einschliesst ,  sowie  die  senkrechte  Entfernung  d  des 
Punktes  M  von  dieser  Gerade.  Es  ist  dann,  weil  die  Radien 
der  beiden  Kreise  r  und  rV2  sind: 

B,A  =  V2r^-^'d^  -  V7^^^^  ,  und 
B,S  ^V2r^^cP  +  Vr^^d^  ,  und 
B, A  :  B,S  =  AP  :  ST'  =  AP  :  r  ,    folglich : 

AP=.r?L^=^ 
B,S       B,8»' 

denn   BjA.B,S  ist  die   Potenz    des   Punktes   Bi  in  Bezug  auf 
den  inneren  Kreis,  und  also  gleich  r\ 

Es  ist  nun  der  am  Punkte  M  anliegende  Aussenwinkel  des 
ASMA  =  2a,  somit  auch  der  ZPAM  =  2a,  und  folglich: 

MP^  ==  M A^  +  AP^  -  2MA.AP.  cos  2a       ,   oder 

^^='  +'^b;s^-2"b;s^--^-'  "^^' 
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—  2  V(2t*  —  «P)  {r*  -  cP)  +  4<P  —  2r»)  oder  endlich  : 

AP  :  MP  =  MP -.MN. 

Es  \ak  BB  aber  in  den  beiden  Dreiecken  APM  und  PMN 
j<  APM  =  ^  PMN ,   wahrend  soeben   gezeigfc  wurde  dass  die 
diese  Winkel  einschliessenden  Seiten  proportional  Bind ;  es  Bind 
also  diese  beiden  Dreiecke  ahnlich,  und  daraus  ergibt  sich: 
Z  MPN  =  Z  PAM  =  2a. 

Schliesslich  haben  die  beiden  Dreiecke  MAN  und  MPN 
gleichen  Inhalt;  der  des  erstern  ist  ^  MA.MN.  sin  2a  ^  und 
der  des  zweiten  ^  PM.PN.  sin  2a j  also  ist: 

PM.PN  =  MA.MN  =  4ra  .  q.e.d. 

3).  Es  muss  nun  zunachst  bemerkt  werden  dass  die  yon 
uns  getroffene  Anordnung  der  Figur  allerdings  die  einfachste, 
aber  nicht  die  einzig  mögliche  ist;  es  ist  namlich  nicht  nötig 
dem  Punkte  T'  gerade  die  Eatfernung  r  von  S  zu  geben, 
sondern  diese  Entfernung  ist  im  Oegenteil  beliebig.  Nimmt 
man  T'  auf  der  Qerade  MS  anderswo  an ,  womit  dann  natür- 
lich  auch  die  Punkte  T'^,  S,  und  S^  ihre  Lage  Hodern»  so  ist 
es  immer  noch  moglich  den  Leitkreis  des  Kegels  so  zu  be- 
stimmen  dass  er  in  den  Punkten  S,  und  Sj  die  Geraden  T'S,, 
T'Ss  berührt,  nur  wird  er  dann  nicht  mehr  mit  der  Leitcurve 
des  Cylinders  concentrisch  sein.  Da  aber  trotzdem  samtlichen 
Bedingungen  der  Aufgabe  genügt  wird ,  so  wird  auch  jetzt 
wieder  eine  gewöhnliche  Lemniscate  entstehen ,  und  es  ist  also 
die  im  Anfang  gegebene  Erzeugungsweise  dieser  Curve  einer 
der  jetzigen  Disposition  entsprechenden  Yerallgemeinerung  fahig, 
aber  keiner  der  beiden  nun  getrennten  Ereismittelpunkte  wird 
jetzt  noch  ein  Brennpunkt  der  Curve  sein. 

Und  schliesslich  liegt  die  Frage  nahe  ob  die  jet^ige  Con- 
struction nicht  auch  die  allgemeine  Lemniscate  hervorzubringen 
erlaubt;  dem  ist  aber  nicht  so.  Allerdings  wird,  wenii  man 
den  Punkt  T  etwa  auf  der  Verticale  zur  Grundrissebene  hinauf- 
oder  hinunterrücken  Ifisst,  die  Polarebene  des  Punktes  Z^  in 
Bezug  auf  den  Regel  parallel  sich  selbst.mit  verschiebt,  und 
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die  Leitcurve  des  Kegels  wiedenim  bo  construirt  daas  die  hori- 
zontale Spur  ki  der  Polarebene  die  Polare  des  Punktes  T'  in 
Bezttg  auf  diesen  Ereis  wird ,  was  nua  auf  uneadlich  yiele 
Arten  moglioh  ist,  weil  der  Kreis  die  Spur  2:,  nun  nicht  mehr 
in  bestimmten  Pankten  sa  schneiden  braacht,  der  Onindris 
der  Durchdringung  ein  mehr  oder  weniger  lemniscatenahn- 
liches   Aussehen  erhalten,   n&mlich   in  beiden  Ffillen  aas  zwei 


getrennten,  jedes  fur  sich  in  Bezug  auf  die  horizontale  Achae 
MT',  und  beide  zusammen  auch  in  Bezug  auf  UT'  symmetric 
schen  Ovalen  bestehen,  aber  diese  beiden  0?ale  bilden  zu- 
sammen keine  Lemniscate.  Man  sieht  dies  am  einfaohsten 
wenn  man  (Fig.  II)  den  Punkt  T  allmahlich  so  weit  hinauf' 
nicken  lasst  bis  die  Gerade  Ar,  mit  der  Polare  von  T'  in 
Bezug  auf  den  Leitkreis  des  Cylinders  zusammenfftUt;   daoo 
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namlich  kann  man  die  Leitcurve  des  Kegels  mit  derjenigea 
dee  Cylinders  zusammenfallen  lassen,  and  besteht  die  ganze 
Durchdringung  aas  diesem  gemeinsamen  Ereise  and  einer 
Ellipse,  deren  Grundriss  notwendig  ein  mit  dem  erstern  in 
Bezog  auf  UT'  symmetrischer  Kreis  sein  muss.  Das  System 
zweier  Kreise  aber  kann  nie  einen  Specialfall  einer  allgemeinen 
Liemniscate  bilden. 
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R7f,F2h»8h 


MATHEMATISCHE  SLINGER  EN  DE  FÜNCTIEN  VAN 
WEIERSTRASS, 


G.  SCHOUTEN. 
(Deia.) 


De  beweging,  die  een  punt  onder  de  werking  van  zgn  ge- 
wicht uitvoert,  als  het  gedwongen  is  zonder  wrijving  overeen 
boloppervlak  te  bewegen ,  m.  a.  w.  de  beweging  van  een  mathe- 
matischen  slinger,  is  door  gebruikmaking  van  de  function  van 
Weierstrass  in  vergelijkingen  te  brengen ,  die  door  hare  een- 
voudigheid en  doorzichtigheid  op  verrassende  wijze  gunstig 
afsteken  bij  die ,  gevonden  met  gebruikmaking  van  de  funcden 
van  Legendre  (zie  o  a.  Durège ,  Ellipt.  Functionen). 

Beginnen  we  met  den  vlakken  slinger,  waarbg  dus  het  punt 
zich   over   een  vertikalen  grooten  cirkel  van  den  bol  beweegt. 

Is  l  de  lengte  van  den  slinger  en  0  de  hoek,  dien  ze  op 
zeker  oogenblik  t  van  de  beweging  met  de  vertikaal  maakt, 
dan  geeft  het  beginsel  van  arbeidsvermogen  de  volgende  diffe- 
rentiaalvergelijking van  de  slingerbeweging: 

'  glcoB0  =  k 


'"(^f)' 


waarbij  de  massa  van  't  punt  als  eenheid  van  massa  wordt 
aangenomen,  k  stelt  hierin  de  totale  energie  voor.  Wordt 
de   energie,   beantwoordende   aan    de   valhoogte  /  als  eenheid 

k 
aangenomen ,  dan  is  —  =  A  het  aantal  eenheden  van  de  ener- 
gie der  slingerbeweging. 

Bovenstaande   differentiaalvergelijking  is  dan  onder  den  vol- 
genden vorm  te  brengen: 


^g=*+«-- 


2? 
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Wordt  hierin 

008  0  =  1  —  2  sin*  i  ö  =  1  —  2  x 

gesteld,  dan  gaat  ze  over  in 

dx 


±:|/ïd<  = 


l  V'4a5»-s{(AH-3)aj>  +  2(A4-l)«' 

De  elliptische  fanctien  van  Weierstraas  worden  nu  iogeroerd 
door  te  steUen: 

.  A  +  3 

waardoor  de  differentiaalrergelgking  overgaat  in 

±\fl.dtz=du 

met  de  invarianten 

_AM-3  hik*  —  9) 

9i—      3     >  J's  -       27       ' 

zoodat  de  discriminant  A  gegeven  wordt  door 
16A=sr»,-27sr»,  =  (*»-!)». 

Wordt  nog 

A  +  3 

-g-  =  -pa 

gesteld,  dan  blijkt 

p'^a  =  O 

te  zijn ,  zoodat  pa  =  piü'  =  e^  ^  ie  kleinste  wortel  van  p'^u  =  0 
moet  genomen  worden,  omdat  pa  = r —  onder   alle   om- 
standigheden waaronder  de  beweging  kan  plaats  hebben  (A^  —  1) 
negatief  is. 
De  bewegingsvergelijkingen  van  de  slingerbeweging  zijn  dus 

sin*  ^  e  =  pw  —  pw' 


fï=" 


+  standv. 


Omdat  eohter  sin*  i  O  niet  negatief  en  niet  gróoter  dan  1  mag 
worden ,  moet  p{u)  door  p(üi'  +  u)  vervangen  worden.  Rekent 
men  den  tijd  van  de  beweging  te  beginnen  met  u  =  O ,  dan 
zgn  de  bewegingsvergelijkingen: 

22* 


S40 
f\/l-  =  u  ^^>- 

f  l  ] 

Discussie  van  deze  formules. 
Omdat 

is,  zijn 

A(A-3) 
p«  +  p«"  =  i-hiA,  p«p«    = j^ , 

3 ^ 

zoodat   voor   po  en  pw"   de   waarden  ^A  en  — - —  genomen 

moeten  worden. 
Is  A  >  1 ,  dan  moet 

pw  =  jA,  p«''  =  i-Y,  p«'=— 4--g- 

genomen  worden ,  omdat  pw  >  pw"  >  pw'- 
Voor  A  <  1  is 

pw  =  i  —  -g- '  ^^   =  i^  >  P*^  =  ""  4  ~  "ë"- 

BggeYolg : 

A  >  1 ,  pu»"  -  pw'  =  1 , 

A  +  1 
A<1,  pü,"-p(ü'  =  -2— <  1. 

De  bewegingsvergelijkingen  (A)  geven  dus  voor  A  >  1  aan, 
dat  het  punt  volle  wentelingen  maakt,  omdat  voor  t*  =  O,  ö  =  O, 

Q 

voor  M  =  a;,  8in»-=pw'— pw'  =  l,  dus  0  =  180**  is.     De 
duur  T  voor  een  volle  wenteling  bedraagt 


T  =  2.|/f 


Voor  *<  1  geven  (A)  te  kenneo,  dat  het  pant  sliageringen 
maakt,   omdat  Toor  «  =  O,     d  =  O  is,    en  voor   u  =  m. 

sin*  i  e  =  pw"  -  pu,'  =  ^-il  <  1  i8.    De  slingertgd  T  is 


2 
T 


=..l/i. 
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Bgzondere  geyallen  voor  A  =  0. 

De  discrimiDant  A  is  gelgk  nul,  zoowel  voor  A=+lal8A  =  —- 1. 

Voor  %  =  1  18 

pw'  =    —  f  ,   pW  =  pfÉl"  =  ^  ,    dus    W  =  ül'^  =  00, 

De  yergelgkingen  (A)  geven  T  =  oo  en  voor  de  eindwaarde 
van  sin^  ^  O  de  eenheid.  Het  punt  beweegt  zich  naar  het 
hoogste  punt  van  de  'baan  als  asymptotisch  punt. 

Voor  A  =  —  1  is 

pw'  =  pw"  =  —  i  ,  pfÈ^=ij  dus  w'  =  ü/'  =  00. 
Dus 

pu  = 
Bijgevolg 

zoodat  de  slingertgd  nadert  tot 

als  de  amplitudo  0  nadert  tot  nul. 

Oaan  we  nu  over  tot  de  beschouwing  van  den  spherischen 
slinger. 

Maakt  weer  op  zeker  oogenblik  t  van  de  beweging  de  slinger 
een  hoek  0  met  de  vertikaal ,  en  is  9?  de  hoek ,  dien  dan  het 
vlak ,  bepaald  door  den  slinger  en  de  verticaal ,  maakt  met  een 
vast  verticaal  vlak ,  dan  levert  het  beginsel  van  energie  de  ver- 
gelijking 

lp(l^)'+iP8in.e(^^)-^icose=i. 

terwijl  dat  Tan  de  sectoren  geeft 

at 

h  is  weer  de  totale  energie  van  den  slinger,  terwijl  m  de 
sectorsnelheid  is  (van  de  beweging  geprojecteerd  op  een  hori- 
zontaal  vlak).    Wordt  weer  als  eenheid  van  energie  genomen 
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die,  welke  overeenkomst  met  de  valhoogte  l,  en  tol  eenheid 
yan  sectoranelheid,  die  welke  het  punt  Terkrggt,  als  het  uit 
den  horizontalen  groeten  cirkel  yallende,  in  het  laagste  punt 
gekomen  is,  dan  stelt  in 

wC  _        Affl  

h  de  energie,  C  de  sectorsnelheid  Toor. 

Bovenstaande  diiferentiaalvergeltjkingen  kunnen  nu  als  volgt 
worden  geschreven: 


©"= 


h  +  eoad- 


2g  \dtl  nii*0 


r    l    ain»e* 


dt         f  l    Bin»  e* 

Wordt  in  de  eerste  van  deze 

cos  e  =  1  —  2  sin»  4  ö  =  1  —  2a; 
gesteld,  dan  gaat  ze  orer  in 

r   l       K4a;»  — 2(A  +  3)a;>  +  2(A+l)x  — iC» 
Door  hierin 

h  +  3 
«  =  P«+— g— 

te  stellen,  gaat  ze  over  in 


du 
t 


met  de  invarianten 


A«+3  A(A»-9) 


Wordt  nog 

A  +  3 


g      =  —  pa ,  dus  p'^a  =  -  i  C? 
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geBteld  ,    dan    komen    de   differentiaalvergelijkingen  onder  den 
volgenden  vorm: 

Biïï^{e  =  pu  —  pa 

V 

du 

of  ook,  als 

sin» e       'll-cosO  "*"  l  +  coBÖ/      ^\pu-pa     pu—(pa+l)l 
geschreTen  wordt,  en 

pa+l=pb  =  ^-^,  du8p'«6=-i(? 

O 


gesteld  wordt: 


Bin2  4  e  =  pw  -  pa 


t. 


Ldt=du 


r^^^TT  I  du  du  \ 

d<p=  {CV2  ( -V 

\  pw  —  pa       pw  —  pb) 


Ter  integratie  van  deze  vergelijkingen  zij  opgemerkt ,  dat 
de  discriminant  A  positief  moet  zijn.  Ware  A  toch  negatief, 
dan  zouden  oi^der  de  bestaanbare  waarden  van  pu  oneindig 
g^oote  voorkomen ,  zoodat  een  beweging  onder  A  <  O  niet  kan 
plaats  hebben. 

De  discriminant  moet  dus  positief  zijn.  In  dit  geval  moet 
pu  door  p(u  +  ci/')i  fi^y  ^io  steeds  negatief  is,  doorpta,  en  p6 
door  p(cü  -f  tb)  vervangen  worden. 

Omdat  eindelijk  p'^ia  =  p'^(üi +  <*;  =  — iC*  is,  kan  iCK2 
vervangen  worden  zoowel  door  ipia  als  door  —  ip'(^  +  ib). 

De  differentiaalvergelgkingen  zijn  dus 

8in»4e  =  p(tt  +  w0  — P»a 


t 


^dt  =  du 

ip'ia  ip\w  +  tb) 


2rf#  = 


p(ii  +  «O  —  pia       p{u  +  io)  —  p(w  +  ib) 
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De  integraalvergelijkiDgen  sgn  derhalve 
Sin*  ^e  =  p{u  +  «')  —  pia 

^|/y  =  tt  +  Btandv. 

u(t<  +  üi  —  ia)   a(tt+«'— 16) 
Worden    voor  tisO»   /  =  Oen^=0  genomen,  dan  zijn  de 
bewegingsvergelijkingen : 


'Y't-' 


_  ƒ  ^(^"^  w'+ w)    <j(w  -H  üi'  +  w  +  i6)    (j(w'  —  ia)   a{i»/ — a» — té) 

**  ""    aiüW—ïa) "  ^'+0,'^ w— tï) '  <r(«'  +  w) '  »(«'+«+») "" 

-2u{Zia  +  Z{w  +  ib)). 

Uit  deze  vergelijkingen  leert  men : 

V\  De  uiterste  amplitudines  van  den  slinger  worden  gegeven 
door 

sin'  iÖ,  =  pw'  —  pia  ,     sin*  iÖj  =  p«"  —  pia , 

welke  beide  uitdrukkingen  positief  en  kleiner  dan  de  eenheid 
zijn  ;  want  pw"  <  p{w  +  tb)  =  pia  +  1 ,  dus  pw"  —  pia  <  1 , 
doch  grooter  dan  pw'  —  pia ,  die  positief  is. 

0,  is  de  kleinste,  0^  de  grootste  elongatie  van  den  slinger. 

2^  De  tgd,  waarin  de  slinger  van  de  elongatie  O,  tot  de 
elongatie  0o  komt ,  of  de  helft  van  den  slingertgd  T ,  wordt 
gegeven  door 


T  =  ..|/I. 


9 

3^.     De  hoek  <l> ,  dien  het  vertikale  vlak  van  den  slinger  ge- 
durende dien  slingertijd  gedraaid  is,  wordt  g^even  door 

<j(w"+  ia)      flr(cii"4-  w  +  ib)     a(iM)' — ia)      <t(ii>'  —  oi  —  tb) 


i<P  =  l 


<t(w"— ia)  •  (F(ai"— w— ü)  "  <T(w'  +  ia)  '  u(w'  +  «+  »&) 
-  2ü,(2:ia  +  Ziio  +  ib))  , 


of  herleid : 


*  =  2(a  +  b)n  -  2üi  (-4  Zia  +  y  (?:(üi  +  *)  -  J«)j . 
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BijzoDder  geval  d  =  0. 

Is  p^'  B  pctf^,  dan  vallen  de  beide  waarden  0,  en  02  samen, 
en  hebben  we  met  een  conisohen  slinger  te  doen.    Dan  is 

A  =  O  ,  pw'  =  pw"  =  —  \pw ,  üi'  =  w''  =  00. 

Verder 

Aa  +  3 


p3^  =  ^3  of  27pV  =  27^3^  =  ^a' ,  P*«  = 
sm»  40  =  pai'+  — g—  = 


9 


duB 


Ka»  +  3  —  A  ,     1  -  3  COB»  e 

COB  e  = ,  h  = 


3  2  cos  0 

Bin«0 


4(?=,V(^(A'  +  3)'-A(A^-9)) 


4  COB0 

Omdat  cos  0  voor  A  =  — 1  totA=oo  verandert  van  1  tot  O, 
zal  alleen  bg  elke  amplitude  kleioer  dan  90^  een  conisclie  be- 
weging mogelijk  zijn.  De  omwentelingstgd  T  van  den  slinger 
wordt  gevonden  uit 

^       Bin*0     r    l  MCOB0      ' 

dus 

/^COB  0 


=  2,|/^ 


B8b,  F2h,  8h7. 


DE  WENTELING  VAN  EEN  LICHAAM  EN  DE  FUNCTIEN  VAN 
WEIERSTRAS8, 


G.    SCHOUTEN. 
(Delft.) 


Ook  de  wenteling  Tan  een  yast  lichaam  om  zgn  zwaartepant 
is  door  gebruikmaking  van  de  functien  yan  Weierstrass  in 
Tergelijkingen  te  brengen  ^  die  om  hare  eenyondigheid  en 
doorzichtigheid  gunstig  aftteken  bij  die ,  geyonden  door  toepas- 
sing yan  de  functien  yon  Legendrb  (zie  o.a.  Sur  Ia  rotation 
dun  corps,  par  C.  G.  J.  Jacobi,  Journal  yon  Crelle»  Bd  39). 

Wordt  het  zwaartepunt  yan  het  lichaam  gekozen  tot  oor- 
sprong O  yan  een  assenstelsel,  dat  de  hoofdtraagheidsaasen 
OP,  0Q|  OR  tot  assen  heeft,  dan  zijn  de  differentiaaWergelg- 
kingen  van  de  beweging 

A|=(B-C)jr   • 

B  ^=(C-A) rp  )  (A). 

C|  =  (A-B)^Ï 

Hierin  stellen  A,  B,  C  de  traagheidsmomenten  yan  het  lichaam 
voor  resp.  om  de  assen  OP,  OQ,  OR,  en  ;>,  j,  r  de  ontbon- 
denen  yolgens  die  assen  yan  de  hoeksnelheid  ïj  om  de  oogen- 
blikkelijke  as  op  het  tijdstip  t  yan  de  beweging. 

Uit  (A)  yolgen  onmiddellyk  twee  integraeJyergelgkingen ,  nL 

Ai?»  +  Bj»  +  Cr»  =  A     .....    (1) 

Ay  +  B»2«  +  CV  =  t» (2) 
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waarin    h   bet   dubbel   is  van  de  energie  en  k  het  standvaBÜg 

moment  yan  de  be- 
wegings-hoeveelhe- 
den  der  punten  van 
het  lichaam  ton  op- 
zichte van  O. 

Wordt  de  as  van 
dat  koppel  van  be- 
wegings- hoe  veelheid 
tot  OZ  gekozen,  en 
in  het  onverander- 
lijke vlak  van  dat 
koppel  de  yaste  as- 
sen OX  en  OY,  dan 
wordt  de  stand  van 
het  lichaam  ieder  oogenblik  bepaald  door  de  Ëuler'sche  hoeken 
^P,  fy  0. 

Uit  de  figuur  volgt: 

Ap  =  k  sin  9  sin  ^ 

Bq  SS  k  Bin  0  coë  ^ (8) 

Cr  =  i  cos  9. 
Verder 

xf/'  sin  0  =  ;>  sin  ^  +  9  cos  f , 
of,  volgens  (3): 

f  8ine  =  T-f^+r-^ 
^  A;sin9      A;  sm  0 

zoodat  volgens  (1)  en  de  laatste  van  (8) 

.    .^^iAziCü! 


Eindelgk  volgt  nog  uit  (8): 

Ap 


tgf  = 


B? 


^     «     Cr 

Co8  6>  =  — 

k 


(4). 

(5). 
(6). 


Door  de  fommles  (4) ,  (5) ,  (6)  worden  de  elementen  ^,  ^,  0, 
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die  den  Btand  Tan  bet  lichaam  bepalen ,  berekend  nit  de  waai- 
den Tan  de  bewegingselementen  p,  q,  r. 

Berekening  Tan  p,  g,  r. 

Stelt   it  de   boekanelheid    Toor   om   de  oogenblikkelgke  as, 
dan  kunnen  uit  de  Tergelijkingen 


(B). 


P*+      9*+     r»  =  w» 

A«p»  +  B»2«  +  CV»  =  A« 
de  hoeksnelheden  p,  q,  r  \a  üi  worden  uitgedrukt.     Men  Tiodt 

,     BC.i»  +  t»  — (B-t-C)* 
P  (A-B)(A-C) 

CA(5»+ifc«  — (C  +  A)* 
^  ~      (B-C)(B-A)       1(C)- 

,     ABüi»  + 1»  —  (A  +  B)h 
*■  ■       (C-A)(C-B) 

Door  de  eerste  Tan  (B)  naar  t  te  differentieeren ,  rindt  meo 

welke  volgens  de  vergelykingen  (A)  ook  als  volgt  kan  geschre- 
ven worden: 

Id^V    (A-B)«(B-C)»(C-A)«  . 

\dtl  A»B»C»  ^ ' 

Worden   hierin  p',  g*,  f'  door  hunne  waarden  in  (C)  ▼«- 
Tangen,  en  w'  =  x  gesteld,  dan  gaat  ze  orer  in 

w^y 

TVdJ  ~ 
/        (B  +  C)A-Jfc»\/       (C  +  A)A-ikV       (A  +  B)*-^^ 

~r         Bc      ir        er     /r  ~      ab     i' 
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als 

BC           =-« 

(0  +  A.)h-k* 

CA              '^ 

(A  +  B)  A  -  i» 

AB           =^ 

BsteU 

1  worden: 

da; 
-»-  rf*  = . 

l/_4(a:~a)(x-/3)(x-y) 
We  voeren  na  de  iuBctien  van  Weierstrass  in ,  door  hierin 
a?  SS  ^«  =  pu  —  p/ 

^  s 

te  stellen,  waardoor  ze  overgaat  in 

dix 


±dt== 


V  4p^u  —  g2pu  —  g\ 
met 

De  discriminant  g^^  —  ^^9^^  is  h^^f  zeker  positief,  aangezien 
de  wortels  van 

p'^u  =  4p»i«  —  g^pu  —  jTj  =  O  , 

allen  bestaanbaar  zgn. 
We  hebben  dus  gevonden 

^»  =ï  a?  =  pil  —  p/ 

±:  d^  =  dtu. 

Hieruit  blijkt,  dat  u  van  den  vorm  iu  4-  standvastige  geno- 
men moet  worden,  en  wel  iu  +  ta^  omdat  öi'  positief  en  eindig 
moet  blijven  gedurende  de  geheele  beweging. 


360 
De  integraalvergelgking  Ib  dus 

als  t  met  u  tegelijk  nul  wordt  genomen. 

Voor  tf  =s  O    heeft   dan    Jï^  de   maximum- waarde    puf  —  pi , 

Yoor  u^  -r  de  minimum- waarde  pw''  ^  pi. 
f 

Deze  waarde  van  w^  in  (G)  gesteld,  geeft 
BC 

CA 

g^(B~A)(B-C)^^^''*  +  ">'-^"^> 

AB 

^-(C-A)(C^B)  ^'^(*'''+'^>  --  ^'-^>- 

Worden  hierin 

pi  +  a^  pa 
pi  +  ^  =  p6 
pi  +  7  ==  pc 

gesteld,  dan  blijken  p'a^  p'b^  p'c  alle  drie  gelijk  nul  te  %gn, 
zoodat  ze  de  drie  wortels  pi»^ »  po/ ,  pta"  yan  p'^i/  ==  O  voorstelleD. 

Om  te  weten,  welke  yan  p^,  pb,  pc  met  pet»,  welke  met 
pa>'  en  welke  met  pen''  oYereenkomt,  berekenen  wij  ze. 

Men  vindt 

3  ABCpa  =  ~  (A  ~  B)(P  -  CA)-(A  -  C)(i*  —  BA) 
3  ABCpt  =  -  (B  -  C)  (JP  -  AA)  -  (B  -  A)  (A»  —  CA) 
3  ABCpc  =  ~  (C  -  A)(A»-BA)  -  (C  —  B) (*« -  AA). 

Uit  deze  waarden  yoor  pa,  pb  en  pc  blijkt,  dat,  wanneer 
B  als  de  middelste  in  waarde  van  de  traagheidsmomenten 
wordt  aangenomen ,  en  A  >  B  >  C  wordt  genomen  ingeval 
jfc2  _  BA  <  O,  doch   A  <  B  <  C  als  Jfc2  _  BA  >  O  is,  dat  dan 

pb  =  pw 
pa  =  puf" 
pc  =  pJ 
gesteld  moeten  werden. 
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DerhalTe  is 

(A-B)  (A-C) 


BC 


p»  =  p(»M  +  w)  — P'«» 


(B-C)(B-A)   ,         ,-   ^    \      r.      \  rn\ 
CA ï'  =p  (»«  +  «)-  P«    /  .    .    .    (D) 

(C  — A)(C  — B)   -        /•   _L    ^      r^  ' 

waardoor  de  bewogingselementen  p,  q,  r  ia  Ainotien  Tan  den 
tijd  zgn  uitgedrukt. 
Neemt  men  in  aanmerking,  dat 

„     (A  — B)(ft»-C*)  ,     a 

p«  -  pw"  =  i —^ ,  p^-pl  =  fi 


,      (C~AH^-^BA)        „ 


pw  -pw  =  ABC 

(B-C)(*»-AA)        ,         , 
pw'  —  p«  = j-^ ,  pw   —pi  =  y 

is,  dan  volgt  uit  (D),  dat  op  het  oogenblik  t  =  u=0  Tan  de 
beweging  ^  en  r*  hunne  maximum-waarden 

fc«  — CA  fe»- AA 

^"  ~  A(A-C) '         "  ~  C(C  -  A) 

hebben,  terwgl  3*=  O  is. 

Bij  het  begin  der  beweging  is  dus  ondersteld ,  dat  de  oogen- 
blikkelijke  as  in  het  Tiak  POR  ligt,  en  dan  heeft  de  hoeksnel- 
heid  w  de  maximumwaarde ,  gegeven  door 

>»  =  ^. 

u' 
Op  het  oogenblik  f  =  tt  =  -r  is  p»  =  o,  bereikt  5»  de  maxi- 
mumwaarde en  r^  de  minimumwaarde, 

^'*'"  B(B-C)'  *""  ~  C(C-B) 

en  ü  de  minimumwaarde 

ü?  =  a. 
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Op  het  oogeDblik  ^  =  «  =  2—r-  hebben  p*,  J*,  *"*,  w*  weö 

dezelfde  waarden  als  op  't  oogenblik  O ,  zoodat  -^r-  de  periode 

van  deze  grootheden  ia. 

Alleen  moet  nu  nog  nagegaan  worden,  hoe  de  teekenB  van 
Py  q,  r  moeten  genomen  worden,  daarbg  dat  voor  bt  zelf 
positief  nemende. 

Nemen  we  aan ,  dat  bg  het  begin  der  beweging  ^  =  ti  =  O 
p  en  r  beiden   positief  zgn,  zoodat  beiden  hnnne  maximom- 

waarde  hebben,  dan  worden  —  -  en  -j-  beiden  negatief ,  tixh 

at  at 

dat  volgens  de  diiferentaal vergelijkingen  (A)  van  de  beweging 

-y-  negatief  wordt  voor  A  >  C ,  positief  voor  A  <  C. 
at 

Derhalve  is  het  verloop  gedurende  het  eerste  deel  o  tot  -- 

van  de  periode  het  volgende: 
Voor  A  >  B  >  C,  dus  *«  —  BA  <  o : 

p  verandert  van  p^i  tot  o , 
r        ,  „    ril   ,    r, , 

ï  »  »       Ö       ,,      —  JM. 

Voor  A  <  B  <  C,  dus  A?  -  BA  >  o : 

p  verandert  van  pn  tot  o, 
''        i>  ,     ril   I,    r«, 

3        u  »    ö     ,,  +JII, 

Gedurende  het  tweede  deel  — r  tot  — —  is  — r    voor  A  >  C 

I  %         at 

positief»  r  positief,  zoodat  p<  o  is;  voor  A<  C  daarentegen 

do 
is  -~  negatief,  r  positief ,  dus  ook  p<i  o. 

at 

Het  verloop  gedurende  dat  tweede  deel  der  periode  is  das 
als  volgt: 

Voor  A  >  B  >  C ,  dus  fta  —  BA  <  o  : 

p  verandert  van      o  tot  — pn^ 
ï         »  »  —JM  ,        o, 

^        V  «       r«,  ,       m. 
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Voor  A  <  B  <  C  ,  du8  i»  -  BA  >  O  : 

p  verandert  Tan      O  tot  —  pn  j 
9         »  »  -^  SM  »         O  j 

^         »  »        ^«  »         ^M. 

Deze   uitkomBten   kunnen    we   samenvatten   in  de  volgende 
stelling : 

Yoor  k^  —  BA  >  O  beschrijfi;  de  oogenblikkelijke  as  Q  om 
de  grootste  a^  van  de  traagheidBellipsoide  als  as  een  kegelop- 
pervlak in  demelfden  zin  ais  waarin  de  wenteling  om  die 
as  geschiedt ;  voor  A;^  —  BA  <  O  echter  beweegt  de  as  Q,  om 
de  kleinste  as  van  de  traagheidsellipsoïde  als  as  een  kegel- 
oppervlak in  tegengestelden  zin  als  waarin  de  wenteling  om  deze 
as  geschiedt. 

Berekening  van  de  elementen  \/f,  ^,  0,  die  den 
stand  van  'tlichaam  bepalen. 

Volgens  (4)  is 

^         Jfc»-C^/^       CV  k^  —  (?r^) 

Hierbij  valt  op  te  merken,  dat  \p'  altijd  positiefis,  zoodat 
}p  voortdurend  zal  toenemen  en  dus  niet  periodiek  zal  veran- 
deren. 

Wordt  hierin  r^  vervangen  door  zijn  waarde  in  (D),  dan 
vindt  men : 

CA-C)  (B  —  C)  (fc^  -  CA) 
,.*(,_  ■       ABC.- 


ABC 

k\k  -  C)  (B  -  C) 
ABC» 

dan  blijkt,  dat 


A»(A-C)(B-C)  ,         /.     .     X 


=  pv  —  pw' 


4  F(A  -  C)*  (B  -  C)»  (it*  —  C/O* 
p*v=  -        


A»B»C« 

23 
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is,  terwijl 

P"  -  P-"  =  ^^  (^'  -  CA) ,  p.  -  p«  =  ?^-  (4«  -  C*) 

is,   zoodat  j)y  >ptii,   dus  p'i/<0  is,   als  v  tusschea  O  ea  m 
gekozen  wordt. 

We  moeten  dus  stellen : 

,.^  ,  ^  ÏJi-CHB-CH^-O»,  ^^  ^  _  „^,, 
Hierdoor  gaat  de  uitdrukking  Toor  \p'  oyer  in 


*         C   ^  ^  p(itt  +  io)  —  pu 
of  ook,  mot  invoering  van  de  ^-functie: 

^'  =  --^±i  {Z{iu  +  „  +  „)  _  ^(,«  4- « -^  v)  -  2$  (.-)). 
Deze  geïntegreerd  geeft : 

^4- standvastige  =(-^-  ^?:(0)«i=^/^^^- 

Ter   bepaling    yan    de   staadyastige   stellen  we,  dat  \p  voor 
^  =  0  de  waarde  xpo  heeft,  zoodat 

;^o  +  8tandy.=  ±:i./4^=^4r^^'''''=^--- 
Hierdoor  yinden  we: 

Voor  ^  =  w  =  -7-  geeft  ze  : 

welke  uitdrukking  yoorstelt  den  hoek,    waarmede  ^  geregeW 
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n-r  tot  (n  +  l)-r)  toeaeemt. 
Volgens  (5)  is 

Door  deze  te  differentieeren ,  yindt  men,  met  ioachtneming 
yan  de  differentiaalyergelgkiogen  (A) : 

waaruit  blijkt,  omdat  r  altijd  positief  is,  dat  ook  99' altijd  het- 
zelfde teekea  behoudt,  en  wel  het  positieye  yoor /fc>  —  Cfc>0, 
d.  i.  yoor  A  >  B  >  C ,  en  het  negatieve  yoor  i*  —  CA  <  O,  d.i, 
yoor  A  <  B  <  C- 

De  hoek  ^  zal  dus  yoortdurend  toenemen ,  als  k^  —  Bh  <^0 
18 ,  yoortdurend  afnemen ,  als  A:^  —  BA  >  O  is. 

Worden  p  en  q  in  de  uitdrukking  yoor  tg  ^  yervangen  door 
hunne  waarden  in  (D),  dan  yindt  men: 

.  ,  ^  _  A(B  -  C)  (p(itt  +  o,)  -  p«") 
rg  ^  — 


B(A-C)(pa,-p(tW+iü)) 

Voor  ^  =  M  =  O  is  tg2  ^=00  ;    yoor  t  =  11  =—    is    tg*  ^  =  O ; 


t 


•' 


zoodat  de  hoek  ^  gedurende  het  tijdsverloop  n-7  tot(n4-l)-T 

van    elke   halve    periode   met   een    rechten  hoek  aangroeit  of 
afneemt,  naar  gelang  k^  —  BA  negatief  of  positief  is. 
Eindelijk  is  volgens  (6 

Cr 

Cos0  =  ^. 

k 

Omdat   r   niet  yan  toeken  verandert,  zal  dit  ook  het  geval 

zijn  met  cos  d,  zoodat  0  periodiek  zal  veranderen;   voor  ^  =  0 

C  eii'  C 

is  cos  60=  ---rM,   voor  t  =  --  is  cos  O,  =  ~-r«.      De  as  OR 
k  ik 

maakt    in    het    vlak    ROZ   schommelingen   met   een  amplitudo 

öi  —  Oq  en  met  oen  duur  • 

23* 
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Wordt  r  ia  de  uitdrukking  yoor  cos  O  yeryangen  door  zgn 
waarde  in  (D),  dao  gaat  deze  uitdrukking  over  in 

''^  ^  =  ïk-^-4^^~cW  ^^'"  -^  ">  -  -P"  > 

welke  ook  als  volgt  kan  geschreven  worden : 

cos^e='^^*"-+"^-^^ 

waaruit  op  nieuw  blijkt,  dat  cos  0  nimmer  nul  zal  worden. 

Hiermede  is  de  wenteling  van  een  lichaam  om  ziJQ  zwaarte- 
punt volledig  bepaald. 

Bjj  dit  onderzoek  is  ondersteld,  dat  A,  B,  C  onderling  on- 
gelijk zijn  en  k^  —  BA  yt£  0. 

I8A  =  B,  dani8a=j3;  is  B=C,  dan0-=y;  is  fc^  — BA  =  0, 

dan  a  =  y  =  ~-~]  is  dus  A  =  B  =  C ,  dan  is  a  =  /3  =  7.    In  elk 
B 

van  deze  gevallen  en  alleen  in  deze  gevallen,  is  de  discrimi- 
nant gelijk  nul  en  kunnen  de  bewegingsvergelijkingen  zonder 
gebruikmaking  van  elliptische  function  opgemaakt  worden.  De 
uitkomsten  in  die  gevallen  vindt  men  in  elk  leerboek  over  de 
theoretische  Mechanica. 
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IETS  OVER  BET  BEPALEN  VAN  HET  MIDDELPUNT  VAN  EVEN- 
WIJDIGE KRACHTEN,  DIE  AANGRIJPEN  OP  DE  ZIJDEN 
VAN  EENIGE  BEPAALDE  VEELHOEKEN,  ZONDER 
ANALYTISCHE  MEETKUNDE , 


C.   A.   CIKÜT. 

('s-  H  ertogenbofloh) . 


In  dit  opstelletje  worden  de  volgende  eigenschappen  als  be- 
kend yerondersteld : 

1'.  Wanneer  in  de  hoekpunten  van  een  driehoek  evenwijdige 
krachten  in  denzelfden  zin  werken ,  valt  hun  middelpunt  samen 
met  dat  van  den  ingeschreven  cirkel,  als  die  krachten  zich 
verhouden  als  de  overstaande  zijden. 

2\  Wanneer  in  de  hoekpunten  van  een  driehoek  ABC 
evenwijdige  krachten  werken  die  zich  verhouden  als  de  over- 
staande zijden,  en  de  krachten  in  A  en  in  B  werken  in  een 
zin  tegengesteld  aan  dien  waarin  de  kracht  in  C  werkt,  dan 
valt  het  middelpunt  van  die  krachten  samen  met  dat  van  den 
cirkel,  die  aangeschreven  is  ten  opzichte  van  de  zijde  AB. 

Beide  waarheden  laten  zich  gemakkelijk  bewijzen  zouder  dat 
men  daarbij  van  coördinaat-assen  gebruik  maakt. 

Met  behulp  van  de  eerste  kunnen  we  nu  de  volgende  stelling 
bewijzen : 

Het  middelpunt  van  drie  evenwijdige  krachten,  die  aangrijpen 
in  de  punten  waarin  de  zijden  van  een  driehoek  geraakt  worden 
door  den  ingeschreven  cirkel,  en  dezelfde  richting  hebben,  valt 
samen  met  dat  van  den  cirkel,  als  die  krachten  zich  verhouden 
als  de  zijden  waarop  ze  aangrijpen. 

Bewijs.  Daar  de  krachten  zich  verhouden  als  de  zijden, 
kunnen  wij  die  voorstellen  door  ap,  bp  en  q).  De  kracht  bp 
(zie  fig.  1),  die  in  het  raakpunt  E  aangrijpt,  splitsen  we  in 
twee   daarmede    evenwijdige  krachten,  die  aangrijpen  in  A  en 
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in  C;  daar  AE  =  s  —  a  en  EC  =  «  — c,  vinden  we  Toor  de 
ontbondene  in  G  :  {s  —  c^p ;  splitsen  we  ap  eveneens  in  twee 
daannede  evenwijdige,  die  in  B  en  in  C  aangrijpen,  dan  vinden 
we    voor    de    ontbondene   in    C  :  (s  —  b)p,   dus  totaal   in  C : 

(«-rt)p  +  (s— 6)  p=r€p; 
zoo  vinden  we  voor  de 
krachten  in  A  en  in  B 
resp.  ap  en  bp ,  waaniit 
blijkt,  dat  het  ooraprou- 
kelijk  stel  evenwijdige 
krachten  hetzelfde  mid- 
delpunt heejfi  als  een 
stel,  in  de  hoekpunten 
werkende ,  en  zich  ver- 
houdende als  de  over- 
staande zijden,  m.  a.  w. 
het  middelpunt  Tan  het 
oorspronkelijk  stel  yalt 
samen  met  dat  van  den 
ingeschreven  cirkel. 
Om  nu  deze  eigen- 
schap uit  te  breiden  tot  een  willekcurigen  omgeschreven  veel- 
hoek, bewijzen  we  eerst  de  volgende 

Hulpstelling. 

Als  een  cirkel  de  verlengden  van  de  zijden  CA  en  CB  reap, 
in  E  en  in  D,  en  de  zyde  AB  in  F  raakt,  terwijl  er  in  E  en 
D  evenwijdige  krachten  werken  in  richting  tegengesteld  aan 
een  kracht  die  in  F  werkt,  dan  valt  het  middelpunt  van  die 
evenwijdige  krachten  samen  met  dat  van  den  cirkel ,  als  die 
krachten  evenredig  zijn  met  de  zijden  waarop  hun  aangrijpings- 
punt ligt.     (zie  fig.  2.) 

B  e  w  ]j  s.  De  drie  krachten  stellen  we  voor  door  ap ,  bp  en 
cp\  ieder  van  die  krachten  splitsen  we,  als  boven,  in  twee 
daarmede  evenwijdige,  die  in  de  overeenstemmende  hoekpunten 
aangrijpen;  we  vinden  dan  dat  ons  stel  evenwijdige  krachten 
identisch  is  met  het  volgende:  ap  in  A ,  6p  in  B  en  trp  in  C, 
waarbij  cp  tegengesteld  is  aan  op  en  bp ;  hieruit  blijkt  dus  dat 
het  bedoelde  middelpunt  samenvalt  met  dat  van  den  cirkel. 

Nu  kuuncn  wij,  k  la  BcrDouilli ,  laten  zien  dat:  als  in  de 
punten    waarin  een  omgeschreven  veelhoek  door  den  cirkel  ge- 
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raakt  wordt,  eTenwijdige  en  eender  gerichte  krachten  werken , 
hun  middelpunt  samenYalt  met  dat  van  den  cirkel,  indien  die 
krachten  evenredig  sijn  met  de  zijden  waarop  hun  aangrijpings- 

punt  ligt.  Laat  dan  ABODE 
enz.  een  omgeschreven  veelhoek 
zijn ,  terwijl  O,  N  enz.  de  raak- 
punten zijn,  in  welke  raalcpun- 
ten  dus  bovenbedoelde  krachten 
werken,  (zie  iig.  3.)  Om  van 
dezen  n-hoek  een  omgeschreven 
(n+  l)-hoek  te  maken,  heeft 
men  slechts  van  den  eersten 
een  driehoek  BPL  af  te  snijden 
door  middel  van  een  raaklijn 
PL,  en  om  nu  te  zorgen  dat 
bij  den  nieuwen  veelhoek  een 
stel  evenwijdige  krachten  be- 
hoort zooals  de  stelling  ver- 
eischt ,  moeten  we  in  het  raak- 
punt K  een  kracht  aanbrengen 
evenwijdig  met  de  krachten 
die  bij  den  oorspronkelijken  veelhoek  behooren,  en  in  grootte 
zóó   dat   aan    de   vereischte   evenredigheid  voldaan  wordt,  en 

verder  in  N  en  in  O  krach- 
ten (om  de  oorspronkelijk  daar 
werkende  te  verkleinen,  daar 
de  zijden  CB  en  BA  korter 
geworden  z[jd)  tegengesteld 
aan  die  in  K,  en  in  grootte 
(in  verband  met  de  vereischte 
betrekking  tusschen  krachten 
en  zijden)  evenredig  met  BL 
fin  met  BP.  Dit  toegevoegd 
stel  van  drie  krachten  heeft, 
volgens  de  hulpstetling ,  zijn 
middelpunt  in  dat  van  den 
cirkel,  en  daar  de  krachten 
die  bij  den  veelhoek  ABODE 
enz.  behooren ,  ook ,  krachteos 
de  veronderstelling,  hun  middel- 
potit  in  M  hebben,  zoo  heeit  het  stel  evenwijdige  krachten» 
behoorende  bij  den  (n  +  l)-hoek,  ook  zijn  middelpunt  in  M. 
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Naschrift.  De  theorie  van  het  middelpunt  van  eTenwgdige 
krachten  is  een  middel  om  langs  eenroudigen  en  elementairen 
weg,  te  bewijzen  dat  sommige  rechte  lijnen  door  één  punt 
gaan,  of  dat  twee  of  meer  bepaalde  punten  identisch  zijn. 
Zoo  kan  men  hiermede  bewijzen,  dat  in  een  vierhoek  het 
snjjpunt  der  lijnen  die  de  middens  yan  de  overstaande  zijden 
verbinden,  identisch  is  met  het  midden  der  hjn  die  de  middens 
van  de  diagonalen  verbindt;  verder  dat  in  een  viervlak  de 
medianen  door  één  punt  gaan ,  evenals  de  lijnen  die  de  middens 
der  overstaande  ribben  verbinden,  en  dat  die  twee  snijpunten 
identisch  zijn,  en  ten  slotte  ook  do  reden  vinden  waarin  dat 
punt  die  lijnen  verdeelt.  Ook  meer  ingewikkelde  eigenschappen 
kan  men  er  mee  bewijzen,  b.v.  deze  stolling:  De  lijnen  die  de 
hoekpunten  van  een  driehoek  verbinden  met  de  punten  waarin 
do   overstaande  zijden  geraakt  worden  door  hun  aangeschreven 


cirkels,  gaan  door  één  punt;  dit  punt  is  hetzelfde  als  het 
middelpunt  van  den  cirkel  beschreven  in  den  driehoek,  die 
ontstaat ,  als  men  door  de  hoekpunten  van  den  oorspronkelijken 
lijnen  trekt  evenwijdig  met  de  overstaande  zijden. 

Veronderstel,  om  dit  te  bewijzen,  dat  er  in  de  hoekpunten 
A,  B  en  C  van  eenen  driehoek  krachten  in  dezelfde  richting 
werken ,  resp.  groot :  (s  —  a)p ,  {8—h)p  en  (s  —  c)p.    Om  het 
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middelpunt  yan  die  krachten  te  bepalen  (zie  fig.  4),  kunnen 
we  eerst  (s —  c)p  en  (s  —  b)p  samenstellen;  de  resultante  yan 
die  twee  krachten  grijpt  aan  in  E ,  zóó  dat  BE  ^8  —  c  en 
CE  =  9  —  b  is,  m.  a.  w.  E  is  het  raakpunt  yan  BC  met  haar 
aangeschroyen  cirkel ;  de  resultante  in  E  moeten  we  nog  samen- 
stellen met  de  kracht  in  A ,  dus  moet  het  middelpunt  der 
krachten  op  AE  liggen;  maar  ook  moet  het  liggen  op  de  Ijjn 
die  C  met  het  raakpunt  op  AB  verbindt,  en  eindelijk  ook  op 
de  lijn  die  B  met  het  raakpunt  op  AC  yerbindt,  en  daar  er 
maar  één  middelpunt  is ,  gaan  de  drie  bedoelde  lijnen  door  één 
punt  (Verder  is  gemakkelijk  na  te  gaan  hoe  die  lijnen  elkaar 
yerdeelen). 

We  kunnen  het  middelpunt  ook  yolgenderwijs  bepalen :  trekken 
we  door  de  hoekpunten  lijnen  oyenwijdig  met  de  overstaande 
zijden,  dan  ontstaat  er  een  driehoek  A'B'C',  waarin  B  het 
midden  is  yan  A'C',  enz.  Splitsen  we  nu  de  kracht  (s  —  c)p , 
die  in  C  aangrijpt ,  in  twee  daarmede  evenwijdige  die  aangrijpen 
in  A'  en  in  B',  dan  krijgen  we  in  A'  een  kracht :  i  («  —  c)2> 
Door  splitsing  van  (s  —  b)p      „     „  „  :  i  (*  —  ^)P 

Totaal  in  A' :  i  ap,  en 
dus  in  B' :  j  bp  en  in  G'  :  i  cp]  deze  krachten  hebben  hun 
middelpunt  in  dat  van  den  iogeschreven  cirkel  van  A'B'C', 
zoodat  dit  punt  identisch  blijkt  te  zijn  met  bet  bovengevonden 
snijpunt. 

Op  analoge  manier  kan  men ,  met  behulp  van  de  stelling 
op  bl.  859  bewezen,  laten  zien  dat  het  middelpunt  van  den 
ingeschreven  cirkel  bij  een  vierhoek  in  ééne  rechte  lijn  ligt 
met  de  middens  yan  do  diagonalen,  en  verder  dat  genoemd 
punt  den  afstand  tusschen  de  twee  andere  verdeelt  in  reden 
van  de  sommen  der  stukken  aan  het  eerste  en  derde,  en  aan 
het  tweede  en  vierde  hoekpunt. 


X7 


UMIE  BEÜEKËÏJl^GËK  MET  BE  EEKENLINIAAL 

DOOR 

F.  J.  VA  ES. 

(RotUrdam). 


De  rekenliDiaa] ,  waarvan  het  gebruik  yoor  berekcningeD  in 
de  praklijk  meer  en  meer  algemeen  wordt,  leent  zich  zeer 
goed  voor  de  bepaling  van  hoogere  machtswortels  en  de  oplos- 
Bing  van  enkele  vergelijkingen.  In  het  volgende  wordt  be- 
sproken : 

r.    Een  niet  algemeen  bekende  bepaling  van  a^  en  l^a. 

2\  Een  daarbij  aansluitende  bepaling  van  a',  T^a,  «S 
l^a,  enz. 

3'.     Een  oplossiog  van  a  sin  rr  +  6  cos  a;  =  c. 

4\    Een  oplossing  van  «*  zt  ax  ±:  6  ==  0. 

5".     Een  oplossing  van  x^  ±  x*^  ±:  ax  di  b  =^  O, 

2.  De  inrichting  van  do  gewone  rekenliniaal  (van  Mannheim) 
wordt  bekend  ondersteld.  Op  een  liniaal  /,  is  een  loglirith- 
mische  verdeeling  aangebracht,  en  op  een  schuif  s,  eeu  der- 
gelijke verdeeling ,  zoodat  als  men  het  beginpunt  van  ^i  bg 
het  punt  a  van  /j  plaatst,  tegenover  het  punt  b  van  s^  het 
het  produkt  ab  wordt  afgelezen  op  /]. 

Op  de  liniaal  is  nog  een  tweede  verdeeling  /j  aangebracht, 
waarvan  de  deelen  half  zoo  groot  zijn  als  die  van  /, ;  deze 
verdeeling  /j  is  zoodanig  geplaatst,  dat  boven  hot  punt  a  van 
/, ,  op  I2  de  waarde  a^  wordt  afgelezen.  Voor  die  aflezing  kan 
een  looper  gebruikt  worden. 

Op  de  schuif  is  ook  een  tweede  verdeeling  aangebracht 
gelijk  aan  die  van  /s,  zoodanig  dat  de  begin-  en  eindpunten 
van  8,  en  s^  samenvallen,  en  dus  de  deelstrepen  van  $2  pi^^ 
staan  tegenover  die  van  /a,  nis  men  de  verdeelingen  van  «, 
geplaatst  heeft  tegenover  die  van  /j. 
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!•  Bepaling  van  a^  en  T^^a, 

3.  De  gewone  wijze  yan  werken  ter  berekening  van  a^ 
is»  dat  men  op  de  schaal  /,  het  getal  a  aanwijst  door  het 
beginpunt  van  de  schuif,  dan  eveneens  op  ^^2  ^^^  punt  a  zoekt 
en  afleest  welk  getal  dit  aanwijst  op  /2.  Want  daar  de  deelen 
op  Si  en  /(  tweemaal  zoo  groot  zijn  als  de  overeenkomstige  op 
^2  on  '2  tol^  nion  bji  elkander  log  a  en  2  log  a. 

va  wordt  gevonden  door  de  schuif  zoodanig  te  verplaatsen  y 
dat  het  beginpunt  van  s^  op  /|  hetzelfde  getal  aanwijst ,  als 
het  gegeven  getal,  dat  op  l^  genomen  is,  aangeeft  op  ^2- 
Door  beproeving  is  de  uitkomst  vrij  spoedig  te  vinden. 

4.  Er  is  echter  een  eenvoudiger  methode,  die  o.  a«  op  de 
beschrijving  van  de  rekenliniaal  van  Mannheim  is  aangegeven , 
doch  die  niet  algemeen  bekend  schijnt  te  zijn. 

Bepaling  van  a^:  Draai  de  schuif  om,  zoodat  ^2  naast  /, ,  en 
8,  naast  I2  staat.  Neem  op  ^2  en  /|  het  gegeven  getal ,  en  stel 
de  punten  tegenover  elkander.  Op  I2  wordt  dan  a^  gevonden 
bij  het  eind-  of  beginpunt  van  ^i.  Want  men  telt  log  a  en 
2  log  a  bij  elkander  op. 

Op  ^2  (on  /2)  komen  twee  punten  voor,  waarbij  hetzelfde 
getal  a  geschreven  is;  het  eene  vertegenwoordigt  een  10*maal 
grootere  waarde  dan  het  andere. 

Al   naar  gelang  men  het  eene  of  het  andere  punt  gebruikt 

o»  a' 

vindt  men   a'  of  -  -   of  -  --  • 
10         100 

5.  Bepaling  van  Ifi^a.  Uit  het  voorgaande  volgt  onmiddellijk : 
Plaats  begin-  of  eindpunt  van  ^i  bij  het  getal  a  lof  bg  — ,    of 

by  —^1  op  /, ,  en  zoek  op  82  en  /,  twee  gelijke  getallen ,  die 
100/ 

juist  tegenover  elkander  staan.     Deze  geven  den  wortel  aan. 
Bepaling  van  a'  en  1?  a. 

6.  De  gewone  wijze  van  werken  is: 

Yoor  a^  Eerst  a*  te  zoeken  en  dit  te  vermenigvuldigen 
met  a. 

Voor  l^a.  De  logarithmenschaal  te  gebruiken,  die  aan  de 
onderzijde  van  de  schuif  is  aangebracht. 

Yoor  alle  hoogere  machtswortels  gebruikt  men  steeds  de 
laatstgenoemde  schaal. 
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7.  In    yerbaDd   met  de  bepaling  van  o'  en  l^a    kan  men 
echter  den  volgenden  weg  inslaan: 

Voor  a'.    Draai  de  schuif  om ,  en  stel  het  getal  op  «2  tegenover 
zijn  kwadraat  op  ?, ;  men  leest  dan  op  ^2  d®  waarde  a^  af,  of  ook 

Tn    ^^    ïnn  ^  *^  ^^^^  g^'^i^g  ^®  l'ggiog  van  het  punt  a  opfj 
Voor  f^a.     Stel  «,  bij  a  (of  -    of  — -  j   op    I2   ®d  zoek  op 

$2  het  getal,  dat  tegenover  zijn  kwadraat  staat  op  /|. 
Met  behulp  van  den  looper  is  dit  spoedig  uit  te  voeren. 
Bepaling  van  a^  en  T^a,  en  hoogere  machtswortels. 

8.  Voor  a'.     Bepaal  o'  als  boven  en  stel  a  op  S2  tegenoTer 

a^  op  /,.     Dan  wordt  op  /„  aangewezen  a^  of  -— ,  of  -jr^. 

Voor  V^a*  Stel  het  eind-  of  beginpunt  van  82  bij  0 
(of  —   of  -r^j  op  /ji  60  zoek  op  ^2  een  getal,  dat  tegenover 

zijn  derdemacht  op  Z,  staat. 

Dit  vereischt  eenig  heen  en  weer  verplaatsen  van  de  schuif, 
omdat  men  telkens  van  een  aangenomen  waarde  den  derdemachts- 
wortel  moet  zoeken.  Hieraan  is  tegemoet  te  komen  door  die 
bepaling  op  een  tweede  rekenliniaal  uit  te  voeren. 

De  graad  van  nauwkeurigheid  blijkt  hieruit,  dat  voor  lf^20 
gevonden  werd  1,535,  terw|jl  een  logarithmentafel  met  5  deci- 
malen geeft  1,534. 

9.  De  bepaling  van  a**,  l?^a,  a^  l?^a,  a^^  V^  enz.  is  terug 
te  brengen  tot  verheffing  tot  lagere  machten ,  of  trekken  van 
lagere  wortels.  «'*  is  te  vinden  door  a  op  ?2  ^^  stellen  tegen- 
over a^  op  /, ,  en  V^a  door  op  82  een  getal  te  zoeken,  dat 
tegenover  zijn  vijfdemacht  op  /,  staat. 

Evenzoo  zijn  o'^,  a"  enz.,  l?^o,  T^'a  enz.  in  verband  te  brengen 
met  a®,  a®  enz. 

Oplossing  van  a  sin  x+  b  cos  x  =  c. 

10.  Daar  de  rekenliniaal  slechts  sinussen  en  tangenten  aan- 
geeft is  het  wenschelijk  geen  andere  goniometrische  functicfl  te 
gebruiken. 

Men  schrijve  dus : 

,  sma;  +  co8a;  =  r, 
o  o 
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Btelle  V  =  cot  ^ ,  en  dus  -  =  tg  ^. 

Zoodat  de  yergeltjking  te  schrijven  is 

cos  é  sin  a?  c 

— ; —  +  cos  a?  =  7 , 

sm  ^  b 

of  sin  (x  +  ^)  =  -j-  sm  ^. 

De  behandeling  is  dus  als  volgt: 

c 
Bepaal  -  en  noteer  de  waarde. 

Bepaal  -  op  {j,  en  houdt  die  waarde  met  den  looper  vast. 
Keer   do  schuif  om   en  bepaal  ^,  als  staande  op  de  met  T 
gemerkte  verdeeling  tegenover  de  waarde  -.    JN^oteer  de  waarde 

van  ^. 

Plaats  het  beginpunt  van  de  schuif  tegenover  de  reeds  bepaalde 
/• 
waarde   t    op    Z^,  en    zoek  op   de  met  S  gemerkte  schaal  de 

waarde  ^. 

Daartegenover   vindt  men   op   l^  de  waarde  van  het  tweede 

hd  r  sin  ó. 
o 

Houdt  die  waarde  met  den  looper  vast. 

Stel  de  schuif  zoodanig,  dat  begin-  en  eindpunt  samenvallen 
met  die  van  {,  en  ^2 ,  en  lees  op  S  den  hoek  af  door  den  looper 
aangegeven.    Dit  is  x  +  fp. 

Heeft  men   twee  rekenlinialen   ter  beschikking,  dan  bepale 

men  v  op  de  eerste ,  -  en  ^  op  de  tweede  ^  7  sin  ^  en  o;  +  ^ 
op  de  eerste. 

Oplossing  van  a;'»d=.aa?±6  =  0. 

11.    Men  schrijve  x*  =  a  f  o: :;:  -  j  of  a;*  =  a  f a;  j  en  bepale 

eerst  — • 
a 

Dan  stelt  men  het  beginpunt  van  ^i  bij  a  op  ^i ,  geeft  aan 
X  een  waarde ,  zoodanig  dat  a?  qi  -  of x  een  rond  getal  is , 
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bepaalt  (op  een  tweede  rekealiniaal)  o:",  en  vergelgkt  dit  met 
het  af  te  lezen  product  alojqp— j  of  a  ( x\. 

Onmiddellijk  is  te  zien»  of  x  te  groot  dan  wel  te  klein  is 
genomen »  en  men  verandert  nu  x  in  de  juiste  richting  telkens 
met  O.l ,  tot  men  Yoor  x*  een  waarde  yindt,  nabij  het  afgelegen 
product.  Dan  kan  x  met  kleinere  bedragen  worden  veranderd , 
en  kan  men  met  vrij  groote  nauwkeurigheid  een  der  wortels 
bepalen. 

Voor  n  =  2  kan  men  met  een  enkele  rekenliniaal  roIsteaB. 
Yoor  ft  >  2  is  het  gebruik  van  twee  of  meer  linialen  gewenacht 

Van  de  vergelijking 

ar»  —  3 .  27ir  +  1  .  642  «  O 
werd  als  een  der  wortels  gevonden: 

tr,  =  2  .  65. 

De  andere  is  dus :  tr^  =  (met  de  rekenliniaal  bepaald). 

Blijkbaar  is  iTj  +  ir-j  =  3  .  27.*) 

Oplossing  van  x**  ±iax*  ±:  bx±c  =  0. 
12.    Men  schrijve: 

(     "^Y     -     n  ^  ^ 

\Va/  a  a 

geve  aan  x  een  willekeurige  waarde,  en  bepale  de  waarde  p 
van  het  eerste  lid.  Dan  zoekt  men  op  een  tweede  liniaal  (al 
of  niet  met  behulp  van  een  derde)  een  wortel  van 

en  vergelijkt  de  uitkomst  met  de  eerst  aangenomen  waarde. 

Door  x  in   de  juiste  richting  met  kleine  bedragen  te  doen 
veranderen  kan  men  een  wortel  vinden. 


*)  Yoor  eenige  jaren  is  door  den  heer  Beghin  een  rekenlidaal  in  dan  handel 
gebracht,  die  eenigzina  afwijkt  van  de  meeat  gebruikte  (van  Mannheim).  De 
methode  door  den  heer  B.  aangegeven  om  een  vierkantavargel ijking  Qp  te  lo«en 
vercidcht  het  telkens  optellen  van  twee  getaMen  van  3  of  4  cijfers.  Men  is  daarbij 
spoedig  geneigd  die  getallen  telkens  op  te  sehrijvea.  waaidoor  het  nut  «»n  de 
rekenliniaal  vrij  wel  verloren  gaat,  en  de  oplossing  meer  tijd  verelscht  dan  de  directe. 

Verder  dan  de  oplossing  van  derdemachta vergel  ijkin^ao  gaftt  de  heer  B.  bmL 


K2d 


EEK  NIEUWE  CIRKEL  IN  DEN  MODERNEN  DRIEHOEK, 

DOOR 

H.  A.  W.  SPECKMAN. 
(Arnhem.) 


§  1.  Zij  ABC  de  gronddriehoek ,  H  het  hoogtepuDt,  O  bet 
middelpafit  Yan  den  omgesohreYen  cirkel,  Hr  het  reciproke  of 
iBotomiach  toegeyoegde  puot  aan  H.  Zooals  bekend  is,  is 
Hr  ook  het  punt  A  yan  Brocard,  met  het  zwaartepunt  Z  en  bet 
symmediaanpunt  K  van  driehoek  ABC  op  eene  lijn  gelegen, 
zoodat  aZ  =  2ZK  is;  het  is  dus  antioomplementair  met  het 
symmediaanpunt.  Zij  ï)^  het  punt  yan  Tarry,  R  dat  yan 
Steiaer  yan  A  ABC ,  N'  het  midden  yan  HH^ ,  O'  het  midden 
yan  HrN^  Zooals  bekend  is ,  loopt  H^H  //  aan  OK  en  is  ^  20K ; 
dus  HrN'  IL  OK  of  aan  den  diameter  yan  den  Brooardcirkel. 

§  2.  Zij  A'B'C'  een  driehoek,  omgekeerd  gelijkvormig  en 
perspectivisch  met  driehoek  ABC ,  en  tot  perspectivisch  middel- 
punt hebbende  het  zwaartepunt  Z  van  driehoek  ABC.  De  meet- 
kundige plaats  der  punten  van  A  ABC ,  die  met  de  gelijkstandige 
punten  van  A  A'B'C'  op  ééne  lijn  zijn  gelegen,  gaande  door 
Zf  is  eene  gelijkzijdige  hyperbool,  gaande  door  Z,  A,  B  en  C. 
Evenzoo  is  de  meetkundige  plaats  der  punten  van  A  A'B'C', 
die  met  geljjkstandige  punten  van  A  ABC  op  ééne  lijn  door  Z 
liggen,  eene  gelijkzgdige  hyperbool ,  gaande  door  A',B',C' en  Z. 
De  hoogtepunten  H  en  H'  der  driehoeken  ABC  en  A'B'C'  zijn 
gelgkstandige  punten.  Ook  liggen  ze  op  de  gelijkzijdige  hyper- 
bolen ABCZ  en  A'B'C'Z  ,  dus  H,  Z  en  H'  liggen  op  ééne  lijn. 
Noemen  we  de  orthologische  middelpunten  !N^  en  N'  der  drie- 
hoekeu  ABC  en  A'B'C'  normaalpunten  der  driehoeken  ABC  en 
A'B'C',  dan  ligt,  zooals  bekend  is,  N  op  den  omschreven  cirkel 
van  A  ABC  en  N'  op  dien  van  A  A'B'C'.    Volgens  de  stelling : 

De  orthologische  middelpunten  of  normaalpunten  van  twee 
omgekeerd  gelijkvormige  perspectivische  driehoeken  liggen  op 
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ééne  lijn  met  het  porspectiyisch  middelpunt,  liggen  dus  N,  Z 
en  N'  op  ééne  lijn.  Daar  N  en  N'  geljjkstandige  punten  der 
AA  ABC  en  A-o'C'  zijn,  liggen  ze  dus  ook  op  de  gelijkzijdige 
hyperbolen  ABCZ  en  A'B'C'Z.! 

De  normaalpunten  N  en  N'  zijn  das  de  vierde  snijpunten 
dier  gelijkzijdige  hyperbolen  met  de  omgeschreven  cirkels  der 
AA  ABC  en  A'B'C'. 

Deze  gelijkzijdige  hyperbolen  zijn  dus  de  Kieperische  hyper- 
bolen r  en  r'  en  hunne  assen  zijn  evenredig  aan  een  paar  ge- 
lijkstandige  zijden  der  driehoeken. 

§  3.  Er  bestaat  een  oneindig  aantal  driehoeken  A'B^C', 
omgekeerd  gelijkvormig  met  A  ABC  en  perspectivisch  er  mede 
in  Z.  Daar  de  punten  H,  Z  en  H'  op  ééne  lijn  steeds  liggen, 
is  de  meetkundige  plaats  der  hoogtepunten  van  de  driehoeken 
A'B'C'  de  lijn  HZ.  Nemen  we  nu  als  hoogtepunt  H'  yan 
A  A'B'C'  het  middelpunt  O  van  den  omgeschreven  cirkel  van 
A  ABC,  dan  is  A  A'B'C'  daardoor  volkomen  bepaald. 

Stelling.  Trekt  men  door  O  Ignen,  evenwijdig  aan  NA , 
NB,  NC  (N  is  het  punt  van  Tarry  van  A  ABC),  die  de  Ijjnen 
ZA,  ZB  en  ZC  respectievelijk  snijden  in  de  punten  A',  B'  en  O', 
dan  is  A  A'B'C'  omgekeerd  gelijkvormig  perspectivisch  met 
A  ABC>  hebbende  tot  perspectivisch  centrum  het  punt  Z  yan 
A  ABC,  en  tot  hoogtepunt  H'  het  punt  O  van  A  ABC. 

Bewijs.  Het  punt  van  Tarry  N  van  A  ABC  is  het  nor- 
maalpunt  van  A  ABC  met  de  driehoeken,  omgekeerd  gelijk- 
vormig met  A  ABC  en  perspectivisch  er  mede  in  Z,  daar  N 
het  vierde  snijpunt  is  van  de  gelijkzydige  hyperbool  ABCZ 
en  den  omgeschreven  cirkel  van  A  ABC.  De  lijnen  NA,  NB 
en  NC  staan  dus  loodrecht  op  de  zijden  B'C',  CA'  en  A'B'  der 
der  driehoeken  A'B'C'.  De  hoogtelijnen  van  de  driehoeken 
A'B'C'  zgn  dus  evenwijdig  aan  NA,  NB  en  NC,  en  daar 
H' =  O  het  hoogtepunt  van  den  aangenomen  A  A'B'C'  was, 
zijn  OA',  OB'  en  OC'  //  aan  NA,  NB  en  NC. 

Gevolg.  De  driehoek  A'B'C'  is  homothetisch  met  den 
eersten  Brocard-driehoek  van  A  ABC. 

§  4.  Het  normaalpunt  N'  van  A  A'B'C'  ten  opzichte  van 
A  ABC  of  het  punt  van  Tarry  N'  van  A  A'B'C'  is  het  midden 
der  lijn  HHr  van  A  ABC. 
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Bewijs.     Yolgdns  de  stelliag,  dat  bij  twee  omgekeerd  gelijk- 
vormige   perspectivische    driehoeken    de   hoogtepuaten   en    de 
orthologische  middelpunten  (normaal punten)  op  een  cirkel  liggen, 
liggen  bij  den  gronddriehoek  ABC  en  den  eersten  driehoek  van 
Brocard  afiy  van  dien  gronddriehoek,  de  punten  N,  O,  H  en 
het  hoogtepunt  H,  van  den  1*^  Brocard-driehoek  or/Sy  op  één 
cirkel.    Het  hoogtepunt   H,   is  echter»  zooals  bekend  is,  het 
midden  van  de  iijn  HHr,  terwjjl  N,  Z  en  H,  op  ééne  Ign  liggen. 
Bij    den   gronddriehoek  ABO   en   den  driehoek  A'fi'C'  zgn  de 
hoogtepunten  H  en  O ,  de  normaalpunten  N  en  N'.    Deze  vier 
punten  liggen  ook  op  eenen  cirkel»  terwijl  N,  Z  en  ]N^' ook  op 
ééne  Ijjn  liggen.    Het  punt  N'  valt  dus  samen  met  het  midden 
H,  der  lijn  HH^. 

§  5.  De  omgeschreven  cirkel  van  driehoek  A'B'C'  is  de  cirkel, 
op  de  lijn  UrW  als  middellijn  beschreven. 

Bewgs.  Het  middelpunt  der  Kiepertsche  hyperbool  F' van 
A  A'fi'C'  is  het  midden  M'  der  lijn  ON',  daar  dit  het  midden 
is  der  lijn  die  het  hoogtepunt  O  van  A  A'B'C'  met  het  4^<' 
snijpunt  N'  van  F'  met  den  omgeschreven  cirkel  van  A  A'B'C' 
verbindt.  Nu  is,  als  Z'  het  zwaartepunt  van  A  A'B'C'  is,  de  lijn 
ZZ'  ook  middehjn  van  F^  dus  ZM'  =  WZ' ,  en  OZ'N'Z  is  een 
parallelogram  of  OZ'  //  ZN'  en  OZ  //  Z'N'.  Ook  is  OK  //  H^N', 
OZ  :  OH  =  1  : 8  ,  dus  Z'N' :  OH  =  1 :  3.  Zij  O'  het  snijpunt 
van  OZ'  met  N'H,  dan  is  O'Z' ;0'0  =  Z'N' :  OH  =  1 :  3,  dus 
O^  is  het  middelpunt  van  den  omschreven  cirkel  van  A  A'B'C 
en  O'N'  =  »A  N'H,  dus  O'  is  het  midden  van  de  lijn  H^N'. 

Gevolg.    Z'  van  A  A'B'C'  is  het  midden  van  ZH;.. 

§  6.  De  loodlijnen,  uit  het  midden  N'  van  HHr  op  de  zijden 
van  A  ABC  neergelaten,  snijden  den  cirkel,  op  N'H^  als  diameter 
beschreven,  in  punten  A',  B'  en  O',  zoodat  A  A'B'C'  omge- 
keerd gelijkvormig  perspectivisch  is  met  A  ABC  en  met  per- 
spectivisch centrum  Z. 

Het  bewijs  volgt  uit  de  vorige  stelling. 

Stelling:  De  lijnen,  uit  Hr  evenwijdig  aan  de  zijden  van 
A  ABC  getrokken,  snijdea  den  cirkel,  op  HrN'  als  middellgn 
beschreven  in  punten  A'B'C',  zoodat  A  A'B'C'  omgekeerd 
gelijkvormig  perspectivisch  is  met  A  ABC  en  met  perspectivisch 
centrum  Z. 
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Bewijs.  Daar  A'^  B'  en  C'  gelegen  zgn  op  eeo  cirkel^  met 
WHr  tot  diameter,  is  Z  HrA'N'  =  90°.  Is  das  HrA'//BC. 
dan  is  N'A'  ±  op  BC  enz.  Dns  A  A'B'C'  is  perspectiyiseh 
in  Z  roet  ABC. 

Gevolg.    Hf  is  het  Steinersche  punt  van  A  A'B'C'. 

§  7.  Zij  Kr  isotomisch  toegevoegd  aan  K  in  A  ABC  en 
Kr  isotomisch  toegevoegd  aan  K'  in  A  A'fi'C',  dan  vallen  beide 
puoten  Kr  en  Kr  samen  in  het  sngpunt  van  NO  en  HH,. 

Bewijs.  Het  punt  Kr  van  A  ABC,  isotomisch  toegevoegd 
aan  K,  is,  zooals  bekend  is,  het  perspectivisch  centrum  van 
den  gronddriehoek  en  den  eersten  Brocard-driehoek.  Het  is  het 
snijpunt  van  de  lijn  NO  met  HHr. 

Het  punt  K;  van  A  A'B'C'  ligt  op  de  Ign  N'O'  of  HHr. 
Verder  is 

NO:OKr  =  N'0':0'K;. 

Nu  is  00' //NN',  dus  Kr  en  KJ  vallen  samen. 

Gevolg.  De  hyperbolen  r  en  F'  der  driehoeken  ABC  en 
A'B'C'  snijden  elkaar  in  de  punten  Z  en  Kr. 

§  8.    Het  punt  H;  van  A  A'B'C'  ligt  op  de  Ign  NO,  terwgl 
HrH;  II  OH  is. 

Bewijs.  Het  punt  H;  ligt  op  H'K^  of  op  OKr  dus  op  NO. 
Ook  is 

H  Kr  l  KrHr  ^  HKr  l  KrHr» 

Dus  is  OKr :  KrH;  =  HKr :  KrHr  of  HrH;  /ƒ  OH. 

Gevolg.  Het  punt  K'  van  A  A'B'C'  ligt  op  de  hjn  H^Z' 
zoodat  H;Z'  =  2Z'K'  is. 

§  9.  Neemt  men  op  de  lijnen  MA,  M'B'  en  M'C'  stukken 
M'a  =  M'A',  Wfi  =  M'B'  en  M'y  =  M'C',  dan  is  «0 7  de  eerste 
driehoek  van  Brocard  van  A  ABC. 

Bewijs.  A  ccfiy  is  gelijk  en  gelijkvormig  met  A'B'C' , 
dus  omgekeerd  gelijk  en  gelijkvormig  met  ABC.  De  middellijn 
HrN'  van  den  cirkel  om  A  A'B'C'  wordt  ten  opzichte  van  M'  over- 
gespiegeld  in  de  mlddellijn  OK  van  den  cirkel  om  A  ^/Sy* 

Het  punt  Z'  van  A  A'B'C'  wordt  Z  van  A  a/Sy  en  van 
A  ABC,  dus  ajiy  is  de  eerste  Brocard-driehoek. 


§  10.  De  as  van  perspectief  L  der  driehoeken  ABC  en  A^B^C^ 
staat  loodrecht  op  NZ. 

Bewijs.  De  as  ran  perspectief  van  twee  omgekeerd  gelyk- 
Yornoiige  perspectivische  driehoeken  staat  altijd  loodrecht  op  de 
lijn,  die  de  orthologische  middelpunten  verbindt  en  deelt  den 
afstand  tusschen  de  diametraal  tegenover  de  orthologische  mid- 
delpunten gelegen  punten  middendoor.  Dus  de  as  van  perspectief 
Tan  ABC  en  A'B'C'  staat  ±  op  NN'  of  ±  NZ  en  deelt  den 
afstand  HrR  middendoor. 

§  11.  Laat  men  uit  de  middens  der  zijden  van  A  A'B'C^ 
loodhjnen  neer  op  de  overeenkomstige  zijden  van  A  ABC,  dan 
snijden  deze  elkaar  op  het  midden  der  lijn  HrO  in  een  punt  T^ 

B  e  w  ij  s.  Het  punt  Z'  is  het  zwaartepunt  van  A  A'B'C'  en 
van  A  OHrN'. 

Zijn  ma,  mi  en   mi  de    middens   der  zijden  van  A  A'B'C', 
dan  is  A  mim^mc  de  complementaire  driehoek  van  A  ABC. 
De  loodhjnen,   uit  m^,  mi  en  mi  op  de  zijden  van  A  ABC 
neergelaten,  zijn  evenwijdig  aan  de  lijnen  N'A',  N'B'  en  WC\ 

T'  is  dus  het  complementaire  punt  van  N'.  De  punten  N', 
Z'  en  T'  liggen  dus  op  ééne  lijn,  zoodat  N'Z' =  2ZT'  is,  en 
daar  Z'  het  zwaartepunt  is  van  A  ON'Hr,  is  T'  het  midden 
van  OHr.  De  lijn  T'M'  is  een  diameter  van  den  negenpunt- 
cirkel  van  A  A'B'C'. 

§  12.  De  loodlijnen,  uit  de  middens  der  zijden  van  A  ABC 
op  de  zijden  van  A  A'B'C'  neergelaten,  snijden  elkaar  in  een 
punt  T,  het  midden  der  lijn  RH. 

Bewgs.  Zij  T  het  midden  der  lijn  RH,  ma^  mi,  en  me  de 
middens  der  zijden  van  A  ABC.  De  driehoeken  ABC  en  RHN 
hebben  hetzelfde  zwaartepunt  Z. 

Nu  is  AZ  :  Zm«  =  2  : 1  en  NZ  :  ZT  =  2  :  1 ,  dus  m«T  //  AN  of 
m.T  ±  B'C'. 

Évenzoo  is  m*T  ±  A'C'  en  mJT  i.  A'B'.  Daar  Z  het  zwaarte- 
punt van  A  NRH  is,  liggen  N,  Z  en  T  dus  op  eene  lijn,  dus 
T,  N'  en  Z  liggen  op  eene  lijn  en  H^R  is  //  TN'  of  //  ZN. 

De  as  van  perspectief  L  der  driehoeken  ABC  en  A'B'C'  staat 
du8  ±  op  HfR,  daar  ze  JL  op  NZ  staat. 

Volgens  §  10  wordt  H|.R  middendoor  gedeeld,  dus  L  deelt 
HrR  rechthoekig  middendoor. 
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§  18.  Yerbiadt  men  het  punt  Hr  met  de  hoekpanteii  Taa 
A  ABC ,  dan  wordt  de  omgeschreven  cirkel  raa  A  A'B'C'  ge- 
sneden door  de  verbindingslgnen  in  de  punten  A, .  B^  en  C,. 
Alsdan  zijn  de  driehoeken  A'B'C'  en  A^B^C^  p^BpectiTisch. 

Evenzoo,  verbindt  men  het  punt  van  Steiner  yan  A  ABC 
met  de  hoekpunten  van  A  A'B'G',  dan  snijden  de  verbindings- 
lijnen den  omgeschreven  cirkel  van  A  ABC  in  de  panten  A^, 
B2  en  C,.  De  driehoeken  ABC  en  A2B2C2  zgn  aladan  perspee- 
tivisch  met  centrum  P. 

Bewijs.    De  algemeene  stelling  geldt: 

Zijn  twee  driehoeken  PQR  en  pqr  omgekeerd  gelykronnig 
en  trekt  men  uit  de  hoekpunten  van  driehoek  PQR  lijnen, 
evenwijdig  aan  de  zgden  van  A  i>?^»  dan  sngden  deze  drie 
lijnen  elkaar  in  één  punt  van  Y  van  den  omgeschreven  cirkel 
van  A  ABC.  Verbindt  men  Y  met  de  hoekpunten  yan  A  M^^ 
dan  snijden  deze  lijnen  den  omgeschreven  cirkel  van  A  PQR 
in  drie  punten  P,Q,  en  R,,  zoodat  A  PQR  perspectivisch  is 
met  A  PiQiRi  ')• 

Passen  we  deze  stelling  toe  op  de  omgekeerd  gelgkvoitnige 
driehoeken  ABC  en  A'B'C 

De  lijnen  uit  A',  B',  G'  //  aan  de  zijden  van  A  ABC  sngdea 
elkaar  in  Hr.  De  lijnen  uit  A,  B  en  C  //  aan  de  zijden  van 
A  A'B'C'  getrokken,  snijden  elkaar  in  het  punt  van  Steiner  R 
Derhalve  is  A  A'jB'jCa  perspectivisch  met  A'B'C'  en  A  A^BjCj 
perspectivisch  met  ABC. 

De  perspectivische  as  van  de  driehoeken  èl^JJ^  en  ABC 
is  de  poollgn  van  het  centrum  van  perspectief  ten  opzichte  van 
den  omgeschreven  cirkel  dier  driehoeken.  Evenzoo  is  de  as 
van  perspectief  van  de  driehoeken  A^B2C2  en  ABC  de  pooUijn 
van  het  centrum  van  perspectief  ten  opzichte  van  den  omge- 
schreven cirkel  van  A  ABC. 


1)  Zjjn  de  driehoeken  PQR  en  pqr  omgekeerd  gelgkvormig,  dan  ver- 
andert het  pnnt  V  op  den  omgeschreven  cirkel  van  tk  PQR  niet,  als 
men  de  zgden  van  ispqr  evenwgdig  aan  zich  zelf  verplaatst  Verplaatst 
men  nu  alleen  de  zgde  pq  evenwydig  aan  zichzelf,  dan  ontstaan  op  de 
beenen  rp  en  rq  van  /,  prq  twee  projectiWsche  puntreeksen,  pi  en  qi 
(t  =  1 ,  2 ,  3 ,  n ,  00).  Het  punt  V ,  met  de  punten  pi  en  qi  verbonden  , 
geeft  twee  projectivische  stralenbundels  (Vjoj)  en  Vyj),  waarvan  de  Ign, 
uit  y  evenwgdig  aan  pq  getrokken,  dus  de  Ign  Yfi  een  dubbelstraal  ia. 


373 

EveDEOo  is  de  ]Qn  Vr  of  VR,,  een  dabbelstraal.  Tot  de  bundel  (Vp») 
behoort  de  straal,  nit  Y  evenwgdig  aan  rp  getrokken,  dus  YQ.  Tot  de 
tweede  bundel  (Y^i)  behoort  de  straal,  uit  Y  evenwgdig  aan  r^ getrokken, 
dus  VP. 

Van  de  projectiviache  stralenbundels  Y(B,  B,,  P„  Q)  en  Y(R ,  R, ,  Q^,  P) 
vormen  echter  de  dubbelstralen  met  elk  Btelsel  van  de  stralenparen 

(YP,,  YP)  en(VQ,  YQO 
eene  involutie,  zoodat  de  twee  stralenstelaels 

(YR,  YP,  YR)  en  (YR,,  YP,  en  YQ,) 
in  inYolutie  2^n. 

Als  echter  door  het  gemeenBcfaappel^jk  toppunt  Y  van  twee  stralen- 
bandels  in  iovolutie  een  willekeurige  cirkel  wordt  gebracht,  snijden  twee 
overeenkomende  stralen  den  cirkel  steeds  in  2  punten,  zoodat  de  ver- 
bindingslynen  dier  twee  punten  steeds  door  éénzelfde  punt  gaan.  Der- 
halve gaan  de  Ignen  RR, ,  PP^  en  QQ,  steeds  door  één  punt  en  zgn  de 
driehoeken  PQR  en  P)Q|R|  perspectivisch. 

Gevolg  1.  De  gronddriehoek  ABC  is  omgekeerd  perspectivisch  met 
den  eersten  Brocard-driehoek  apy.  De  lynen,  uit  de  hoekpunten  van 
apy  f  evenwgdig  getrokken  aan  de  overeenkomstige  z^den  van  den  drie- 
hoek ABC ,  sneden  den  Brocard-cirkel  in  het  punt  K  (symmediaanpunt). 
De  lijnen,  die  het  punt  E  verbinden  met  de  hoekpunten  van  A  ABC, 
snijden  den  Brocard-cirkel  in  de  punten  a\,  /f^t  7^'  ^^  driehoek 
«21  ^1»  /a>  <Jö  tweede  Brocard-driehoek,  is  dus  perspectivisch  met  den 
eersten  Brocard-driehoek  afiy. 

Gevolg  2.  Trekt  men  uit  het  punt  van  Steiner  R  van  driehoek 
ABC  Ijjnen  naar  de  hoekpunten  a ,  /?  en  /  van  den  1*^"  Brocard-driehoek, 
dan  sngden  deze  den  omgeschreven  cirkel  van  den  A  ABC  in  punten 
«2»  /^a»  7ii  zoodat  ha^^^  perspectivisch  in  Q  is  met  A  ABC.  Deze  drie- 
hoek 05^5^2  is  een  derde  Brocard-driehoek,  die  in  eenzelfde  verband  tot 
den  gronddriehoek  staat ,  als  de  tweede  Brocard-driehoek  tot  den  eersten. 
De  as  van  perspectief  J  der  driehoeken  ABC  en  aj/J^yj  is  de  poollijn  van 
Q  ten  opzichte  van  den  omgeschreven  cirkel  van  ABC.  De  Ign  OQ  is 
dus  JL  op  de  Ign  J. 


R  8  a,  9ba 


OVER   UE  VEKAHDERING ,  DIE  DE  LEVENDE  KRACHT  VAN  EEN 

ZICH  VRIJ  BEWEGEND  LICH/AM  VAN  ONVERANDERLIJKE 

GEDAANTE  DOOR  HET  PLOTSELING  IN  RUST  BRENGEN 

VAN  EEN  PUNT  DAARVAN  ONDERGAAT, 


mevh.  a.  g.  kerkhoven— WYTHOFF. 

(Haarlem.) 
(Oplossing  van  prijsvraag  N^.  10  voor  het  jaar  1901.) 


De  opgaaf  luidde  aldus: 

Yan  een  zich  ?r|j  bewegend  lichaam  van  onveranderlijke 
gedaante  wordt  plotseling  een  zijner  punten  P  in  rust  gebracht 
door  eene  in  dit  punt  aangrijpende  impulsie.  Wat  is  de  meet- 
kundige plaats  der  punten  P  zóó  gelegen  dat  de  nieuwe  levende 
kracht  eene  gegeven  fractie  k  zij  der  oude.  Deze  meetkundige 
plaats  voor  het  algemeene  of  voor  een  of  meer  belangrgke 
bijzondere  gevallen  nader  te  bestudeeren. 

I.     Vergelijking  van  de  meetkundige  plaats. 

Wij  maken  gebruik  van  de  eigenschap,  (Routh,  Eiementaiy 
Rigid  Dynamics,  §  295),  dat  bij  het  in  rust  brengen  van  een 
punt,  het  moment  der  hoeveelheid  van  beweging  om  elke  lijn 
door  dat  punt  onveranderd  blijft.  Stel  de  oorspronkelijke  be- 
weging is  gegeven,  voor  het  zwaartepunt  als  basispunt,  door 
de  translatiesnelheden  t^,  t^  en  u?  en  de  hoeksnelheden  «>,, 
b)y  en  wzy  waarbij  de  hoofdtraagheidsassen  tot  coordinaatasacn 
zijn  genomen.  Ma^,  M(^  en  Mer'  zijn  de  traagheidsmomenten 
om  die  assen.  Wij  bepalen  het  punt  P  door  zijne  rechthoekige 
co()rdinaten  rr,  y  en  2:  en  noemen  do  traagheidsmomenten  en 
producten  van  het  lichaam,  t.  o.  van  evenwijdige  assen  door 
P,  Ma's  Mi'S  Mc'2,  Md'^,  Me'-^  on  M/'^,  waiirbij  d',  t'  en  f 
ook  imaginair  kunnen  zijn.    De  hoeksnelheden  van  de  gewij- 
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zigde  beweging  om  de  laatstgeooemde  RBsen  noemen  wij  O,, 
Oy  en  O^.  Door  op  te  schrijven,  dat  de  momenten  der  hoe- 
Teelheden  Tan  beweging  om  de  nieuwe  assen  yóór  en  na  het 
aanbrengen  van  de  impulsie,  die  het  punt  P  in  rust  brengt, 
gelgk  zijn,  verkrijgen  wij  het  volgende  stel  vergelijkingen: 

ö^w,  +  V2-  uy  =  a'»n,  —  /'«ö,  —  e^O. ,  \ 

*»•»,+ fra:  —  tt2r=-/'20,  +  6'«0,  —  d'^n,,  (1) 

c^w,  +  t/y  —  ra?  ^  -  e'^O,  -  d^D,  +  c'^O. ,        ) 

waarin: 

a'2  =  a^  +  ya  +  2;>  ,        d'^^yz, 
i'a  =r  ja  +  ar^  +  «2 ,         e'»  =  xz  , 

Als  de  nieuwe  levende  kracht  gelijk  is  aan  k  maal  de  oor- 
spronkelijke, die  wij  MT  zullen  noemen,  dan  is  de  arbeid,  die 
de  impulsie  verricht  =  (1  —  A)  MT. 

Dit  geeft  ons  de  vergelijking : 

(1  -  i)2T  =(1  -  i)(a»u*.»  -I-  6V  +  ^«^«"  +  tt'  +  «^'  +  ^"^  = 
=  2(w  —  0,y  -^  O^)  {u  -  üi.y  +  w^e) (2) 

Door  de  eliminatie  van  de  12's  tusschen  het  stelsel  (1)  en 
yerg.  (2)  verkrijgen  wij  de  vergelijking  van  de  gezochte  meet- 
kundige plaats  in  dezen  vorm : 

(1  —  Ar)  2T{Sa^x»2ar»  +  26V(y^  +  z')  +  o^èVj  = 

=  Sa^Si/a:)»  +  26V  [(y*  +  z^)  {wyZ  —  w,y  +  uy  + 

4  loy  +  wz  +  X  (if»ry  —  Wy«)P]  +  aW<^^{wyZ  —  w,y  +  w)^  .  .  (3) 

De  meetkundige  plaats  is  derhalve  een  oppervlak  van  den 
4?*^  graad,  in  de  vergelijking  waarvan  do  verhouding  k  der 
beide  levende  krachten  lineair  optreedt.  Hieruit  volgt ,  dat  de 
verschillende  oppervlakken ,  die  men  Yoor  varieerende  waarden 
van  k  verkrijgt,  een  bundel  vierdegraadsoppervlakken  vormen , 
die  uit  den  aard  van  het  vraagstuk  een  geheel  en  al  onbe- 
staanbare basiskromme  moeten  bezitten ,  terwijl  zij  de  bestaan- 
bare ruimte  enkelvoudig  vullen.  Daar  het  in  het  algemeene 
geval  niet  mogelijk  is  bij  het  vastleggen  yan  een  punt  de 
levende  kracht  onveranderd  te  laten  en  evenmin  het  lichaam 
door   het   vastleggen    geheel   tot   rust  te  brengen ,  zal  er  een 
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maximaalwaarde  zijn  voor  kj  kleiner  dan  één,  waarboTen  geen 
bestaanbare  oppervlakken  mogelijk  zijn  en  eveneens  een  mini- 
maalwaarde,  groot  er  dan  nul,  waaronder  de  oppervlakken 
onbestaanbaar  worden. 

IL  1'^  bijzonder  geval :  de  maximaalwaarde  voor  k  ia  gelijk 
aan  de  éénheid. 

Het  2***  lid  van  verg.  (3)  is  voor  die  waarde  van  k  gelijk 
nul  en  dit  kan  (voor  a,  i  en  c  van  nul  verschillend)  alleen 
geschieden  voor: 

U  =  Wgif  —  tVi/Z , 
V  =  wxZ  —  w«a7 
en  u?  =  wyX  —  Wxy* 

Dit  wil  zeggen:  het  punt,  dat  wij  vasthouden,  had  bg  de 
oorspronkelyke  beweging  geen  snelheid.  Deze  beweging  was 
dus  een  zuivere  rotatie  en  het  oppervlak  wordt  dan  voor  A:  =  1 
gereduceerd  tot  een  rechte :  de  rotatie-as. 

III.  2'^"  bijzonder  geval:  de  minimaal  waarde  voor  k  is  ge- 
lyk  nul. 

Als  bet  mogelijk  is  de  impulsie  zóó  aan  te  brengen,  dat  het 
lichaam  geheel  tot  rust  komt,  moet  het  stelsel  (1)  een  oplos- 
sing toelaten  als  alle  Q^s  nul  worden  gesteld ,  dus  moet  kunnen 
worden  voldaan  aan : 

a*wx  +  vz  —  «?y  =  O , 

6*üly    +     U>X     ^     UZ    =    Oy 

en  c^wt  +  uy  —  ra;  =  0. 

Deze  vergelijkingen  zijn  strijdig  tenzij  la^wsti  =  O ,  in  woor- 
den: tenzij  de  snelheid  van  het  zwaartepunt  ligt  in  het  vlak, 
dat  t.  o.  van  een  traaghcidsellipsoïde  toegevoegd  is  aan  de 
richting  van  de  tijdelijke  schroefas.  De  drie  vlakken,  waarvan 
de  vergelijkingen  dan  afhankelijk  zijn,  snijden  elkaar  dan 
volgens  een  Ign,  die  in  dat  zelfde  aan  de  richting  (^,,  «>y,  Wa) 
toegevoegde  vlak  ligt.  Deze  lijn  is  evenwijdig  aan  de  snelheid 
van  het  zwaartepunt,  zjj  is  voor  &  ==  O  hier  de  gezochte  meet- 
kundige plaats. 

Dit  alles  had  men  ook  door  mechanische  beschouwingen 
kunnen  vinden  nl,  door  op  te  merken,  dat  een  beweging,  die 
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door  een  impulcde  Teniietigd  kan  worden,  zoodanig  is,  dat  zij 
door  een  zniveie  impulsie  kan  worden  voortgebracbt 

lY.     8^  bijzonder  geval:  golyke  traagheidsmomenten. 

Wij  stellen  a  =  b=^  c.  De  lijn  door  het  zwaartepunt  even- 
wijdig aan  de  schroefas  nemen  wij  aan  tot  Z*as ,  dan  is  cu«  =  O 
en  wy  =  0.  Tot  T-as  nemen  wij  de  richting  loodrecht  op  de 
translatie  van  het  zwaartepunt  en  op  de  schroefas ,  m.  a.  w.  wij 
laten  het  TZ-vlak  door  de  schroefas  gaan »  dan  is  r  =  O ;  u?  is 
dan  de  translatie  yolgens  de  schroefas.  Wij  kunnen  steeds  de 
assen  zoo  aannemen ,  dat  u  en  wg  positieve  grootheden  zijn , 
voor  u'>  O  is  de  schroeibewegïng  dan  linksdraaiend.  Wij  stel- 
len a;«  =  üi  en  kunnen  in  dit  bijzondere  geval  beide  leden  van 
verg.  (3)  deelen  door  den  steeds  positieven  factor  a;^  -h  y*  +  ^*  +  c^. 
Na  rangschikking  wordt  dan  de  vergelijking: 

-f  2  c'uwy  +  c*w^  -  c»K  =  O (4) 

waarin  2kT  =  K  is  gesteld. 

De  bundel  4"**  graadsoppervlakken  bestaat  nu  uit  een  onbe- 
staanbaar 2**'  graadsoppervlak  en  uit  een  bundel  2^*  graadsop- 
pei  vlakken. 

Wij  zullen  nu  onderzoeken  voor  welke  waarden  van  x^  y 
en  z  de  nieuwe  levende  kracht  en  dus  K  maximaal  is.  Daartoe 
différentiëeren  wij  verg.  (4)  achtereenvolgens  naar  de  3  veran- 
derlijken, waarbjj  wij  de  differentiaal-quotiënten  van  E  nul 
stellen.    Dit  geeft : 

(mï*  —  K)  a;  —  uicz  =  O , (5) 

(tl»  +  ti?a  _  K)  y  +  c^t/o,  =  O, (6) 

en  (m*  +  c^fc|2  -  K)  2  -  uwx  =  0      . (7) 

Combinatie  van  deze  vergelgkingen  met  verg.  (4)  geeft: 

ttwy  +  c^iü"  -  K  =  O (8) 

X 

Eliminatie  van  —  tusschen    de    verg.    (5)   en  (7)  en  van  y 
z 

tusschen  de    verg.  (6)  en  (8)  leidt  tot  dezelfde  vierkantsverge- 

lijking  in  K,  nl. 

K»  -  (ti»  +  M'»  +  c'w»)  K  +  c2|i,«u;«  =  O     .     .     .     •  (9) 
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De  wortels  van  deze  vergelijking ,  die  Bteeds  positief  en  be- 
staanbaar zijn,  geven  ons  de  maximum-  en  de  minimumwaarde 
van  K,  die  wij  E,  en  K,  zullen  noemen.  Zoowel  met  K,  als 
met  K3  correspondeert  niet  een  enkel  punt  P ,  maar  een  reeks 
punten ,  die  een  rechte  lijn  vormen.  Zoowel  voor  E  =  E,  als 
voor  E  =  E3  reduceert  zich  derhalve  het  oppervlak  tot  een 
rechte. 

Als  verg.  (9)  gelgke  wortels  heeft,  wat  zal  geschieden  voor 
tl  r=  O,  ic^  z=  c^to*  gaat  de  verg.  van  het  oppervlak  over  in: 

k .  2w«  (x«  +  y «  +  ««  +  c*)  =  ir«  (rr*  +  y«  -f  ««  +  c^. 

Welk  punt  van  het  lichaam  wij  ook  vasthouden ,  altijd  wordt 
de  levende  kracht  daardoor  tot  op  de  helft  teruggebracht.  De 
voorwaarde  hiervoor  is  in  woorden  :  de  schroefas  moet  gaan 
door  het  zwaartepunt  en  de  levende  kracht  van  de  translatie 
moet  geliik  zijn  aan  die  van  de  rotatie. 

De  verg.  (6)— (7)  zijn  tevens  de  vergelijkingen ,  die  ons  voor 
een  bepaalde  waarde  van  E  de  coördinaten  van  het  middelpunt 
van  het  2^  graadsoppervlak  geven  en  verg.  (8)  is  de  voor- 
waarde, dat  dit  middelpunt  op  het  oppervlak  zelf  ligt.  Yoor 
E  =  El  en  E  =  E3  is  er  een  oneindig  aantal  middelpunten 
op  het  oppervlak,  die  een  rechte  lijn  vormen ,  waartoe  het 
oppervlak  zich  reduceert:  het  oppervlak  bestaat  dan  uit  twee 
onbestaanbare  vlakken,  die  elkaar  volgens  een  bestaanbare  rechte 
snijden.  Hieruit  volgt,  dat  de  basiskromme  van  den  bundel 
bestaat  uit  een  scheeven  vierhoek  met  toegevoegd  onbestaan- 
bare zijden.  In  het  algemeen  is  de  meetkundige  plaats  van 
de  middelpunten  van  een  bundel  2""  graadsoppervlakken  een 
ruimtekromme  van  den  S"*'"  graad.  De  beide  gevonden  rechten 
moeten  daarvan  een  deel  uitmaken,  derhalve  bestaat  zg  bier 
uit  3  rechten  De  derde  lijn  is  de  lijn,  die  wij  tot  Y-as  heb- 
ben aangenomen,  want,  als  het  oppervlak  een  middelpunt 
heeft ,  zijn  daarvan  de  coördinaten : 

C^Uw 

tt*  +  w?    —  E 
De    beide   met   E,    en    E3  overeenkomende  rechten  kruisen 
elkaar  rechthoekig.    Zij  zijn  beide  evenwijdig  aan  het  XZvlak  en 
de  vergelijkingen  van  hun  projecties  daarop  zjjn  (tv^  —  Ei)JC  =  uwz 

u  te  uw 

en  (te*  -  'K^)x  =  utcz.  Stellen  wij  nu  —z--  -—-  X  —5 —  -? 

u?*  —  El      «?'  —  K3 
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of  q  \i€^  —  (K,  +  K3)  IT*  +  K,K,}  =  u«M^»,  dan  volgt  uit  verg.  (9) 
dat  de  coefficient  van  q  gelijk  is  aan  —  u^w^^  dus  9  =  —  1 , 
waarmede  het  gestelde  bewezen  is. 

Yoor  het  geval  K  =  u^  +  u^  ligt  het  middelpunt  oneindig 
ver.  Wij  stellen  die  waarde  van  K  gelijk  K2  en  kunnen  dan 
aantoonen : 

K|  >  K2  >  1^3- 

Als  er  een  middelpunt  is,  kunnen  wij  de  assen  daarheen 
Terplaatsen.  Om  daarna  de  vergelijking  op  de  hoofdassen  te 
verkrijgen,  moeten  wij  de  reeds  evenwijdig  verplaatste  X-  en 
Z-assen  draaiend  om  een  hoek  a : 

2  uw 

tg  2  a  = ; — --  ,  onafhankelijk  van  K. 

w*  —  w*  —  c*w^ 

De  T-as  is  in  zijn  oorspronkelijken  stand  reeds  hoofdas.  Als 
wij  nu  de  assen  steeds  een  positieven  hoek  kleiner  dan  90^ 
willen  draaien ,  neemt  de  getransformeerde  vergelijking  twee 
verschillende  vormen  aan ,  naarmate  tr  positief  of  negatief  is. 
Voor  een  gemakkeijjk  overzicht  zullen  wij  dit  dus  niet  doen, 
do  getransformeerde  vergelijking  is  dan : 

(K,-K>r'«+(K,-K)y'«+(K,-KK»+c»^-?i^^=5^=0..(10) 

Yoor  tr  <  O  zijn  de  assen  nu  niet  den  kleinst  mogelijken 
hoek  gedraaid;  was  dit  het  geval  dan  waren  de  coëfBciênten 
van  x'*  en  «'*  verwisseld. 

Voor  verschillende  waarden  van  K  neemt  het  oppervlak  nu 
ook  verschillende  vormen  aan : 

V"  geval :  K  <  K3. 

Er  is  geen  bestaanbare  meetkundige  plaats ,  want  de  coëf- 
ficiënten van  de  kwadraten  a?'^,  y'*,  2;"  en  c*  in  verg.  (10) 
zijn  alle  positief. 

2^ geval:  K  =  K3. 

Uit  verg.  (10)  volgt  dan  y'  =  O,  z'  =  0  of  de  nieuwe  X-as. 

3^'  geval:  Kj  >  K  >K3. 

De  coefficient  van  x'*  en  de  bekende  term  zijn  negatief.  Het 
Het  oppervlak  is  een  hyperboloïde  met  één  blad.  De  keel- 
ellips  is  in  het  nieuwe  YZ-vlak.  Het  middelpunt  ligt  op  de 
negatieve  Y-as  en  wel  verder  naarmate  K  grooter  is. 
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A'^'  geval:  K  =  Kj. 

Het  middelpunt  ligt  oneindig  ver  ap  de  T-as.  Ver^.  (4) 
gaat  over  in : 

—  tt*a:'+(c*üi*  —  M^)2'—  2«ira-e  +  2c'i/6»y  +  c*ü** —  tt* —  !£?*==  0. 

Het  oppervlak  is  een  paraboloïde  en  wel  een  hyperbolische 
paraboloïde,  want  het  XZ-vlak  wordt  volgens  een  hyperbool 
gesneden. 

5^'  geval :  K,  >  K  >  Ka- 

De  coëfficiënt  van  z'^  en  de  bekende  term  in  verg.  (10)  heb- 
ben het  tegengestelde  teeken  van  de  coëfficiënten  van  x'^  en 
y'^.  De  vergelijking  stelt  een  hjperboloïde  met  één  blad  voor, 
maar  nu  met  de  keelellips  in  het  nieuwe- X Y-vlak,  dus  lood- 
recht op  die  van  het  S**'  geyal.  Het  middelpuut  ligt  nu  aan 
den  positieven  kant  van  de  Y-as  en  wel  minder  ver  naarmate 
K  grooter  is. 

e-'*  geval:  K  =  K». 

De  meetkundige  plaats  is  de  nieuwe  Z-as. 

V'  geval:    K>K,. 

Er  is  geen  bestaanbaar  oppervlak. 

Om  de  grootte  van  do  assen  in  het  3***  en  b^^  geval  te 
onderzoeken,  schrijven  wij  de  vergelijking  aldus: 

,"K;-K    +    (Kr--K)(K3-K)    +    Kr-K+^=" 

""  Ka  -  K  (Ka  -  K)^  Ka  -  K 

In  het  3<*«  geval  nemen  de  drie  assen  toe  met  K  en  in  het 
5*"  geval  af. 

Wg  hebben  dus  het  volgende : 

Als  de  beweging  van  een  lichaam  met  gelgke  traagheids- 
momenten  gegeven  is,  is  voor  de  meetkundige  plaats  ook  de 
richting  van  de  hoofdassen  gegeven ,  maar  niet  de  plaats  van 
het  middelpunt  op  de  Y-as  of  de  grootte  der  assen.  Nu  is  er 
een  kleinste  waarde  voor  k ,  waaronder  het  vraagstuk  geen 
oplossing  toelaat.  Welk  punt  van  het  lichaam  wij  vasthouden» 
altijd  is  de  nieuwe  levende  kracht  grooter  dan  een  bepaalde 
minimumwaarde.  Yoor  die  minimumwaarde  is  de  meetkundige 
plaats  een  lijn ,  loodrecht  op  de  Y-as  aan  den  negatieven 
kant.    Nemen   we   k   grooter,   dan   gaat  die  lijn  over  in  een 
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liyperboloïde  met  één  blad ,  waarvan  het  middelpunt  met  groo- 
ter   wordende    k  steeds   verder  naar  den  negatieven  kant  van 
de   T-as   schuift   en    waarvan  de  assen  steeds  grooter  worden. 
!Eindeiyk   wordt  het  oppervlak  een  hyperbolische  paraboloïde  , 
als   het  middelpunt  oneindig  ver  op  de  negatieve  zijde  van  de 
T-as   is   gekomen.     Deze   paraboloïde   heeft   loodrecht  op  het 
vlak    van   de   parabool ,   die    haar    opening  naar  de  negatieve 
zijde  van  de  T-as  heeft  ,  een  andere  parabool  met  haar  opening 
naar   de   positieve   zgde    en  denzelfden  top.    Als  k  nu  verder 
aangroeit,    komt   het   middelpunt   van   deze    laatste    parabool 
naderbg    op   de   positieve   T-as   en   het   oppervlak  wordt  dus 
weer   een   hyperboloïde  met  één  blad,  maar  nu  met  het  mid- 
delpunt op  de  positieve  T-as  en  de  onbestaanbare  as  loodreeht 
op   die   van    de    vorige   hyperboloïden.    Naarmate  k  toeneemt 
nemen    de   assen   af  en  komt  het  middelpunt  naderbij ,  tot  de 
hyperboloïde  overgaat  in  een  lijn,  de  onbestaanbare  as ,  die  de 
1"^  lijn    loodrecht   kruist,    k  heeft  dan  haar  maximumwaarde. 
Welk  punt  wij  ook  vasthouden ,  nooit  heeft  k  grooter  waarde. 
Het  oppervlak  is  altijd  een  regelvlak. 

V.  4'^^  bijzonder  geval :  a  =  6 ,  c  =  0. 

Hierbij  is  de  massa  in  een  enkele  lijn  geconcentreerd ,  die 
wij  tot  Z-as  aannemen.  Wij  stellen  ons  echter  voor,  dat  een 
punt  daarbuiten ,  tot  het  lichaam  behoorend ,  kan  worden 
vastgelegd.  Omdat  de  momenten  om  alle  lijnon  in  het  XT- 
vlak  gelijk  zijn  ,  mogen  wij  de  loodlijo  op  de  projectie  van  de 
schroefas  op  dat  vlak  tot  T-as  aannemen,  waardoor  wy  nul 
wordt.  De  richting  van  de  X-as  kunnen  wij  zóó  aannemen  , 
dat  u  positief  is.  Door  in  verg.  (8)  te  substitueeren  :  c  =  O , 
<Éi,  =  O,  (l— i)2T  =a:j?^,  gaat  zij  over  in  een  vergelijking  , 
die  wjj  aldus  kunnen  schrijven : 

(xi  +  y«  +  2«  +  a«){  M7«  — ^«)  (a?2  -|-  y«)  +  (ux  +  ry)«  X  a^toxjf^  = 

=  \w{z*  +  ff*)  —  z{ux  +  vy)^a^w,yl^    .     .     .     .(11) 
of  PQ  =  R«. 

wt  komt  in  deze  vergelijking  niet  voor  en  kan  dus  willekeu- 
rig worden  genomen,  bijv.  =0,  dan  is  de  schroefas  evenwij- 
dig aan  de  X-as  en  u  is  de  translatie,  oij  >  O  geeft  een  links- 
draaiende  Schroef;  de  schroefas  snijdt  het  TZ-vlak  in  het  punt 
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O,    ,    — |.    Men   kan  ook  aan  tog  een  soodanige 

Wx  Wx  I 

waarde  ge?en,  dat  de  reealteerende  rotatie  loodrecht  op  de 
translatie  Tan  het  zwaartepunt  komt  te  staan;  de  beweging  b 
dan  een  zuivere  rotatie  om  een  bepaalde  as ;  w»  moet  dan  vol- 
doen aan  Smoix  «  O ,  hier  uwx  +  wtaPg  =  0.  Als  men  een  punt 
van  de  rotatie-as  yasthoudt ,  verandert  de  levende  kracht  niet, 
derhalve  is  er  geen  van  de  éénheid  verschillende  hoogste  grens 
voor  k\  p  =  O  geeft  een  bestaanbare  meetkundige  plaats :  de 
rotatie-as.  TTit  den  Yorm  van  de  vergelgking  volgt,  dat  de 
Z*as,  dus  de  zware  lijn  zelf,  dubbellijn  is  voor  alle  waarden 
yau  p.  Alle  doorsneden  door  de  Z-as  worden  dus  gevormd 
door  de  Z-as  zelf  en  een  kegelsnede.  Daar  de  Z-as  voor  alle 
waarden  van  k  voldoet ,  is  de  levende  kracht  onbepaald  als  wij 
een  punt  van  de  zware  lijn  zelf  vasthouden. 

Het  onderzoek  naar  dubbellijnen  op  het  oppervlak  loopt 
parallel   met  dat  naar  maximum-  en  minimumwaarden  yan  pK 

Yerg.  (11)  naar  x^  y  en  z  gediflPerentiëerd ,  waarbij  de  diff. 
quotiënten  van  p*  nul  zijn  gesteld,  en  combinatie  van  de  aldus 
verkregen  vergelgkiogen  met  verg.  (11)  geeft: 

2aK3  +  P^  =  2R^ (12) 

Ox  dx 

2,«  +  p|  =  2k| (.3, 

aQ  =  —  (wa?  +  f?y)  R (14) 

en  Q  =  —  ytoxR (15^ 

Uit  (14)  en  (15)  volgt: 

zwxy^  ^(ux  +  ry)R (16) 

Hieraan   kan   worden    voldaan  o.  a.  door  te  stellen  R  =  O , 

dQ  dQ 

waaruit  dan  volgt:  Q  =  O,  -v~  =  O  en  -r—  =0. 

ds  djf 

Wij  hebben  dan : 
w/(a;*  +  y*)  —  ^  {ux  +  vy)  —  a^wxfj  =  O  of  R  =  O  , 
(a7»-p«)(:c»  +  y«)  +  (Ma?  +  »y)»  +  aVy  =  0  of  Q  =  0, 
{w*  —  p*)x  +  u  (ux  +  ry)  +  O , 
(w^  —  jp*)  y  +  p  {ux  +  vtf)  +  a^iox*y  =  O , 
waarvan  de  laatste  drie  onderliog  afhankelijk  zijn. 
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—  tusflchen  de  laatste  twee  vergelijkiogen  geëlimineerd  geeft: 

•f 

(m«  +  fr«  -  p^)  (a*cü,*  +  v^  ^-  w«  -  p*)  —  u«r«  =  0. 

een  vierkantsvergelijking  in  p^  waarvan  wij  de  wortels,  die 
Bteeds  bestaanbaar  zijn,  Pi«  en  p^^  zullen  noemen,  (pi*  >p^). 
Voor  beide  waarden  van  p'  stelt  Q  =  O  voor:  twee  sameu- 
▼allende    vlakken    door    de    Z-as.    De    uit    Q  =  O   verkregen 

waarde  van   —  in    E  =^  O  gesubstitueerd ,   geeft  de  verg.  van 

een  vlak,  dat  de  Z-as  snijdt  en  de  Z-as  zelf.  Metp'  =/7,^en 
en  met  p'  =  p^  correspondeert  als  meetkundige  plaats  de  Z-as 
en  een  Ign ,  die  de  Z-as  snijdt.  Deze  lijnen  zijn  dubbellijnen. 
Of  ^i'  en  P2'  ook  maxima  of  minima  van  p'  zijn  zal  uit  het 
Tolgénde  blijken : 

Aan  verg.  (16)  wordt  ook  voldaan  door 

ux  +  vy=z  yztjjr. 
Dit  geeft  ons  nog  de  oplossing : 
p«  =  0, 
y  w,  =  —  M> , 
ux  +  vy  -{-  toz  =  0 

of  de  rotatie-as.    p*  =  O  is  de  minimumwaarde  van  p^. 

Uit   verg.   (11)   blijkt,   dat  PQ  steeds  positief  is  en  daar  P 
positief  is,  kan  Q  niet  negatief  worden  genomen. 

Q  r=  O  is  in  het  algemeen  de  vergelijking  vaD  twee  vlakken 

X 

door  de  Z-as ,  het  is  een  vierkantsvergelijking  in  — .  De  voor- 
waarde voor  gelyke  wortels  is  de  vierkantsvergelijking  in  p^ , 
waarvan  wy  de  wortels  p,^  en  pj^  hebben  genoemd. 

Is  p'>pi',   dan    kan  Q    niet   van  teeken  veranderen,   dit 

X 

teeken  is  negatief  voor  alle  waarden  van  — .     Voor  p*  >i>i* 

is  er  dus  geen  besti^nbare  meetkundige  plaats  en  Pi*  is  de 
maximumwaarde    van   p*.     Voor  Pi*>p*>P2*   zijn   er  twee 

waarden  van  ^  ,  waartussohen  Q  positief  is;  het  oppervlak  is 

dus  begrepen  tusschen  twee  vlakken  door  de  Z-as. 

Voor  p^  <  P2'    heeft   Q  altijd  hetzelfde  teeken ,  maar  dit  is 
positief.    De  waarde  p^  is  dus  geen  minimumwaarde  voor  p. 
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Iq  het  algcmeeQ  geeft  de  combinatie  van  ,Q  r=  O  en  B  ^=:  O 
0D8  twee  lijnen ,  die  de  Z-as  in  2  verschillende  panten  sngden 
en  die  wij  /,  en  1^  sullen  noemen  en  de  Zi-as  zelf.  De  Ignen 
/i  en  /,  kunnen  ook  onbestaanbaar  worden;  het  zijn  Ignen  op 
het  oppervlak,  maar  in  het  algemeen  geen  dubbelljjnen. 

Als  wij  in  verg.  (tl)  x  door  p  cos^  en  y  door  p&in  ^  ver- 
vangen ,  door  p*  deelen  en  daarna  aan  ^  verschillende  constante 
waarden  geven,  verkrijgen  wij  de  vergelijkingen  van  doorsne- 
den door  de  Zas  met  p  en  e  als  loopende  coördiaatea  : 

p^l (tt  cos  0  +  f?  sin  ^)2  +  a^iüM^  sin^  ^  -p^l  +  2pzw{u cos ^  +  c  wn  f)  + 

+  z^l  w^  +  a^w,»  sin»  ^  -^^1+  2a^pwsW  sin  ^  — 

—2a2w,sin0^(wcos0-h«?8in^)  f  a^{M?^  f  (Mco80  +  psinf)"-/>^|s=O(17) 

Als  de  kegelsuede  een  middelpunt  heeft ,  zijn  de  coördiDateD 
daarvan  : 

^  o^ttixW?  sin  ^  ^  tt^öi,  sin  ^  (ii  cos  #  -f-  r  sin  ^) 

^"""'aV^sin*^— j;«'    ^""  aV^sin**— p^  ' 

Voor  a^wx^  sin^  ^  —  p»  :—  q  ,  is  de  kegelsnede  een  parabool. 
Voor  pa  <  tl  V^  of  k(a^ws^  +.  u»  -f.  pi  4.  m?»)  >  «^  +  r^  +  w»  zijn 
er  twee  vlakken ,  die  parabolische  doorsneden  geven.  In  woor- 
den is  de  voorwaarde  voor  parabolische  doorsneden  deze:  de 
nieuwe  levende  kracht  moet  grooter  zijn  dan  de  levende  kracht 
van  de  massa,  geconcentreerd  in  het  zwaartepunt  en  zich  be- 
wegend als  het  zwaartepunt  vóór  de  impnisie  werd  aangebrachL 
Als  de  oorspronkelijke  beweging  een  rotatie  was  om  een  as 
door  het  zwaartepunt,  zijn  er  dus  altijd  parabolische  doorsneden. 
Als  bij  een  gegeven  oorspronkelijke  beweging  enkele  opper- 
vlakken van  den  bundel  geen  parabolische  doorsnede  hebben, 
zijn  die  te  vinden  bij  de  kleine  waarden  van  k.  Als  de  oor- 
spronkelijke beweging  een  translatie  was,  zijn  er  geen  parabo- 
lische doorsneden. 

De  vergelijking,  die  ons  de  waarde  van  p  geeft  voor  het 
middelpunt  j  kan  aldus  worden  geschreven : 

p\oi^  +  y')  -  a^i^xY  -  (^^^swy  =  0. 

Het  is  de  projectie  op  het  XT-vIak  van  de  meetkundige 
plaats  van  de  middelpunten.    De  vergelijking  stelt  voor:  een 
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kegelsnede  door  den  oorsprong ,  de  top.    Het  middelpunt  ligt  op 


a^iügW 


de  Y-as  in  y  =  ■ 

Deze  kegelsnede  is  een  parabool  Yoor  p^  ^  a^(tf«^  dus  juist 
voor  het  geval ,  dat  één  van  de  doorsneden  door  de  Z-as  para- 
bolisch is.  De  kegelsnede  is  een  hyperbool  voor  p^  <  a^ws^ , 
dus  als  er  twee  parabolische  doorsneden  zijn.  Voor  de  coördi- 
naten van  het  middelpunt  geldt  ook  nog  de  betrekking 
p{u  cos  ^  +  r  sin  ^)  +  ew?  =  O  of  ux  +  vy  +  ufz=^0.  Dit  is  de 
vergelijking  van  een  vlak  door  den  oorsprong,  loodrecht  op  de 
snelheid  van  het  zwaartepunt.  De  meetkundige  plaats  van  de 
middelpunten  is  de  doorsnede  van  dit  vlak  met  een  2de  graads- 
cilinder, waarvan  de  beschrijvende  lijnen  evenwijdig  zijn  aan 
de  Z-as :  het  is  dus  een  kegelsnede.  Wg  kunnen  aantoonen , 
dat  zij  de  lijnen  /,  en  /,  snijdt. 

Stellen  wij  den  hoek ,  dien  een  der  hoofdassen  van  een  door- 
snede door  de  Z-ns  met  het  XY-vlak  maakt  gelijk  er,  dan  is: 

2  UIT  cos  ^ 
tl  *cos*^  —  u?* 

dus  onafhankelijk  van  p^  of  van  k:  als  wij  de  doorsneden  be- 
schouwen van  den  geheelen  bundel  oppervlakken  met  een 
bepaald  vlak  door  de  Z-as,  dan  verandert  daarin  de  richting 
van  de  hoofdassen  niet. 

Verg.  (17)  wordt  na  assenverplaatsing  en  assendraaiing: 

" I Z —  1   (18"^ 

a^p*  a*;?^{(Mco8^-hüsin#)*-fa*w,*8in*^+u?*— /)'( 

a*üi,"sin*^— p*  (o^oijs'sin*^  —p*)^ 

Wij  kunnen  nu  nagaan  hoe  de  opeenvolgende  doorsneden  z|jn, 
voor  verschillende  waarden  van  p*. 

Iste  geval:  p*  >  pi*. 

Er  is  geen  bestaanbare  meetkundige  plaats. 

2de  geval:  />*  =  p,^ 

De  meetkundige  plaats  is  een  lijn,  nU  de  samenge vallen 
Ijjnen  /,  en  /,. 

Sde  geval:  ^,*  >p^  >  Pa*-  »    •  ■ 

Het  geheele  oppervlak  is  begrepen  tutschen  -de  twee  vlakk^n 
voorgesteld  door  de  verg.  Q  =  O ,  die  het  oppervlak  raken 
volgens    de   lijnen   /,  en  l^.    AIb  p^  weinig  kleiner  is  .dan  p^^T 
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blijft  de  noemer  van  ^''  in  verg.  (18)  altijd  klein  en  positief 
voor  de  weinige  waarden  van  ^,  die  een  bestaanbare  door- 
snede geven,  a^ws* sin*^ — p*  is  altijd  negatief.  Al  die  door- 
sneden zijn  dus  hyperbolen  met  een  zeer  kleine  bestaanbare  as. 
De  onbestaanbare  as  wijkt  in  stand  weinig  af  van  die  van 
de  lijnen  /,  en  h  ,  die  zelf  onderling  weinig  in  stand  verschillen. 
Het  geheele  oppervlak  heeft  iets  van  een  hyperboloïde  met  één 
blad,  die  men  zou  hebben  vervormd  door  haar  bij  de  keel- 
ellips  tot  één  lijn  (de  Z-as)  samen  te  drukken.  Alle  hyperbolen 
toch  gaan  door  de  Z-as.  Wij  moeten  voor  p*  >  j^^'  nog  onder- 
scheiden : 

a)  p^  is  tevens  >  a*fu,*. 

De  doorsneden  zijn  in  de  opeenvolgende  vlakken :  de  lijn  ^i, 
hyperbolen  met  grooter  wordende  bestaanbare  assen ,  met  klei- 
ner wordende  bestaanbare  assen  en  de  lijn  /s* 

b)  p^  =  a^w^\ 

Op  de  hyperbolen  met  grooter  wordende  bestaanbare  assen 
volgt  een  parabool ,  voor  sin^  ^  =  1 ,  dan  volgen  weer  de 
hyperbolen  met  afnemende  bestaanbare  assen. 

c)  p^  <  a*w,. 

Tusschen  de  hyperbolen  met  toenemende  en  die  met  afne- 
mende bestaanbare  assen  hebben  wij  een  parabool,  ellipsen  en 
weer  een  parabool. 

4rf«  geiöal\    p'^-^p^* 

De  Ignen  /|  en  /j  ^IJD  Q^  samengevallen ,  doordat  zij  een  ge- 
strekten  hoek  vormen.  Alle  doorsneden  door  de  Z-as  geven 
nu  bestaanbare  krommen.  De  twee  raakvlakken,  die  nu 
samengevallen  zijn ,  raken  het  oppervlak  volgens  een  dubbellijn. 

Wij  moeten  nu  weer  onderscheiden  : 

a)    p*  >  qI^^x^. 

Alle  doorsneden  hyperbolen. 

6.    p*  =  a*ü;,*. 

Eén  doorsnede  is  een  parabool. 

c)    p^  <  a*iii,*. 

Er  zijn  twee  parabolen  en  daartusschen  ellipsen. 

De  hyperbolen  gaan  nu  nog  niet  in  elkaar  over»  zij  beginnen 
en  eindigen  met  dezelfde  Ijjn  /,  =  l^. 

6de  geval :    p*  <  pj*. 

De  doorsneden  zijn  weer,  al  naarmate  jo' grooter  dan ,  gelgk 
aan  of  kleiner  dan  a*ws*  is ,  alleen  hyperbolen ,  hyperbolen  en 


ast 

eén*  'piiFftt>ool  of 'hyperbolen  /.  .een.  -parabool -,  ellipsen , .  eea  pa^a-* 
bool  en  weer  hyperbolen,  die  au  overgaan  in  de «erstg^fiOeouie 
hyperbolen,  'zónder  lijn  er  .tussohen.  Dé  Iijnefn.  /,  én  I2  zijn 
imaginair.  Naarmate  p*  kleiner  wordt,  wordt  het  deel  van.de 
doorsnede ,  dat :  ellipsen  geeft  ^  grooter.      . 

6de  geval:    jp*  =  0.  ..'"'"" 

Elk  vlak  door  de  Z-as  snijdt  het  oppervlak  iii  een  punt, 'dat 
te.beschouwei^  is  als  een  ellips  met  oneindig. kleine  cissen.  Het 
oppervlak  is  nu  gereduceerd  tot  feen  lijtt :   '  .  ^    ' 

ux  \-vy  +  wz  =  O 

te  -f  tti,y  =  0. 

Deze  lijn,  de  rotatie  is  nu  ook  de  meetkundige  plaats  van 
de  middelpunten  der  doorsneden. 

Wij  zullen  nu  in  verg.  (17)  0  als  constant  beschouwen ,  dan 
stelt  de  vergelijkiog  do  doorsnede  van  het  oppervlak  met  een 
horizontaal  vlak  voor.  Elke  doorsnede  heeft,  als  de  lijnen 
/i  en  /,  bestaanbaar  zijn,  de  projecties  van  deze  lijnen  tot 
raaklijnen  en  is  geheel  tusschen  die  lijnen  gelegen  in  een  van 
de  hoeken ,  die  zij  vormen  of  in  twee  overstaande  hoeken. 
Daar  verg.  (17)  door  ^'  is  gedeeld,  is  de  bekende  term  eigenlijk  de 
coëfficiënt  vnn  p^  en  de  oorsprong  is  een  dubbelpunt.  De  bekende 
term  of  z\i€*  -h  a*iax*  sin  f  -^p*)  —  2  a*^,  sin  t^z  {u  cos  ^  fr  sin  ^)  + 
■^a^lw^  -\-  (m  cos  ^  -|-  »  sin  ^)*  —  p*{  beslist  over  den  aard  van 
het  dubbelpunt.  Heeft  dez3  vorm  geijjk  nul  gesteld  en  als 
functie  van  tg  ijt  beschouwd  bestaanbare  wortels,  dan  zijn  de 
raaklijden  aan  het  dubbelpunt  bestaanbaar.    Dit  geschiedt  voor: 

(p*-^wi){a*-tz*)\a^io  -  ai^3)«-|-(M?«— p«)(a>-f-«a)-|-a8w«{>0. 

De  vorm  tusschen  de  accoladen  is  positief  voor  alle  waarden 
van  z  als  p*  kleiner  is  dan  JÖ2*.  Voor />|*  >  j9^  >^a*  heeft 
de  vorm  bestaanbare  wortels  en  is  dus  positief  voor  z  tusschen 
twee  grenzen. 

Nemen  wij  nu  in  aenmerkiug  dat  p^^  altijd  grooter  is  dan 
w^,  dan  hebben  wij  het  volgende: 

Is  p*  >  p2^  ^'^^  is  ^^^^  ^  boven  een  bepaalde  greus  de  oor- 
sprong een  geïsoleerd  punt  in  de  doorsnede.  Wordt  z  kleiner 
dan  verkrijgt  men  eerst  een  doorsnede ,  waar  de  oorsprong  een 
keerpunt   is,    dan   doorsneden  waar  de  oorsprong  een  crunode 
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if»  TerroIgeuB  weer  een  keerpnat  en  verder  een  géboleerd 
punt  bg  alle  Yolgende  dooraneden. 

Is  Pa'  >p*  >^^  dan  hebben  alle  dooraneden  U  den  oei^ 
aprong  een  crunode. 

Yoor  p*  =  uj^  hebben  alle  doorsneden  in  den  oorsprong  een 
keerpunt. 

Yoor  p'  <  u^'  is  de  oorsprong  voor  alle  doorsneden  een 
geïsoleerd  punt. 

Wg  kunnen  dus  s^gen ,  dat  voor  p^  <  ir'  de  zware  Igo 
het  oppervlak  geheel  loslaat. 
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OYER  HET  KLEINSTE  ÖEHEENE  VEELVOUD  VAN  MEEB  DAN 
TWEE  GETALLEN. 

(üit  een  brief  7an  den  Heer  N.  L.  W.  A.  Grayelaar  aan  de  Redactie.) 


De  door  deu  Heer  E.  D.  J.  de  Jonoh  Jr.  behandelde  eigen- 
schap yao  het  E.  Q.  Y.  van  eenige  getallen  (Nieuw  Archief»  Y, 
p.  262—267)  komt  reeds  voor: 

1^.    met  een  direct  bewgs  zonder  indnctie,  in: 

LeBesgae,  Exercices  d^analyse  numérique ,  Paris,  1859, 
pp.  31-82,  XXXI; 

2^.    met  hetzelfde  bewijs  als  bg  Le  Besgue,  in: 

Lucas,  Theorie  des  nombres.  Paris,  1891,  pp.  369-  370, 
Ex.  IV ; 

3^.  overgenomen  uit  Lucas,  vermeerderd  met  de  overeen- 
komstige eigenschap  yan  den  G.  Q.  D.  van  eenige  ge- 
tallen, medegedeeld  zonder  bewgzen,  maar  onmiddellijk 
yoorafgegaan  door  de  toe  te  passen  hulpstelling  óver 
binomiaalcoëfficiënteu ,  in: 

GraVelaar,  Opgaven  ter  toepassing  van  de  theorie  der 
rekenkunde,  le  stukje,  Qroningen,  1896 ,  p.  67,  nos. 
719  en  720. 


Y9,  L'5b 

ERRATUM. 


In   het   levensbericht  van  J.  W.  Tesch,   opgenomen  in  dit 
deel  van  het  Nieuw  Archief^  blz.  310—316,  is  in  regel  6  en  7 
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▼an  biz.  323  de  uitbreiding  der  stelling  van  Joachivsthal  i 
DB  LoNOCHAMPS  toegeBchreven.  Dit  is  onjuist.  Zoo  als  o^. 
uit  de  behandeling  der  bedoelde  stelling  in  db  Loxochamps 
^Oéométrie  analytique  h  deux  dimensions^*  bBjkt,  is  de  aange- 
wezen uitbreiding  afkomstig  van  Ed.  Lagubrre,  over  wiens 
leven  en  werken  men  een  opstel  van  E.  Rouché  ia  het  56"^ 
cahier  van  het  , Journal  de  l'École  polytechnique*'  van  1887 
raadplegen  kan. 

P.  H.  Schoutb. 
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G.éométrographie  ou  art  des  constructioDs  géo- 
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pliy8.-math.  fascicule  n®.  18,  87  blz.  Parijs,  C.  Naud,  1902. 

De  bewerkingen,  die  men  verricht  bij  het  construeeren  van 
meetkundige  figuren  knet  behulp  Tan  passer  en  lineaal»  brengt 
de  schrgver  terug  tot  de  yolgende : 

'  "  Bewerking  B,  :  het  brengen  yan  de  kant  vén  de  lineaal  door 
eejp  gegeven  punt. 

Bewerking  B2:  het  trekken  van  eene  rechte  lijn  langs  de  in 
bepaalden  stand  gebrachte  lineaal. 

Bewerking  G,  :  het  plaatsen  van  de  passerpunt  in  een  gege- 
ven punt. 

Bewerking  C2:  het  brengen  yan  'de  passerpunt  ergens  op 
éene  reeds  getrokken  rechte  Ign. 

Bewerking  G3 :  het  beschrijven  van  een  cirkel ,  nadat  de 
eene  passerpunt  is  geplaatst. 

Van   allerlei   meetkundige    constructies  wordt  nu  nagegaan, 

hoeveel   elementaire   bewerkingen    zg    vereischen.    Zoo  komt 

aan     élke    constructie    een     symbool     toe    van     den     vorm: 

(/|B,  +  /aB2  +  »WiCi+  iWjCa  +  fWsCa).  Het  getal  /,  +  /2+»W|-f  Wa+mj 

noemt   de   schrijver   de    „eenvoudigheidscoëfficiënt*',   het  getal 

'1  +  ^i  +  ^2  ^^^^  ^®  „juistheidscoëfficiënt "     Met  behulp  van 

'  de2e '  getallen    worden    verschillende   constructies  van  dezelfde 

figuur   met   elkander   vergeleken    ten  aanzien  van  hunne  een- 

*  yóudigheid  en  van  hunne  nauwkeurigheid.    Het  denkbeeld  van 

eene    dergelijke    systematische   vergelijking   is   men    aan    den 

schrijver  verschuldigd ,    die  reeds  in  1888  onderzoekingen  over 

dit  onderwerp  publiceerde.    Hij  heeft  thians  de  uitkomsten  zijner 

ODderzoekin'gen   verzameld,    aangevuld   en  gerangschikt  en  op 

'  deze  wijze  de  „Géométrographié'*  geschapen. 

"Ongetwijfeld    verdient   deze   leer   de  aandacht,   omdat  hare 
'  beoefening  kan  leiden  tot  werkelijke,   niet  sch^nbare,  vereen- 
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ToudigiDg  van  elemeDtaire  coDBtruciies.  Als  een  voorbeeld 
hiervan  wjjst  de  Bchryver  op  de  conatructie  van  de  gemeeo- 
Bchappelijke  raaklijnen  van  twee  cirkels.  In  1888  vond  hg 
voor  den  .eenvoudigheidscoêfficiënt'*  78 ,  er  moesten  17  rechte 
lijnen  en  20  cirkels  worden  getrokken.  Thans  wordt  eene 
constructie  medegedeeld  met  den  coê£Bciënt  35;  het  trekken 
van  slechts  7  rechte  lijnen  van  5  cirkels  is  noodig.  KL 

C.  A.  Laisant  et  A.  Buhl.  Annuaire  des  mathéma- 
ticiens,  1901-1902.  Een  deel  klein  8^.  XXII  en  468  biz., 
Pargs,  C.  Naud,  1902. 

De  heeren  Laisant  en  Buhl  hebben  het  de  moeite  waard 
geacht  eene  lijst  te  maken,  waarin  zijn  opgenomen  de  namen, 
woonplaatsen  en  adressen  van  alle  beoefenaars  der  wisknode, 
voor  zoover  deze  tot  hen  zijn  doorgedrongen.  De  lijst  telt 
meer  dan  6000  namen.  Zij  zijn  van  meening,  dat  dit  werk  er 
toe  kan  bijdragen  om  den  band  tusschen  de  vakgenooten  te 
versterken.  In  elk  geval  kan  de  raadpleging  van  zulk  eene 
adreslijst  groot  gemak  verschaffen.  Menigeen  is  niet  in  staat, 
om  zich  in  schriftelgke  verbinding  te  stellen  met  een  vakge- 
noot«  omdat  diens  woonplaats  of  zelfs  diens  adres  hem  onbe- 
kend is.  Toegevoegd  is  eene  necrologie,  eene  Igst  van 
wetenschappelijke  genootschappen,  voor  zoover  zij  met  de  stadie 
der  wiskunde  iets  te  maken  hebben  en  eene  lijst  van  de  t^en- 
woordig  verschijnende  tijdschriften. 

Ongetwijfeld  is  aan  de  samenstelling  van  dit  werk  veel  zoi^ 
besteed,  maar  uit  den  aard  der  zaak  is  er  onwillekeurig  veel 
weggelaten  en  laat  de  homogeniteit  nog  veel  te  wenschen  over. 
Het  zou  zeer  onbillijk  zjjn,  daarvan  den  samenstellers  een 
verwjjt  te  maken »  evenals  van  de  zonderlinge  misvormingen , 
die  sommige  adressen  hebben  ondergaan.  Indien  de  gebruikers 
van  het  boek  slechts  een  weinig  er  toe  medewerken,  door 
huuQe  correcties  aan  de  samenstellers  op  te  zenden,  kan  in 
volgende  uitgaven  veel  worden  verbeterd. 

Aan  de  lijsten  gaat  vooraf  oen  levensbericht  van  Hermite 
door  Émiie  fiprel.  Het  werk  wordt  besloten  met  eenige  weten- 
schappelijke mededeelingen  van  de  heeren  Appel ,  Petersen » 
Greenhill,  Méray  en  Schoute.  Vermelden  wij  hiervan  alleen, 
dat  Méray  de  voordeeleo  van  het  Esperanto  als  wereldtaal 
uiteenzet ,  en  dat  Schoute  op  zijne  mededeeling  nog  doet  volgen 


««se  korte  schets  Tan  het  ontstaan  der  RoTiie  Semestrielle , 
«n  tan  de  wgze,  waarop  dit  Igdecbrift  tracht  nat  te  stichten 
in  de  wiskondige  wereld.  El. 

Lemons  sur  les  séries  k  termos  positifs  professées 
aa  College  de  Franco  par  Éhile  Borel,  reciieiliieset  rédigées 
par  RoBKST  d'Adbémar.  Een  deel  in  8^,  91  bis,  Parijs, 
Gmthier-Yilkrs ,  1902. 

In  allerlei  gedeelten  der  fnoctietheorie  blijkt  het  noodsakelijk 
eenig  insicbt  te  hebben  in  de  Yorschillende  wijzen,  waarop 
eeoe  of  andere  bestaanbare  analytische  fnnctie  van  x  onein- 
^Ht  gf^^^  wordt  voor  oneindig  groote  waarden  van  x.  Dat 
ac*j  e* ,  e^  voor  groote  waarden  Tan  x  zich  geheel  verschillend 
gedrmgMi,  valt  onmiddellijk  in  het  oog,  de  vraag  is  nu  of 
aangaande  de  wgze ,  waarop  eene  of  andere  functie  aangroeit 
ftlgenieene  versch^selen  of  regels  zijn  waar  te  nemen.  Borel 
beaf^woordt  die  vraag  bevestigend;  reeds  in  zijne  vroegere 
geschriften  heeft  hij  gewaagd  van  eene  „theorie  générale  de 
la  eroissance**,  thans  beoogt  hg  deze  theorie  volledig  te  schetsen. 
Tot  goed  begrip  dier  theorie  acht  hg  het  nuttig  daaraan  te 
laten  voorafgaan  eene  studie  van  de  reeksen  met  positieve 
termen,  die  met  de  leer  van  de  aangroeiing  der  funetiSn  in 
znlk  een  nauw  verband  staan.  Het  geheel  vormt  den  inhoud 
van  twintig  door  hem  aan  het  College  de  France  gegeven 
lessen,  dfe  hier  door  R.  d^Adhémar  worden  wedergegeven. 
Wij  moeten  volstaan  met  alleen  op  enkele  merkwaardige  uit- 
kottisten  te  wijzen,  waarvan  in  de  gebmikelgke  leerboeken 
geen  gewag  kan  worden  gemaakt.  Nadat  in  het  eerste  hoofd- 
stuk de  gewone  kenmerkm  voor  convergentie  en  divergentie 
van  reeksen  met  positieve  termen  sijn  besproken ,  wórdt  er 
opgemerkt,  dat  bij  het  gebruik  van  de  logarithmieche  ken- 
merken van  Bertrand  zich  twee  verschillende  uitzonderings- 
gevallen kunnen  voordoen. 

Ten  eerste  kan  het  kenmerk  zijn  „inapplicable",  d.  i.  de 
gegeven  reeks  laat  zich  met  geen  enkele  der  reeksen  van 
Bertrand  vergelijken.  Zoo  men  de  te  zoeken  grenswaarde  tracht 
te  bepalen  zijn  „la  plus  grande"  en  „la  plus  petite  des  limites" 
gescheiden  door  het  getal,  waarbij  de  convergentie  in  diver- 
gentie overgaat.  Ten  tweede  kan  het  kenmerk  zgn  „en  défant", 
d«  i.  er  wordt  eene  bepaalde  grenswaarde  gevonden ,  maar  het 
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18  Jnist  die  Kaarde,  die  aangaaiide  de  coiTergeotië  geen 
beaHBsing  geeft.  Die  besliaaing 'ia  nu  miBachien /te  .terkrijgmi, 
door  de  gegeven  reoka  te  vergelijken  met  eene  volgende  re^ca 
van  Bertrand  van  hoogere  rangorde.  Bertrand  achtte  het  on- 
eindig weinig  waarachijnlgk ,  dat  in  dit  geval  ninnieri eene.be- 
slisaing  zou  worden  gevonden,  hier  laat  Borel  zien,  op  het 
voorbeeld  van  Paul  du-Bois-Reymond ,  dat  men  reekaen  kan 
construeeren ,  voor  welke  alle  mogelijke  kenmerken  van  Bertrand 
„en  défaut"  zijn,  '    . « 

Hoe    zwak    toch    ook    eene  reeks  convergeert  of  divergeert, 

er  is  altijd  eenB  nieuwe  reeka  uit  af  te.  leiden ,  drö  nog's  wakker 

cohvergeert    of  divergeert.     Van    de   reeksen,  gaat  Borel  oYer 

^op    dè   convergentie  öf  divergentie  van  inte^ralei^  met    oo  t^t 

bovenste  grens;  zooala  bi}-  djB  r^ekfifeo  kjAUfrOo^n  Qpk  hier  weder 

geen   onder   alle  .Qtnstandighedcn    bruikbai'ev. regelen    voor  de 

'convergentie     der.:  integraal    aangeven.     Ala  eep    venaemble 

dénombrablo"    Van    positieve   functies   gegeven'  ia-. ^4)6  steeds 

sneller  én  sneller  <  ^angroeiep. ,  is  er  toch  qOg.aUijd  eejae  fanctie 

aan    te    wijzen,   die;  nog   snelloc  HAet  jr..  toeneenit.     Yoor  Je 

wgze    van  aangroeiing  der  positiev&.funqties^ia.geen  acbaal  te 

•  maikon ,  waarvan  de  verdeelioged  te .  nummerep  zgn.  .  • ' 

,.    Dergelijke    be8<^bouwingen    dienen    nu,;  tot.,inleiding  vaa.de 

theorie;  der  aangrpeiibgen.    De   „croi8aance>irrégulièrQV.  wordt 

onderscheiden  van  de  \;croi68C|.a^e  reguliere,  welke  laatste  met 

.  behulp  -v{tn.  de    orde    vair  pneipdiggroptliteid;  van   eenv^oudige 

functies  wordt  gedefinieerd.  iJ^ai^pna  wo^dt  de  thffoiie  der^iuui- 

groeiiog  in.  verband  gebracht  mf^t  de  machtreeksen  van  een  en 

- Vjan   tweQ    veraïiderlijk^n.    .Yoornamelijk  .heeft  'het  ^ondefzoek 

ten    doel.  het   Verband   op  ,te    sporeq    tussche^n    de   wijzewVAu 

aangrociing  eener   geheolo-  functie    en    de  orde  yan  grootheid 

vati  de  coeffioiën ten, ^  welke  worden  gevonden,  alac^e^fujacjie  in 

-eerie  overal  co>iverg0nte  machtreeks  wordt  ontwikkeld. 

Moge  dit  korte  en  onvolledige  :X).verzicht  er  too;  klonen 
strékkeri'  om  belangstelling,  te  wekken  voor  het  laatst /ver- 
schenen werk. van  Borel.  *    KL, 


La  Geometrie  ^npn  Enolidienne,:  par  P.  Barbarjjv. 
Röcueil  „S<ïientia",  cérie  phys.-malh.  fascicule  n°,  15,  7,9  blz. 
Parijs  >  C.  Naud,.  1902,  .    ,;  :       . 

;  Het  werkje  vangt  aan  met<eenige  algencKiee^ejIi^eaohQttw^gen 
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ook.  Ttuk  hiaioriBoben  aard.    Gewezen  wordt  op  de  irerschillende 
pogiogen  om  het  poatulaat  yan  Euclides  te  bewijzen.  Saccheri, 
Lambêrt   en   Tuurinua   worden    genoemd  als  te  zijn  de  eerste 
ondersoekers ,  die  trachtten  na  te  gaan,   wat  er  van  de  meet- 
kunde werd  j  indien  men  het  postulaat  liet  Tervallen.     Daarna 
worden  de  yerdiensten  van  Lobatschewsky ,  Bolyai  en  Biemann 
als  stichters  der  algemeene  meetkunde  in  het  licht  gesteld.  In 
•^et/ tweede' i  hoofdstuk   geeft   de    schrijver   eene   nauwkeurige 
.analyse  van  de  definities  en  postulaten  uit  het  eerste  boek  der 
.Elementen ,  welke  moet  dienen  om  den  lezer  langs  geleidelyken 
iwagiie  ovjsrtuigen  van  de  logische  bestaanbaarheid'  van  de  drie 
stelsel»;    de    meetkunde   van   Biemann,    van   Euclides  en  van 
JLobatschewsky.    Maar  ook  nog  op  andere  wijze  kan  men  tot 
:de^elfde;  uitkomst  geraken.     Namelijk  door  hei  begrip  ^afstaiid 
van  twee  punten"  als  een  fundamentaal  begrip  te  beschouwen. 
Geeft  men  toe,   dat  tusschen  de  tien  onderlinge  afstanden  van 
yijf  punten    in   eene   ruimte  van  diie  afmetingen  eene  enkele 
betrekking   moet   besfaan,    dat    elk   punt  bepaald  is  door  drie 
coördinaten  o;,  y,  ^  en  dat  de  afstand  van  twee  punten  is  eene 
functie    hunner   coör(]iDaten ,    dan  volgt  uit  de  onderzoekingen 
yan    de  Tilly  opnieuw ,   dat  de  meetkunde  van  Riemann ,  van 
Ettclides'  en   die    van  Lobatchewsky  de  eenige  mogelijke  stel- 
sels zgn. 

Thans  volgt  eene  uitvoerige  uiteenzetting  van  de  algemeene 
«imeetkunde  ,1  waarby  zich  aansluit  de, trigonometrie  en  het  meten 
.van  *  QpperVlakkëQ   en    inhouden.    In   de    twee  laatste   hoofd- 
stukken, worden  de  tegenwerpin^ien  besproken ,   die  men  tegen 
rde    niet-eUclidiscbe    meetkunde    heeft   ingebracht,  en  worden 
eenige    beschouwingen  gegeven  naar  aanleiding  van  de  vraag, 
welke  nbeetkunde  in  onze  ruimte  als  de  ware  zou  gelden.    De 
.slotsom    van   den    schrijyer  is ,    dat  theoretische  overwegingen 
'hier  tot  niets  kuünen  leiden  en  dat  elke  proefneming,  hoewel 
in  theorie  niet  onmogelijk ,  waarschijnlijk  voor  altijd  zal  afstuiten 
op  de  betrekkeiyke  'onvolmaaktheid  der  metingen.    Het  werkje 
bevat  de-  portrettted  van  Lobatsphewsky  en  van  Riemann. 

KI. 

.  P.  I.  Helwig.  «Over  een  algemeen  gemiddelde  en 

dei  integralen,    die   samenhangen   met   de   fouten- 

: wet  yan   höt ,. meetkundig  .gemiddelde,  .  Academisch 


896 

proefschrift y  in  4^,  79  biz.  Amsterdam,  Delsman  en  Ifohlieniiia, 
1901. 

In  do  gebrnikelijke  fouieDtheorie  treedt  het  reke&kniidig 
gemiddelde  op  den  Yoorgrond.  Aanleiding  daartoe  geeft  de 
eenTOudige  bepaling,  maar  ook  het  streven  om  te  kannen  ge- 
raken tot  de  zoo  eenyondige  foutenwet  van  Oauss.  Intnaachen 
hoe  men  ook  getracht  heeft  de  keuze  van  het  rekenkvndig 
gemiddelde  te  moti veeren,  er  bestaat  geen  theoretiseh  beswaar 
tegen  het  bepalen  van  het  gemiddelde  langs  anderen  w^.  Sa 
uitvoerige  beschouwingen  over  het  gemiddelde  in  het  algemeen, 
staat  de  schrijver  stil  bg  het  meetkundig  gemiddelde  en  vraagt 
hg  zich  af,  hoe  de  foutenwet  moet  veranderen,  indien  het 
meetkundig  gemiddelde  van  een  aantal  waarnemingen  nh  de 
meest  aannemelijke  waarde  wordt  beschouwd.  Dit  leidt  hem 
tot  de  discussie  van  de  integraal 

dX    y 


O 


en    tot   die   van  allerlei  andere  integralen,   die  op  de  eene  of 
andere  wijze  met  de  eerste  samenhangen.  KL 

Logons  sur  les  séries  divergentes  parEMiLsBoREL. 
Een  deel  in  8^,  182  blz.  Parijs,  Gauthier-Villars,  1901. 

In  dit  derde  deel  van  zijne  lessen  over  de  functietheorie 
komt  de  schrgver  terng  op  het  onderwerp,  aan  hetwelk  sipie 
vroegere  verhandeling  „Mémoire  sur  les  séries  divergente»", 
Ann.  de  TÉcoIe  normale,  1899,  p.  113,  was  gewgd.  Het  geldt 
de  groote  vraag,  in  hoeverre  men  in  de  analyse  het  rekenen 
met  divergente  reeksen  zou  kunnen  wettigen.  De  schrgver 
wijst  er  op ,  hoe  Euler  en  zijn  tgdgenooten  zich  om  bet  diver- 
geeren  hunner  reeksen  weinig  bekommerden  en  desniettegen- 
staando  toch  bijna  nimmer  tot  onjuiste  uitkomsten  geraakten. 
Eerst  door  Cauchy  werd,  geheel  in  overeenstemming  met  de 
denkbeelden  van  Abel,  aan  zulk  eene  handelwijze  een  einde 
gemaakt.  Tot  op  den  tegenwoordigen  tijd  heeft  men  de  diver- 
gente reeksen  voor  waardeloos  gehouden,  ook  al  werd  eene 
uitzondering  gemaakt  voor  de  reeks  van  Stirling  en  eenige 
andere  dergelijke  halfconvergente  reeksen.  In  het  bijzoiider 
hebben  de  sterrekundigcn  zich  steeds  met  vrucht  bediend  Tan 
reeksen ,  wier  divergentie  eerst  sinds  korten  tijd  door  Potncnré 
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"werd  aangetoond.  Thans  oyermeegt  men  het  denkbeeld  of  het 
oordeel  yan  Cauchy  niet  al  te  streng  is  geweest ,  en  of  men 
niet  meer  in  den  geest  van  Ealer  met  de  divergente  reeksen 
zou  kunnen  rekenen.  Onderscheid  is  te  maken  tussehen  reeksen 
van  functies  en  reeksen  yan  getallen.  Ton  aanzien  yan  deze 
laatste  valt  er  na  te  gaan ,  in  hoeverre  het  mogelijk  is  om  aan 
de  reeks  een  bepaald  getal  toe  te  voegen,  van  dien  aard»  dat 
de  substitutie  van  de  reeks  voor  dit  getal  of  omgekeerd  in 
allerlei  berekeningen  juiste  of  ten  minste  bgna  altjjd  juiste 
uitkomsten  geeft.  Het  schijnt,  dat  tot  op  zekere  hoogte  die 
mogelijkheid  bestaat,  mits  men  de  rangorde  der  termen  in  eene 
divergente  getallenreeks  ook  als  een  bepalend  element  der 
reeks  beschouwt.  Evenals  bij  voorwaardelijk  convergente  reek- 
sen is  het  niet  alleen  de  waarde  der  termen,  maar  tevens 
hunne  volgorde,  die  bij  de  divergente  getallenreeks  het  getal 
bepaalt,  dat  men  als  de  som  der  reeks  beschouwt. 

Anders  ia  het  met  eene  reeks  \an  functies.  Onder  deze 
kan  men  in  de  eerste  plaats  noemen  de  half  convergente ,  of 
misschien  beter  gezegd  asymptotische ,  machtreeksen.  Hoewel 
zg  voor  alle  waarden  der  veranderlgke  divergeeren,  kunnen 
zij  veelal  onder  eenige  beperkende  voorwaarden  als  het  equi- 
valent beschouwd  worden  van  eene  bepaalde  functie.  Allerlei 
analytische  bewerkingen  op  de  reeks  uitgevoerd  komen  volko- 
men overeen  met  dezelfde  bewerkingen ,  uitgevoerd  op  de 
functie.  In  zulke  gevallen  is  dus  de  som  der  divergente 
asymptotische  reeks  onmiddellijk  gedefinieerd,  en  zelfs  kan  bij 
gegeven  x  de  waarde  dier  som  met  meer  of  minder  nauw- 
keurigheid rechtstreeks  uit  de  begintermen  dbr  reeks  worden 
afgeleid. 

Maar  behalve  de  asymptotische  reeksen  zijn  er  andere  overal 
divergente  machtreeksen  in  x.  Ook  hier  kan  in  veel  gevallen 
nog  van  eene  som  sprake  zijn.  En  wel  omdat  zulk  eene  reeks 
zich  dikwijls  voordoet  als  do  formeele  oplossing  van  eene  bepaalde 
differentiaalvergelijking,  zoodat  de  werkelijke  oplossing  als 
som  der  reeks  kan  worden  beschouwd.  Betreft  hc^t  macht- 
reeksen, die  naar  gelang  der  waarde  van  x  nu  eens  conver- 
geeren ,  dan  wc  er  divergeeren ,  dan  is  eene  bepaalde  functie 
gegeven,  en  alle  methoden  van  sommatie  der  divergente  reeks 
hebben  eigenlijk ,  ii^ïi  doel  de  analytische  voortzetting  dezer 
functie   op    te   sporen.    Inzonderheid   op   dit  gebied  bewegen 
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ziüh  de  hoogst  verdieostelijke  en  zeer  oorsproDkeiyke  ondei^ 
zoekingen  van  den  schrgver.  Zijne  uitkomsten  sluiten  ach 
bier  aan  bij  die  van  Mittag-LefBer ,  en  hij  tracht  te  doen 
uitkomen,  hoe  zijne  denkbeelden  over  de  divergente  reeksen 
het  mogelijk  maakten  om  aan  de  uitkomsten  van  Mittag-Leffler 
uitbreiding  te  geven.  Het  boek  is  verdeeld  in  vijf  hoofdstukken. 
Het  eerste  bevat  de  theorie  der  asymptotische  reeksen  Tolgens 
de  denkbeelden  van  Poincaré.  Het  tweede  handelt  over  het 
verband,  dat  er  tusschen  zekere  divergente  reeksen  en. oneindige 
kettingbreuken  bestaat.  Hier  komen  op  den  voorgrond  do 
onderzoekingen  van  onzen  vroegcren  landgenoot  Stieltjes  over 
de  omzetting  van  eene  divergente  reeks  in  eeno  convergente 
kettingbreuk. 

In  het  derde  hoofdstuk  wordt  gehandeld  over  verschillende 
sommatiemethoden,  terwijl  in  de  beide  laatste  hoofdstukken 
die  sommatie  in  verband  wordt  gebracht  met  het  opsporen  der 
analytische  yoortzetting  eener  functie,  en  verder  de  theorie  dezer 
voortzetting  wordt  ontwikkeld*  Ecne  nauwgezette  studie  van 
dit  belangrijke  boek  eischt  ongetwijfeld  van  den  lezer  groote 
inspanning ,  toch  zal  men  zonder  groote  moeite  bij  eene  eerste 
lezing  al  dadelijk  eenig  denkbeeld  verkrijgen  van  een  gewichtig 
en  aantrekkelijk  gedeelte  van  de  hedendaagsche  innctietheorie. 

Traite  de  cinématique  par  H.  Sica^rd ,  avec  des 
notes  par  A.  Labroussë.  Een  deel  in  8^,  179  blz ,  Parys, 
Oauthier-Villars,  1902. 

Het  werk  is  verdeeld  in  vijf  boeken ,  waaraan  voorafgaat 
eene  inleiding,  bevattende  de  eerste  definities  en  eigenschap- 
pen ten  aanzien  van  vectoren  en  van  hunne  momenten.  Het 
eerste  boek  handelt  over  de  beweging  van  een  punt,  over  het 
begrip  snelheid  en  over  de  raaklijnconstructies  van  Roberval. 
Tn  het  tweede  boek  wordt  overgegaan  tot  het  definiêeren  der 
versnelling,  waarbij  ook  van  versnellingen  van  hoogere  orde 
wordt  melding  gemaakt.  In  de  bekende  eenvoudige  gevallen 
wordt  bij  centrale  versnelling  uit  de  gegeven  baan  de  versnel- 
ling zelve  bepaald. 

De  beweging  yan  een  lichaam  wordt  in  het  derde  boek 
onderzocht,  en  wel  wordt  vooreerst  van  meetkundige  beschou- 
wingen daarbij  gebruik  gemaakt.    Eene  analytispbe  behandeling 
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;wordt  ia  het  vierde  boek  gegeven.  Eerst  wordt  deze  toege- 
past 0^  de  beweging  van  eene  vlakke  figuur  in  haar  vlak. 
lEenyoudige  voorbeelden  worden  uitgewerkt.  Daarna  volgt 
liet  onderzoek  over  de  beweging  van  een  lichaam  in  de  ruimte. 
Ten  slotte  wordt  in  het  vijfde  boek  de  samenstelling  van 
translaties  en  draaiingen  besproken.  Yijf  noten  zijn  toegevoegd. 
I.  De  formules  van  Olinde  Rodrigues.  Il  De  verplaatsing  be- 
schouwd, als  homografie  en 'als  puntentransformatie.  IIL  Het 
lineaire  complex.  17.  Stelling  van  Schonemann  en  Mannheim. 
T.  Over  stangenstelsels.  El. 

L.  BoLTZMAVN.  Logons  sur  la  theorie  ^es  gaz.  Tra- 
duites  par  A.  Qallotti  ,  avec  une  introduction  et  des  notes  de 
M.  Brillöuix.  Première  partie.  Een  deel  in  groot  8^,  XIX, 
202  biz.    Pargs,  Gauthier-Villars ,  1902. 

In  een  zeer  lezenswaardige,  met  overtuiging  geschreven  in- 
leiding voert  Brillouin  de  bekende,  in  1895  verschenen  „Vor- 
lesungen  über  Gastheorie"  van  Boltzmann  hy  het  Fransche 
Wetenschappelijk  publiek  in.  Na  enkele  opmerkingen  over  de 
eischën ,  aan  een  goede  hypothese  te  stellen ,  schetst  hij  hèe 
de  voorstelling  van  de  vrije  beweging  der  gasmoleoulen  onmid- 

'  dellijk  ontleend  is  aan  de  waarneming  van  de  uitzetting  der 
aan  zichzelf  overgelaten  gassen  en  dampen.  Reeds  Bernoulli 
leidde  hieruit  het  Terband  tusschen  druk  en  temperatuur  af. 
Een  aanmerkelijke  vooruitgang   brengt  Clausius  in  de  theorie 

'  door  de  beschouwingen  over  de  gemiddelde  weglengte  tusschen 
twee  botsingen.  Denkt  men  zich  eerst  deze  botsingen  als  tus- 
schen elastische  bollen,  spoedig  wordt  ook  deze  voorstelling 
verlaten  yóor  die  van  een  wisselwerking  van  afstootende  of 
aantrekkende  krachten ;  de  formule  van  Yan  der  Waals  *)  ver- 
klaJEirt  in  algemeene  trekken  de  kritische  verschijnselen  en  do 

'  continuiteit  van  gas  en  vloeistoftoestand.  Het  eenige  wat  ont- 
breekt, om  de  vérgelgking  van  theorie  en  waarneming  in  aUe 
strengheid  mogelijk  te  maken,  is  de  Newton,  die  de  wet  der 
'moleculaire  aantrekking  ontdekken  zal !  En  tegenover  de  be- 
zwaren der  Energetiek  stelle  men  den  grooten  vooruitgang, 
dien  dé  kinetische  theorie  in  den  laatsten  tijd  gebracht  heeft 
in  de  theorie  der  electrische  verschijnselen. 

^) .  Met  verbazing .  ziet   men  in   de   inleiding  dezen  naam  hardnekkig  met  een 
V  gespeld  I 
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Bg  de  Terialing  is  de  oorspronkelgke  tekst  zeer  getrouw 
gevolgd.  Boltzmann  zelf  heeft  slechts  op  één  plaats,  gevolg 
gevende  aan  een  opmerking  o.a.  van  onzen  landgenoot  Wind, 
dien  tekst  gewijzigd.  We  meenen  daarom  met  een  korte  in- 
houdsopgave te  kunnen  volstaan. 

De  Inleiding  verdedigt  het  goed  recht  der  atomistische  en 
mechanische  theorien,  en  geeft  een  eerste  afleiding  van  de 
uitdrukking  voor  den  gasdruk.  In  overeenstemming  met  de 
zoo  juist  geschetste  historische  ontwikkeling  wordt  in  Hoofd- 
stuk I  aangenomen,  dat  de  moleculen  zich  gedragen  als  elas- 
tische bollen,  en  worden  voorloopig  uitwendige  krachten  en 
stroomingen  uitgesloten.  Echter  wordt  dadelgk  een  mengsel 
van  twee  gassen  in  behandeling  genomen ;  er  worden  functies 
/en  F  opgesteld,  aangevende  de  verdeeling  en  snelheden  der  beide 
molecuulsoorten,  en  de  beschouwing  van  de  veranderingen  dezer 
functies  tengevolge  van  de  botsingen  voert  in  verband  met  de 
voorwaarden  voor  een  stationnairen  toestand  tot  de  wet  van 
Maxwell.  Het  bewijs ,  dat  deze  wet  de  eenige  mogelijke  snel- 
heidsverdeeling  weergeeft ,  voert  tot  de  opstelling  van  de  functie 
H,  die  bij  de  gegeven  onderstellingen  alleen  kan  afnemen  en 
minimum  is  voor  de  verdeeling  volgens  Maxwell.  De  analogie 
met  de  entropie  van  het  gas ,  die  alleen  toenemen  kan ,  en  de 
mathematische  beteekenis  der  functie  H,  wier  minimum  blgkt 
overeen  te  komen  met  wat  men  de  meest  ,waarschgnlgke'' 
snelheidsverdeeling  kan  noemen,  voeren  Boltzmann  tot  de  slot- 
som ,  dat  de  tweede  wet  der  thermodynamica  een  waarsohijnlgk- 
heidstheorema  blijkt  te  zijn.  —  De  aldus  verkr^en  wet  van 
Maxwell  voert  nu  tot  de  problemen  van  gemiddelde  weglengte 
en  al  wat  daarmede  in  verbaod  staat,  als  warmtegeieiding , 
wrijving  van  gassen,  diffusie  enz. 

Hoofdstuk  II  beschouwt  de  moleculen  als  krachtcentra , 
waarbg  de  wet  der  krachtwerking  in  't  midden  wordt  gelaten, 
en  laat  ook  uitwendige  krachten  en  stroomingen  toe.  Op 
analoge  wijze  worden  nu  hier  het  entropiebeginsel  bewezen  en 
de  voorwaarden  voor  een  stationnairen  toestand  opgesteld.  De 
verkregen  resultaten  worden  toegepast  op  vragen  van  aSrostatica 
en  hydrodynamica,  beide  voor  stationnaire  toestanden. 

Hoofdstuk  III  behandelt  gevallen  van  niet-stationnaire  toestan- 
den. Bij  de  beschouwing  van  den  invloed  der  botsingen  (of  ont- 
moetingen) voor  het  geval  dat  de  werking  tusschen  twee  mole- 
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K 
cttlen   voorgesteld  kan  worden  door  — ^  stuit  men  dan  al  spoe- 

dig  op  integralen,  die  aanmerkelijk  eenvoudiger  in  de  behan- 
deling worden  indien  men  n  ss  4  stelt ,  diis  een  werking  om- 
gekeerd evenredig  aan  de  vyfde  macht  van  den  afstand  aanneemt. 
Met  dexe  onderstelling ,  waarbg  met  Maxwell  aan  een  afstooting 
gedacht  wordt ,  behandelt  Boltamann  dan  o.a.  warmtegeleiding, 
inwendige  wrijving  en  diffusie. 

In  de  beide  achteraan  gedrukte  noten  ontwikkelt  Brillouin 
enkele  bedenkingen.  De  voornaamste  betreffen  de  bewgévoe- 
ring  over  de  noodzakelgkheid  van  de  wet  van  Maxwell  en  zijn 
gedeeltelijk  reeds  vroeger,  o.a.  door  Losohmidt,  geuit.  Men 
kan  seggen ,  dat  deee  in  't  algemeen  in  verband  staan  met  de 
raoeielijkheid  om ,  uitgaande  van  bew^ingen ,  die  alle  omkeer- 
baar sijn  y  te  komen  tot  de  niet- omkeerbare  veranderingen ,  die 
in  de  natuur  worden  waai^enomen  —  een  kwestie  waarover 
voorloopig  het  laatste  woord  nog  niet  gesproken  is. 

E.  VAK   EVERDIVaKN   Jr. 

Cryoscqpie  par  F.  M.  Raoijlt.  Recueil  «Scientia",  série 
ph7s.-math.,  fascicule  n<>.  13,  XIII,  106  biz.  Pargs,  C.  Naud , 
IdOl. 

De  naam  Cryoscopie  voor  het  bepalen  van  de  vriespuntsver- 
laging in  oplossingen  is  afkomstig  van  den  het  vorig  jaar 
overleden  schrijver  van  dit  werkje,  wiens  onderzoekingen  die 
bepaling  tot  een  zeer  belangrijk  hulpmiddel  bij  het  chemisch 
ottderzoek  gemaakt  hebben.  De  geheele  inrichting  van  het 
boek  doet  Baoult  kennen  in  de  eerste  plaats  als  een  man  van 
de  praotgk,  zoo  zelft,  dat  men  twgfelt  of  dit  no.  wel  tot  het 
domein  der  ,  physique  mathématique"  behoort.  Het  eerste  en 
tweede  gedeelte,  algemeene  beginselen  en  waarnemingsmetho- 
den, omvatten  samen  89  blz. ;  men  kan  nagaan,  dat  hierin  alle 
mogelgke  fouten  besproken ,  alle  voorzorgen  minutieus  beschre- 
ven worden.  Dan  komt  een  derde  gedeelte,  de  vriespunts- 
verlaging  in  niet-eleetrolyten ,  dus  in  niet  gediseocieerde  op- 
lossingen ,  met  42  blz.  Een  groot  materiaal  van  waarnemingen 
leidt  tot  de  eerste  wet  van  Raoult:  de  moleculaire  vriespunts- 
verlaging in  eenzelfde  oplosmiddel  is  voor  alle  opgeloste  stoffen 
dezelfde  constante,  —  die  dan  nogmaals  opzettelgk  getoetst  wordt 
aan  andere  waarnemingen.    Een  tweede  wet,  aangevende  dat 
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deze  constante  evenredig  zou  sijn  aan  het  moleculair  gewicht 
van  het  oplosmiddel,  heeft  tengevolge  vaii  nauwkeuriger  on- 
derzoek moeten  plaats  maken  voor  de  wet  van  Yan  't  Hoff  (1886), 
uit  thermodyaamische  beschouwingen  afgeleid  en  in  alle  <^- 
zichten  bevestigd.  Nu  hebben  indertgd  RaouU  en  Recoura  «en 
een  empirische  formule  gegeven  voor  d&  dampspanninga verla- 
ging bij  oplossingen.  Raoult  brengt  deze  in  verband  met  een 
door  hem  in  1894  afgeleide  ,, mathematische"  betreUting  en 
komt  zoo  tot  de  wet  van  7an  *t  HofF.  Gaat  men:  na,  dat  de 
, mathematische"  betrekking  evenals  deze  wet  langs  thermo- 
dynamischen  weg  moet  verkregen  zjjn,  dan  leest  men  met 
eenige  verbazing  de  conclusies  ^On.  voit  par  Ik  ^ue  cette 
formule,  que  son  auteur  a  déduite  d'uae  hypothese,  a^esi, 
en  réalité,  quuae  forme  particuliere  de  la  lol  expérièieiitalBide 
Raeult  et  Recoura."' 

Ook  in  de  vierde  afdeeling,  de  electrolyten ,  .  gedissocieerde 
oplossingen,  geeft  Raoult. eerst  een  aantal  empirische  wetten, 
door  hemzelf  voor  bijzondere  gevalleo  gevonden,  en  eerst  later 
den  algemeenen  regel,  aan  de  theorie  van  Arrheniua  ontleend. 
Dit  gedeelte,  praotisch  van  minder /maar  tl^eoretisch  tvaa  meer 
gewicht,  omvat  slechts  19  bladzijden.'-    '»'l  '         .,:'   .j    .>"/\ 

Een  portret  van  Raoult  en  een  korte  biografie  door  Ek<lf<is- 
pieau  gaan  aan  b«t  werk  vooraf.  v    ^   <  r,         j 

'-  "     ••■  ■•*  ■  .■ '.;       ■'.        hi'l 

Franges  d'-interférence  et  'leurs  -applicatians 
mét  rol ogi que  8  par  J.  MacjS  db  Lépinjly.  Recueil  „Seiêntia*', 
série  phys -math.,  fascicule  n^.  14,  101  blz:     Parö»,  O.  Naud, 

1902.  '  ■  .     -h]:        .    r.     .1^.,' 

„Un  rayon  de  lumière,  aveo  ses  séries  d'ondulations.  ^d'ane 
tèauité  CKtrêmo  mais  parfai^ement  régultèrps  pent  êtrè  ooteidéré 
comme  un  micrometre  naturel  de  la  plas  grande  |)erfectieh,  par- 
faitement  propre  è  determiner  des  longueure."  <  Met  deze,  woer- 
den van  Fizeau  schetst  Macé  de  Lépinay  het  dehkbèellc^.rjlot 
welks  verwezenlijking  hijzelf  zooveel  :heeft)b$gedragen.  Inde 
toekomt  ziet  hij  reeds  een  volledig,  systeem  ivan  iabsohité-een- 
heden:  een  golflengte,  een  daaruit  afgeleide:  massa. een^id  en 
een  trilKngstijd  als  tijdseenheid ;  ioderdaad  zgn  de  TièrhoiidiilgSBn 
van  de  beide  eerste  eenheden  tot  die  van  het  metriek  sfeakel 
zoo  goed  als  vastgesteld'.  •  .->:  •  i  .;'     .;« 

In    plaats   van   de  niet  direct  waarneembare  ^goUlehgfee«ijielf 
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treden  bg  de  metingen  steeds  interferentiestrepen  op  bij  wijze 
van  deelstrepen.  Het  eerste  gedeelte  bevat  dus  algemeene 
beginselen  voor  het  tot  stand  komen  van  interferentie;  een  van 
de  beste  hulpmiddelen  hierbij  zijn  de  door  Perot  en  Fabry 
toegepaste  luchtlagen  begrensd  door  twee  zwak  verzilverde, 
evenwijdige  glasplaten,  die  bij  terugkaatsing  een  groot  aantal 
interfereerende  bundels  met  gelijke  phase-verschillen  leveren, 
zoodat  zeer  smalle ,  heldere  strepen  ontstaan.  Bij  groote  phase- 
verschillen  wordt  de  al  of  niet  zichtbaarheid  van  interferentie- 
strepen  door  de  homogeniteit  der  lichtbron  bepaald;  Michelson 
heeft  hiervan  een  zeer  handig  gebruik  gemaakt  om  de  samen- 
Btelliog  van  allerlei  bijna  homogene  stralingen  te  onderzoeken. 
Als  zeer  homogeen  dienen  tegenwoordig  bijna  uitsluitend  kwik- 
en  cadmium-stralingen. 

Een  tweede  gedeelte  behandelt  de  methoden  om  ten  behoeve 
der  lengtemeting  het  aantal  golflengten  van  het  wegverschil  der 
interfereerende  stralen ,  de  z.g.n.  orde  der  interferentie ,  te  bepa- 
len. Het  breukdeel  iu  dit  ordegetal  wordt  eenvoudig  gevonden 
door  schatting  van  een  deel  van  den  afstand  van  twee  strepen. 
Veel  moeilijker  is  het  bepalen  van  het  geheele  deel ,  daar  aan 
tellen  niet  gedacht  kan  worden.  Het  doel  wordt  hier  bereikt 
door  het  gelgktijdig  of  achtereenvolgens  bezigen  van  verschil- 
lende lichtsoorten;  naarmate  deze  veel  of  weinig  verschillen, 
treden  op  kleinere  of  grootere  afstanden  coincidenties  op,  welke 
als  deelstrepen  voor  een  collectieve  eenheid  kunnen  dienen. 
Is  dan,  met  behulp  van  een  voorloopige  ruwe  meting,  het 
ordegetal  voor  één  lichtsoort  op  eenige  tientallen  na  bepaald, 
dan  beslissen  de  waargenomen  breukdeelen  bij  de  andere  licht- 
soorten over  de  keuze  van  het  juiste  getal.  Men  dankt  deze 
methode  vooral  aan  Benoit  en  aan  Pérot  en  Fabi^. 

Yan  de  derde  afdeeling,  de  resultaten,  vermelden  we  alleen 
een  van  de  uitkomsten  van  de  vergelijking  der  golflengten 
R,  G,  B  van  de  roode,  groene  en  blauwe  cadmiumlguen  met 
den  standaardmeter  door  Michelson  en  Benoit  met  hun  uiterst 
nauwkeurigen  interferometer : 

1  M.  =  1.553.163,5  R. 
nauwkeurig  minstens  op  1  millioenste. 

De  nieuwere  bepalingen  van  de  massa  van  het  standaard- 
kilograu)  uitgedrukt  in  de  theoretische  massa-eenheid  met  behulp 
der   interferentie-methoden    stemmen  zeer  goed  overeen,  maar 
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toonen  een  systematisch  verschil  met  de  uitkomsten ,  Tcrkregen 
met  de  methode  van  yergelgking  door  contact. 

Le  phénomène  de  Eerr  et  1  es  p  h  é  n  o  mènee 
I  électrooptiques   par    E.   Néculcéa.     Recueil  «ScieDtia'\ 

série  phys-math.,  fascicule  «•.  16,  X,  91  blz.  Parijs,  C  Naud, 
1901. 

Het  hier  bedoelde  verschgusel  van  Kerr  is  de  dubbelbreking 
van  het  licht  in  dielectrica  veroorzaakt  door  een  electriach 
veld  —  niet  dus  de  draaiing  van  bet  polarisatievlak  by  terug- 
kaatsing  op  een  gemagaeriseerden  gzerspiegel ,  hier  te  lande 
o.a.  door  de  onderzoekingen  van  Zeeman  bekend. 

De  waarnemingen,  waarover  het  eerste  gedeelte  handelt, 
zijn  hoofdzakelijk  van  Kerr  zelf,  Brongersma  en  Rontgen. 
Terwijl  in  vaste  stoffen  de  dubbelbroking  eerst  langzaam  ont- 
staat en  nog  langzamer  verdwijnt,  is  in  vloeistoffen  het  ver- 
schijnen momentaan ;  volgens  Abraham  en  Lemoine  minder  dan 

seconde  na  het  opwekken  van  het  electrisch  veld. 

De  theorieën  van  Pockels  en  Yoigt  vallen  het  tweede  ge- 
deelte. De  eerste  gaat  uit  van  de  onderstelling,  dat  er  een 
lineair  verband  is  tusschen  de  dielectrische  constanten  van  het 
medium  en  de  componenten  der  eleetriache  kracht.  Zijn  resul- 
taat ,  dat  zoowel  de  gewone  als  de  buitengewone  straal  een 
gewijzigde  voortplietntingsaoelheid  krijgen,  de  eerste  het  minst, 
is  misschien  slechts  schijnbaar  in  tegenspraak  met  de  proeTen, 
die  alleen  het  laatste  zeker  aantoonen,  —  Yoigt  behandelt  het 
probleem  door  aan  de  algemeene*  bewegingsvergelijkingen  der 
electriciteit  van  Hertz  nieuwe  termen  toe  te  voegen,  die  den 
invloed  van  het  electrisch  veld  beschrijven.  We  kunnen  daar- 
over tiiét  meer  meedeelen  dan  dat  de  verklaring  (beschhjving?) 
niet  alléeii  de  w&Argenomen ,  maar  ook  eenige  nieuwe  mogelijke 
verschijnselen  omvat.  Op  een  tan  deze,  een  electriach  ana- 
logon  van  het  vefschijnael  van  Zeeman,  wordt  nader  de  aan- 
dacht gevestigd  in  de  derde  afdeelidg.  Ongelukkigerwijze  bigkt 
de  te  verwachten  ve^^plaatsing- e^ner  spectraallijn  slechts  Vfnot 
van  den  afstand  der  natrium-lgnen,  zoodot  er  voorloopig  niet 
veel  kans  is  dp  experimenteele  bevestiging. 

E.    VAK   EVERDINQEK   Jr. 


INHOUD. 

Biz. 
E I  e.  L.    ü.    H.    C.   WERNDLY.     Demonstration    directe    de  Ia 

formule  de  Stirling 325. 

Mi6ba.  H.    DE   VRIES.      Ueber   eine    eifache    Erzeugungsweise 

der  gewöhnlichen  Lemniscate 3ï'l^ 

Ryf,  Fah,     G.  SCHOUTEN.     De  mathematische  slinger  en  de  functien 

8  h.  van  Weierstrass 3>. 

R8b,  Fah,     G.  SCHOUTEN.     De    wenteling   van   een   lichaam   en  de 

Shy.  functien  van  Weierstrass :^'^iX 

K  9  a.  0.  A.  CIKOT.    Iets  oyer  het  bepalen  van  het  middelpunt 

van  evenwijdige  krachten,  die  aangrijpen  op  de  zijden 
van   eeni^e   bepaalde  veelhoeken,  zonder  analytische 

meetkunde 8'«7. 

X  7.                    F.  J.  VAES.    Enkele  berekeningen  met  de  rekenlineaal  .  3»i'- 
K  2  d.                 H.  A.  W.  SPECKMAN.     Een  nieuwe  cirkel  in  den  moder- 
nen driehoek :-{07 

R  8  a,  9  b  «.  Mevr.  A.  6.  KERKHOVEN— WYTHOFF.^  Over  de  verande- 
ring, die  de  levende  kracht  van  een  zich  vrij  bewe- 
gend lichaam  van  onveranderlijke  gedaante  door  het 
plotseling    in    rust    .brengen    van    een   punt    daarvan 

ondergaat .     .    ,  374. 

12  a.  N.   L    W.  A.    6RAVELAAR.    Over   het  kleinste  geroeene 

veelvoud  van  meer  dan  twee  getallen  ......  38'.<. 

V9,L'5b.      P.  H.  SCHOUTE     Erratum S>^. 

Bibliographie cV^U. 

iL.  Lemoine.    Géométrographie  ou  art  des  constructions 

géométriques.     Paris,  C.  Naud  ,  1902. 
C.  A,  Laisant  et  A.  Buhl.     Annuaire  des  mathémati- 

cicns,  1901—1902.     Paris,  C.  Naud,  1902. 
É.    BOREi..     Lefons   sur   les    séries   k   termes    positifis, 
rédigeés  par  R.  d'Adhémar.  Paris,  Gauthier-Villars,  1902. 
P.    Barbarin.      La   geometrie   non  euclidienne.     Paris, 

C.  Naud,  1902. 
P.  1.  Helwig.     Over   een   algemeen  gemiddelde  en  de 
integralen,   die    samenhangen    met  de  foutenwet  van 
het  meetkundig  gemiddelde.  Academisch  proefechrift. 
Amsterdam,  Delsman  en  Nolthenius,  1901. 
É.  BoREL.     Lefons   sur   les   séries  divergentes*     Paris, 

Gauthier-Villars,  4901. 
H.  SiCARD.     Traite   de   cinématique   théorique.     Paris, 

Gauthier-Villars,  1902. 
L.  BoLiZMANN.    Lecons   sur   la  theorie  des  gaz.     Tra- 
duites  par  A.  Gallotti,  etc.  Paris,  Gauthier-Villars,  4902. 
F.  M.  Kaoult.     Crioscopie.     Paris,  C.  Naud.  1901. 
J.  Macé  de  Lépinay.     Franges   d'interférence   et  leurs 

applicatiors  métrologiques.     Paris,  C.  Naud,  1902. 
E.  Nécülcéa.     Le    phénomène   de    Kerr  et  les  phéno- 
mènes  éleclrooptiques'     Paris,  C.  Naud,  1902. 


Alle  bijdragen  en  verdere  stukken  het  „Nieuw  ArchieP*  betreffende  geliev< 
men  te  richten  aan  den  Secretaris  der  redactie.  Dr.  J.  C.  KLUYVpR  te  Leiden 

Boek-,  Muziek'  en  Handelsdrukkerij  yan  GEBR.  HOITSEMA,  Groningen. 


I 


PERiODICAL 


^ 


